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Предисловие ко второму изданию

В этом втором издании переработан и улучшен первоначальный
текст, отдельные части написаны заново; заново и более доступно
написана глава VIII. При этом учтены изменения и дополнения, сде-
ланные автором в японском, немецком, первом и втором американских,
а также в румынском (литографированном) изданиях.

Для удобства читателя в книгу включены добавления II и III,
необходимые для понимания главы VIII.

В книге отражены многие новые результаты теории, интенсивно
развивавшейся за десятилетие, прошедшее после выхода в свет первого
издания. Разумеется, ограничения на объем книги заставили автора
произвести при этом жесткий отбор и во многих случаях ограни-
читься лишь формулировкой новых результатов или литературными
указаниями. Автор вынужден был также сделать отбор в исключитель-
но обширном количестве новых работ при составлении дополненного
списка литературы. В этот список и в литературные указания к гла-
вам включены монографии и обзоры по отдельным вопросам теории,
вышедшие в свет за последнее десятилетие. Автор надеется, что эти
дополнения и литературные указания дадут читателю возможность
ориентироваться также в новых вопросах теории.

Автор весьма признателен всем коллегам, указавшим после выхода
в свет первого издания на отдельные содержавшиеся в нем опечатки
и неточности.

Д.А. Райков и М. Г. Сонис тщательно отредактировали рукопись
и своими замечаниями способствовали улучшению отдельных мест
книги; кроме того, М. Г. Сонисом написаны пп. 3, 5 § 9, п. 7 § 11,
IX п. 2 § 18, следствия 1–4 из I п. 3 § 23 и IV, V п. 3 § 23.

Автор считает своим приятным долгом выразить Д.А. Райкову
и М. Г. Сонису глубокую благодарность. Автор благодарен А. З. Рывки-
ну за внимательное отношение к рукописи и выражает признательность
Д.П. Желобенко за помощь при чтении корректур.

Москва, февраль 1967 г.

М.А. Наймарк



Из предисловия к первому изданию

Теория нормированных колец, несмотря на свое недавнее возник-
новение, развилась в обширную отрасль функционального анализа,
имеющую многочисленные применения в различных других областях
математики.

Первый цикл работ, посвященных конкретным нормированным
кольцам, именно кольцам ограниченных линейных операторов в гиль-
бертовом пространстве, был начат в 1930 г. фон Нейманом [1] и затем
продолжен в работах Мюррея и фон Неймана [1]. Уже в этих работах
выяснилась целесообразность рассмотрения колец операторов. Однако
наиболее плодотворной оказалась абстрактная точка зрения; при этой
точке зрения природа элементов кольца никакой роли не играет, так
что нормированное кольцо есть просто какая угодно совокупность
элементов, образующая кольцо в алгебраическом смысле и снабженная
нормой, удовлетворяющей простым требованиям.

Эта точка зрения была систематически развита И.М. Гельфандом
[1–7] в его теории коммутативных нормированных колец. Решающее
значение здесь имели обнаруженная И.М. Гельфандом роль макси-
мальных идеалов, построение бикомпактного пространства максималь-
ных идеалов и представление элементов полупростого кольца в виде
кольца непрерывных функций на этом пространстве. Уже первые при-
ложения показали силу теории нормированных колец. Так, при помощи
нормированных колец получилось неожиданно простое доказательство
теоремы Винера [1] о тригонометрических рядах, получились также
простые доказательства и обобщения многих теорем тауберовского
типа и т. д.

Существенную роль в развитии этих приложений сыграл большой
цикл работ Г. Е. Шилова [1–22], посвященных исследованию различ-
ных классов коммутативных нормированных колец и структуры идеа-
лов в них.

Особенно важным оказалось применение теории коммутативных
нормированных колец к теории локально бикомпактных коммута-
тивных групп, которое привело к построению И.М. Гельфандом,
М. Г. Крейном и Д.А. Райковым (см. Гельфанд и Райков [1], Крейн [6],
Райков [2–6]) гармонического анализа на таких группах и, в частно-
сти, к простому аналитическому доказательству Д.А. Райковым [4]
теоремы двойственности Л.С. Понтрягина.

Другой важный класс уже некоммутативных колец, именно колец
с инволюцией (см. § 10), был рассмотрен в работе И.М. Гельфанда
и М.А. Наймарка [1]. В этой работе было показано, что всякое
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такое кольцо, при соблюдении некоторых естественных условий, можно
так изоморфно отобразить в кольцо ограниченных линейных операто-
ров в гильбертовом пространстве, что операция инволюции переходит
в операцию A → A∗ (где A∗ — сопряженный оператор), а норма пере-
ходит в норму оператора.

Важную роль здесь сыграло понятие положительного функционала,
т. е. линейного функционала f в кольце, удовлетворяющего условию
f(x∗x) � 0. Методы, разработанные в этой статье, в частности понятие
положительного функционала, были в дальнейшем использованы в ра-
ботах И.М. Гельфанда и в многочисленных работах других авторов
при изучении колец с инволюцией и построении теории представлений
таких колец; для частного случая групповых колец эти методы были
использованы при изучении унитарных представлений топологических
групп.

Другое построение теории представлений локально бикомпактных
групп, при помощи положительно определенных функций, было впер-
вые дано И.М. Гельфандом и Д.А. Райковым [2], в частности ими
была доказана полнота системы всех неприводимых унитарных пред-
ставлений локально бикомпактной группы.

В дальнейшем эти результаты И.М. Гельфанда и Д.А. Райкова
были отчасти независимо повторены и затем развиты в работах Р. Год-
мана [3].

Несмотря на наличие большого числа результатов, теорию норми-
рованных колец, особенно некоммутативных, нельзя считать завершен-
ной и многие интересные вопросы этой теории до сих пор остаются
открытыми.

Особый интерес представляет дальнейшее развитие теории харак-
теров и гармонического анализа на локально бикомпактных группах,
построенной в работах И.М. Гельфанда и М.А. Наймарка [1–8] для
комплексных классических групп и перенесенной в многочисленных
работах ряда авторов на другие классы локально бикомпактных групп.
Кроме того, остается нерешенным ряд вопросов, связанных с разло-
жением данного представления группы или кольца на неприводимые
представления.

Несмотря на важность теории нормированных колец для многих
приложений и на большое количество результатов, в ней уже получен-
ных, до сих пор имеется очень мало книг, посвященных этой теории.
Так, имеется книга Люмиса [2], в которой, однако, главное внимание
уделено теории коммутативных и гильбертовых колец и ее приложению
к гармоническому анализу на локально бикомпактной коммутативной
группе и на бикомпактной некоммутативной группе. Кроме того, неко-
торые вопросы теории нормированных колец изложены в книге Хилла
«Функциональный анализ и полугруппы».

В настоящей книге излагается теория нормированных, а также
некоторых топологических колец как коммутативных, так и неком-
мутативных, и различные ее приложения, главным образом к теории
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представлений локально бикомпактных групп. Для удобства читателя
в первой главе книги даны необходимые сведения из функционального
анализа.

Автор выражает глубокую благодарность Д.А. Райкову, прочитав-
шему книгу в рукописи и сделавшему ряд ценных замечаний. Автор
выражает также глубокую благодарность И.М. Гельфанду и Г. Е. Ши-
лову за ряд ценных советов.

Москва, август 1955 г.

М.А. Наймарк



Гл а в а I

ОСНОВНЫЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ ТОПОЛОГИИ

И ФУНКЦИОНАЛЬНОГО АНАЛИЗА

§ 1. Линейные пространства

1. Определение линейного пространства. Множество R называ-
ют линейным или векторным пространством, если:

а) для любых двух элементов x, y из R определена их сумма x+ y,
также являющаяся элементом множества R;

б) для любого вещественного или комплексного числа α и любого
элемента x из R определено их произведение αx, также являющееся
элементом множества R;

в) эти операции сложения элементов и умножения элемента на
число удовлетворяют следующим условиям:

a1) x+ y = y + x;
a2) (x+ y) + z = x+ (y + z);
а3) в R существует элемент 0 такой, что x + 0 = x для любого

элемента x из R;
а4) для каждого элемента x из R существует элемент −x такой, что

x+ (−x) = 0;
б1) 1 · x = x;
б2) α(βx) = (αβ)x;
б3) (α+ β)x = αx+ βx;
б4) α(x+ y) = αx+ αy.
Если при этом в R определено умножение лишь на вещественные

числа, то R называют вещественным линейным пространством; если
же в R определено умножение на произвольные комплексные числа, то
R называют комплексным линейным пространством.

Очевидно, всякое комплексное линейное пространство R можно
также рассматривать как вещественное линейное пространство.

Элементы линейного пространства R называют обычно векторами.
Отметим, что природа элементов пространства R, а также способ

определения операций сложения и умножения на число могут оста-
ваться совершенно произвольными; важно только, чтобы выполнялись
условия a1)–а4) и б1)–б4).
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Прим е ры. 1. Обозначим через Cn совокупность всех систем x =
= (ξ1, ξ2, . . . , ξn), где ξ1, ξ2, . . ., ξn — комплексные числа. Определим
операции сложения и умножения на комплексное число по формулам

(ξ1, ξ2, . . . , ξn) + (η1, η2, . . . , ηn) = (ξ1 + η1, ξ2 + η2, . . . , ξn + ηn),

α(ξ1, ξ2, . . . , ξn) = (αξ1, αξ2, . . . , αξn).

Очевидно, условия а1)–а4) и б1)–б4) будут выполнены, так что Cn —
комплексное линейное пространство.

Если же считать ξj и ηj только вещественными, то мы получим
вещественное линейное пространство Rn.

В частности, C1 есть просто совокупность всех комплексных чисел,
а R1 — совокупность всех вещественных чисел, с обычными операци-
ями сложения и умножения.

2. Пусть Pn — совокупность всех многочленов p(x) = c0 + c1x+ . . .
. . . + cnxn степени � n с комплексными коэффициентами; определим
в Pn операции сложения и умножения на комплексное число обычным
образом. Легко видеть, что тогда Pn станет комплексным линейным
пространством.

3. Пусть C(a, b) — совокупность всех непрерывных комплексных
функций x = x(t) на фиксированном отрезке [a, b]; определим операции
сложения и умножения на комплексное число обычным образом. Легко
проверить, что C(a, b) станет тогда комплексным линейным простран-
ством.

2. Линейная зависимость н независимость векторов. Линейной
комбинацией векторов x1, x2, . . ., xk называют всякую сумму вида
α1x1 + α2x2 + . . . + αkxk. Векторы x1, x2, . . ., xk называют линейно
независимыми, если их линейная комбинация α1x1 + α2x2 + . . .+ αkxk
обращается в нуль лишь когда α1 = α2 = . . . = αk = 0, и линейно
зависимыми в противном случае.

Пространство R называют конечномерным (именно n-мерным), ес-
ли в R существует не более конечного числа (именно n и не более)
линейно независимых векторов; в противном случае пространство R
называют бесконечномерным. В случае n-мерного пространства R вся-
кую совокупность n линейно независимых векторов называют бази-
сом в R.

Пространство Cn примера 1 п. 1 n-мерно; базисом в нем является,
например, совокупность векторов x1 = (1, 0, 0, . . . , 0), x2 = (0, 1, 0, . . .
. . . , 0), . . ., xn = (0, 0, . . . , 0, 1).

Пространство C(a, b) примера 3 п. 1 бесконечномерно, ибо в нем
имеется сколько угодно линейно независимых функций, например,

1, t, . . . , tN (N = 1, 2, 3, . . . ).
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Если R n-мерно и x1, x2, . . ., xn — базис в R, то всякий вектор x
из R представляется, и притом единственным образом, в виде

x = ξ1x1 + ξ2x2 + . . . + ξnxn. (1)

Действительно, так как R n-мерно, то векторы x, x1, x2, . . ., xn
линейно зависимы; это означает, что существуют числа c, c1, . . ., cn,
не все равные нулю, для которых

cx+ c1x1 + . . . + cnxn = 0. (2)

При этом c �= 0, ибо из c = 0 следовало бы c1x1 + . . . + cnxn = 0, что
в силу линейной независимости векторов x1, . . ., xn возможно лишь
при c1 = c2 = . . . = cn. Но тогда из (2) следует

x = −c1
c
x1 − . . .− cn

c
xn,

т. е. формула (1) с коэффициентами ξi = −ci

c
. Если одновременно

x = ξ′1x1 + ξ′2x2 + . . . + ξ′nxn, то, вычтя это равенство из (1), получим

0 = (ξ1 − ξ′1)x1 + (ξ2 − ξ′2)x2 + . . . + (ξn − ξ′n)xn.

В силу линейной независимости векторов x1, x2, . . ., xn это возможно
лишь тогда, когда ξ1 − ξ′1 = ξ2 − ξ′2 = . . . = ξn − ξ′n = 0, т. е. ξ1 = ξ′1,
ξ2 − ξ′2, . . ., ξn = ξ′n. Тем самым доказана единственность представле-
ния (1).

Числа ξ1, ξ2, . . ., ξn называют координатами вектора x относитель-
но базиса {x1, x2, . . . , xn}.

Два линейных пространства R и R′ называют изоморфными, если
между совокупностями их векторов существует взаимно однозначное
соответствие x↔ x′, обладающее следующими свойствами:

1) если x↔ x′, то αx↔ αx′;
2) если x↔ x′ и y ↔ y′, то x+ y ↔ x′ + y′.
Само такое соответствие x ↔ x′ называют изоморфизмом про-

странств R и R′.

Уп р аж н е н и я. 1). Доказать, что соответствие x↔ (ξ1, ξ2, . . . , ξn)
между векторами n-мерного пространства R и их координатами ξ1,
ξ2, . . ., ξn относительно фиксированного базиса есть изоморфизм про-
странств R и Cn (см. пример 1 п. 1).

2). Доказать, что векторы

y1 = ξ11x1 + ξ12x2 + . . . + ξ1nxn,

y2 = ξ21x1 + ξ22x2 + . . . + ξ2nxn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

yk = ξk1x1 + ξk2x2 + . . . + ξknxn

(3)
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n-мерного пространства R с базисом {x1, x2, . . . , xn} линейно незави-
симы тогда и только тогда, когда ранг матрицы 1)∥∥∥∥∥∥∥∥∥

ξ11 ξ12 . . . ξ1n
ξ21 ξ22 . . . ξ2n
. . . . . . . . . . . . . . . . .

ξk1 ξk2 . . . ξkn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
равен k.

3. Подпространства. Подмножество M линейного пространства R
называют его подпространством, если: а) сумма любых двух эле-
ментов множества M также принадлежит M; б) произведение любого
элемента из M на произвольное число также принадлежит M. Очевид-
но, M также образует линейное пространство, если сохранить в нем
то же определение операций сложения и умножения на число, что и во
всем пространстве.

Пр и м е ры. 1. Совокупность всех систем x = (0, ξ2, . . . , ξn) в Cn

есть подпространство в Cn.
2. Совокупность всех функций x(t) из C(a, b), равных нулю в фик-

сированной точке t0 ∈ [a, b], есть подпространство в C(a, b).

Отметим, что само R, а также множество (0), состоящее из одного
только элемента 0, являются подпространствами в R. Мы будем назы-
вать их тривиальными подпространствами.

Очевидно, пересечение любого множества подпространств в R
есть подпространство в R. В частности, пересечение всех подпро-
странств, содержащих данное множество S ⊂ R, есть минимальное
подпространство, содержащее S; это минимальное подпространство
называют линейной оболочкой множества S или подпространством,
натянутым на S.

I. Линейная оболочка множества S есть совокупность всех ко-
нечных линейных комбинаций α1x1 + . . . + αkxk элементов xi этого
множества.

Действительно, совокупность всех таких линейных комбинаций
есть подпространство, содержащее S; с другой стороны, всякое под-
пространство, содержащее S, должно содержать все эти линейные
комбинации.

Частным случаем линейной оболочки является сумма конечного
числа подпространств M1, M2, . . . , Mk. Суммой подпространств M1,
M2, . . ., Mk называется совокупность всех сумм x1 + x2 + . . . + xk,

1) Напомним, что рангом матрицы называется наивысший порядок отлич-
ных от нуля определителей, составленных из матрицы вычеркиванием некото-
рых ее строк и столбцов.
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xi ∈ Mi. Очевидно, эта совокупность есть минимальное подпростран-
ство, содержащее все векторы из подпространств Mi, i = 1, 2, . . . , n,
т. е. линейная оболочка совокупности всех векторов этих подпро-
странств.

Сумму подпространств M1, M2, . . ., Mk мы будем обозначать M1 +
+ M2 + . . . + Mk.

Подпространства M1, M2, . . ., Mk называются линейно независи-
мыми, если равенство x1 + x2 + . . . + xk = 0, где xi ∈ Mi, возможно
лишь тогда, когда x1 = x2 = . . . = xk = 0.

II. Если подпространства M1, M2, . . ., Mk линейно независимы,
то всякий вектор x из суммы M1 + M2 + . . . + Mk представляется
единственным образом в виде

x = x1 + x2 + . . . + xk, ki ∈ Mi.

Действительно, если также x = x′1 + x′2 + . . . + x′k, x′i ∈ M, то
0 = (x1 − x′1) + (x2 − x′2) + . . . + (xk − x′k), xi − x′i ∈ Mi, откуда в силу
линейной независимости подпространств Mi

x1 − x′1 = x2 − x′2 = . . . = xk − x′k = 0,

x1 = x′1, x2 = x′2, . . . , xk = x′k.

4. Факторпространство. Пусть M — фиксированное подпростран-
ство в R. Два вектора x1, x2 мы будем называть эквивалентными по
модулю M и писать

x1 ≡ x2 (mod M), (1)

если x1 − x2 ∈ M. Понятие эквивалентности по модулю обладает всеми
общими свойствами эквивалентности, именно:

1) x ≡ x (mod M);
2) если x1 ≡ x2 (mod M), то x2 ≡ x1 (mod M);
3) если x1 ≡ x2 (mod M) и x2 ≡ x3 (mod M), то x1 ≡ x3 (mod M).
Действительно, x − x = 0 ∈ M, и потому 1) имеет место. Да-

лее, если x1 ≡ x1 (mod M), то x1 − x2 ∈ M; тогда также x2 − x1 =
= −(x1 − x2) ∈ M, т. е. x2 ≡ x1 (mod M); следовательно, 2) имеет ме-
сто. Наконец, если x1 ≡ x2 (mod M), x2 ≡ x3 (mod M), то x1 − x2 ∈ M,
x2 − x3 ∈ M; но тогда также x1 − x2 = (x1 − x2) + (x2 − x3) ∈ M, т. е.
x1 ≡ x2 (mod M) и 3) также имеет место.

Обозначим через ξx совокупность всех векторов, эквивалентных
фиксированному вектору x по модулю M; в силу свойств 2) и 3)
все векторы из ξx эквивалентны между собой; ξx называется классом
эквивалентных векторов, а каждый вектор из ξx — представите-
лем класса. Очевидно, класс полностью определяется любым своим
представителем; другими словами, если y ∈ ξx, то ξy = ξx. Отсюда
следует, что два класса ξx, ξy либо вовсе не пересекаются (при y /∈ ξx),
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либо совпадают (при y ∈ ξx). Поэтому все пространство R распадается
на классы ξx эквивалентных между собой векторов 1).

Будем рассматривать эти классы как векторы некоторого нового ли-
нейного пространства, причем действия сложения классов и умножения
класса на число определим по формулам

ξx + ξy = ξx+y, αξx = ξαx. (2)

Это определение не зависит от выбора представителей x, y классов
ξx, ξy. Действительно, если ξx1

= ξx и ξy1 = ξy, то x1 − x ∈ M, y1 − y ∈
∈ M, и потому также (x1 + y1)− (x+ y) = (x1 − x) + (y1 − y) ∈ M, т. е.
ξx1+y2 = ξx+y; далее, αx1 − αx = α(x1 − x) ∈ M, и потому ξαx1

= ξαx.
Легко проверить, что условия а1)–а4) и б1)–б4) определения векторного
пространства (см. п. 1) будут выполнены; при этом нулевым вектором
является класс ξ0, содержащий нулевой вектор, т. е. само подпростран-
ство M; следовательно, при таком определении операций сложения
и умножения на число совокупность всех классов образует линейное
пространство. Это пространство называют факторпространством R
по M и обозначают R/M.

Пр и м е р. Пусть R — совокупность всех векторов вещественного
трехмерного пространства, исходящих из начала координат, а M —
совокупность тех из них, которые лежат на фиксированной прямой l.
Тогда всякий класс ξx будет состоять из векторов, концы которых
лежат на прямой l′, проходящей через конец вектора x параллельно l.
Таким образом, классам эквивалентных векторов отвечают в этом
случае прямые, параллельные прямой l.

5. Линейные операторы. Пусть R и R′ — линейные пространства,
а D и R — некоторые множества соответственно в R и R′. Если
каждому вектору x из D поставлен в соответствие вектор y из R,
причем каждый вектор y из R есть образ хотя бы одного вектора x
из D, то мы будем говорить, что задан оператор y = A(x) из R в R′

с областью определения D и областью значений R.
Если R′ = R, то A называется оператором в R.
Таким образом, понятие оператора является естественным обоб-

щением понятия функции на тот случай, когда аргумент и значение
функции являются элементами векторных пространств. В дальнейшем
мы будем опускать скобки и писать просто y = Ax; буква A обозначает
сам оператор, т. е. то правило, согласно которому векторам x из D

ставятся в соответствие векторы y из R. Если надо подчеркнуть, что D

и R являются областями определения и значений именно оператора A,

1) Проведенное здесь рассуждение носит общий характер и в действитель-
ности применимо к любому множеству A, в котором определено некоторое со-
отношение эквивалентности, удовлетворяющее условиям 1)–3). Множество A

распадается тогда на классы эквивалентных между собой элементов.
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то пишут DA и RA. Два оператора A и B из R в R′ считаются
равными, если DA = DB и Ax = Bx для всех векторов x из DA = DB.

Если, в частности, в качестве R′ взято C1, так что значениями
оператора являются комплексные числа, то оператор называют функ-
ционалом; для функционала сохраняют обычное обозначение функции
и пишут f(x) вместо Ax.

Оператор B называют расширением оператора A, а оператор A —
сужением оператора B, если DA ⊂ DB и Ax = Bx для всех x ∈ DA.
Если B — расширение оператора A (и значит, A — сужение операто-
ра B), то пишут

B ⊃ A или A ⊂ B.

Если A — оператор из R в R′ иM ⊂ DA, то AM означает совокупность
всех Ax, где x пробегает M .

Пр и м е ры. 1. R = DA = Cn, R′ = Cm (см. пример 1 п. 1),

A(ξ1, ξ2, . . . , ξn) = (ξ′1, ξ
′
2, . . . , ξ

′
m), (1)

где

ξ′j =
n∑
k=1

ajkξk (j = 1, 2, . . . , m), (2)

и ajk — некоторые постоянные. Таким образом, A есть оператор из Cn

в Cm; при m = n A есть оператор в Cn. Матрицу

a =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1 am2 . . . amn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
называют матрицей оператора A.

2. R = R′ = C(a, b), DB = C ′(a, b), Bx =
dx

dt
, где C(a, b) — сово-

купность всех непрерывных функций на отрезке [a, b] (см. пример 3
п. 1), а C ′(a, b) — совокупность всех непрерывно дифференцируемых
функций на этом отрезке. Очевидно, при этом RB = C(a, b), B есть
оператор в C(a, b).

3. R = R′ = C(a, b), DA — совокупность всех функций x(t) из

C ′(a, b), удовлетворяющих условиям x(a) = x(b) = 0; Ax =
dx

dt
, A —

оператор в R. Очевидно, A — сужение оператора B примера 2, а B —
расширение оператора A.

4. R = R′ = C(a, b), DB = C ′(a, b), Bx = x
dx

dt
; B — оператор

в C(a, b).

5. R = C(a, b), Df = C ′(a, b), f(x) =

b∫

a

(
dx

dt

)2
dt; f(x) — функцио-

нал в C(a, b).
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6. R = C(a, b), Df = C(a, b), f(x) =
b∫
a

x(t) dt; f(x) — функционал

в C(a, b).

7. R = R′ = DA = C(a, b); Ax(t) =
b∫
a

K(t, s)x(s) ds, где K(t, s) —

непрерывная функция по совокупности переменных t, s в квадрате
a � t, s � b; A есть оператор в C(a, b). Его называют интегральным
оператором, а функцию K(t, s) — ядром этого оператора.

Оператор A называется линейным, если DA — подпространство
в R, которое может совпадать со всем пространством, и

A(αx) = αAx, A(x+ y) = Ax+Ay (3)

для всех x, y ∈ DA и всех чисел α. В частности, функционал f назы-
вают линейным, если Df — подпространство и

f(αx) = αf(x), f(s+ y) = f(x) + f(y) (4)

для всех x, y ∈ DA и всех чисел α.
Если надо подчеркнуть, что f есть линейный функционал в в еще-

с т в е н н ом пространстве R, так что f(αx) = αf(x) для всех в еще-
с т в е н н ы х α, то f называют вещественно линейным; аналогично,
f называют комплексно линейным, если f(αx) = αf(x) для всех
к ом п л е к с н ы х α. В дальнейшем мы будем рассматривать главным
образом линейные операторы и функционалы.

Оператор A в примерах 1, 2, 3, 7 линеен; в примере 4 нелинеен;
функционал f в примере 6 линеен, в примере 5 нелинеен.

Рассмотрим в качестве примера случай линейного функционала f
в конечномерном пространстве Cn, имеющего областью определения
все Cn. Пусть {e1, e2, . . . , en} — базис в Cn; полагая x = ξ1e1 + ξ2e2 +
+ . . . + ξnen и ck = f(ek), k = 1, 2 . . ., n, имеем

f(x) = ξ1f(e1) + . . . + ξnf(en) = c1ξ1 + . . . + cnξn.

Таким образом, всякий линейный функционал f в Cn задается форму-
лой

f(x) = c1ξ1 + . . . + cnξn, (5)

где ξ1, . . ., ξn — координаты вектора x относительно фиксированного
базиса, а c1, . . ., cn — фиксированные числа.

Очевидно, что верно и обратное: всякий функционал, определенный
формулой (5), линеен.

В частности, всякий линейный функционал в трехмерном веще-
ственном пространстве R3, имеющий областью определения все R3, за-
дается формулой f(x) = c1ξ1 + c2ξ2 + c3ξ3, и потому уравнение f(x) = c
при фиксированном c определяет плоскость в R3.

Пусть теперь f — произвольный линейный функционал в произ-
вольном линейном пространстве X и пусть Df = X. По аналогии
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со случаем пространства R3 совокупность всех векторов x из X,
удовлетворяющих уравнению f(x) = c при фиксированном c, называют
гиперплоскостью в X.

Гиперплоскость f(x) = c в вещественном пространстве R делит все
пространство X на две части, определенные соответственно неравен-
ствами f(x) � c и f(x) � c, пересекающиеся по самой гиперплоскости.

Если некоторое множество M целиком находится в какой-нибудь
одной из этих частей, то говорят, что оно находится по одну сторону
от гиперплоскости f(x) = c.

Оператор Ta, определенный формулой Tax = x + a, где a — фик-
сированный вектор, называют оператором сдвига. Очевидно, при
сдвиге всякая гиперплоскость f(x) = c переходит в гиперплоскость
f(x) = f(a) + c.

Уп р аж н е н и е. Доказать, что всякий линейный оператор из Cn

в Cm с областью определения DA = Cn имеет вид, указанный в при-
мере 1.

6. Действия с операторами. а). С л ожен и е о п е р а т о р о в. Сум-
мой A + B двух операторов A, B из R в R′ называют оператор из R
в R′, определенный условиями

DA+B = DA ∩ DB , (1)

(A+B)x = Ax+Bx при x ∈ DA ∩ DB. (2)

Легко проверить, что

A+B = B +A, A+ (B + C) = (A+ B) + C. (3)

Обозначим через 0 оператор из R в R′, определенный условиями
D0 = R и 0x = 0, где 0 в правой части есть нулевой вектор в R′.
Оператор 0 называют нулевым оператором; как легко видеть,

A+ 0 = A. (4)

б). Ум н оже н и е о п е р а т о р а н а ч и с л о. Произведением αA
оператора A из R в R′ на число α называют оператор из R в R′,
определенный условиями

DαA = DA, (5)

(αA)x = α (Ax) для всех x ∈ DA. (6)

При этом

α (βA) = (αβ)A, (7)

(α+ β)A = αA+ βA, (8)

α (A+B) = αA+ αB, (9)

1A = A, (10)

0A ⊂ 0 (11)

(в соотношении (11) 0 слева — число, справа — нулевой оператор).
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Проверим, например, соотношение (9); проверку остальных соотно-
шений (7), (8), (10), (11) предоставим читателю. Имеем

Dα(A+B) = DA+B = DA ∩ DB,

DαA+αB = DαA ∩ DαB = DA ∩ DB,

так что
Dα(A+B) = DαA+αB; (12)

кроме того, при x ∈ Dα(A+B)

α (A+B)x = α (Ax+Bx) = αAx+ αBx = (αA+ αB)x. (13)

По определению равенства операторов (12) и (13) означают, что

α (A+B) = αA+ αB.

в). Пр о и з в е д е н и е о п е р а т о р о в. Пусть B — оператор из R
в R′, A — оператор из R′ в R′′. Произведением AB операторов A
и B называют оператор из R в R′′, область определения DAB которого
состоит из тех и только тех векторов x ∈ DB , для которых Bx ∈ DA,
и который определяется равенством

(AB)x = A(Bx) для x ∈ DAB.

Легко показать, что

A(BC) = (AB)C, (14)

(A+B)C = AC +BC, (15)

и, если оператор A линеен,

A(B + C) ⊃ AB +AC. (16)

Доказательство этих соотношений мы предоставляем читателю.
Обозначим через 1R оператор в R с областью определения D1 = R,

определенный условием

1Rx = x для всех x ∈ R; (17)

1R называют единичным оператором в R. Индекс R обычно опускают,
если только это не может вызвать недоразумений. Если A — оператор
из R в R′, то, очевидно,

1R′A = A1R = A. (18)

г). С т е п е н и о п е р а т о р а; м н о г о ч л е н ы о т о п е р а т о р а.
Пусть A — оператор в R; произведение AA называют квадратом
оператора A и обозначают A2. Далее, произведение A2A называют
кубом оператора A и обозначают A3. Аналогичным образом можно по
индукции определить степень An при любом натуральном n, полагая

An+1 = AnA. (19)
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Кроме того, положим еще
A0 = 1R. (20)

Имеем:
AnAm = An+m. (21)

Действительно, при m = 1 это соотношение совпадает с (19); применяя
индукцию и пользуясь свойством ассоциативности (14), легко убедить-
ся в справедливости соотношения (21) при любом натуральном m.

Пусть теперь p(λ) — произвольный многочлен:

p(λ) = c0 + c1λ+ . . . + cnλ
n; (22)

многочленом p(A) от оператора A в R называют оператор

p(A) = c01 + c1A+ . . . + cnA
n. (23)

Применяя основные свойства операций сложения, умножения на чис-
ло и перемножения операторов (в частности, соотношение (21)), за-
ключаем:

При фиксированном линейном операторе A соответствие
p(λ) → p(A) обладает следующими свойствами:

1) если p(λ) = α1p1(λ) + α2p2(λ), то p(A) = α1p1(A) + α2p2(A);
2) если p(λ) = p1(λ) p2(λ), то p(A) = p1(A) p2(A).

д). О б р а т н ы й о п е р а т о р. Оператор B из R′ в R называют
обратным к оператору A из R в R′, если DB = RA и

BAx = x для всех x ∈ DA. (24)

Отметим, что тогда также DA = RB и

ABy = y для всех y ∈ DB, (25)

так что A является также обратным к B.
Действительно, когда x пробегает DA, то Ax пробегает все RA =

= DB , и потому x = BAx пробегает в точности RB , другими словами,
DA = RB . Далее, применяя оператор A к обеим частям (24) и полагая
y = Ax, получаем ABy = y, где y = Ax пробегает все DB = RA.

Оператор, обратный к A, обозначают A−1. Таким образом, по само-
му определению обратного оператора

DA−1 = RA, RA−1 = DA (26)

и

A−1Ax = x, AA−1y = y для всех x ∈ DA, y ∈ DA−1 . (27)

Операторы A и A−1 входят в эти соотношения симметрично и потому
A (как уже отмечалось выше) обратен к A−1:

(A−1)−1 = A. (28)
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Очевидно, соотношения (27) означают, что

A−1A ⊂ 1R, AA−1 ⊂ 1R′ . (29)

Если A — оператор в R, то можно определить целые отрицательные
степени оператора A, полагая при n = 1, 2, 3, . . .

A−n = (A−1)n. (30)

Следует, однако, отметить, что не для всякого оператора A существует
обратный оператор, следовательно, не для всякого оператора A в R
существуют целые отрицательные степени A−n.

I. Если оператор A линеен и A−1 существует, то A−1 линеен.
Действительно, если y1, y2 ∈ DA−1 = RA, то

A(α1A
−1y1 + α2A

−1y2) = α1AA
−1y1 + α2AA

−1y2 = α1y1 + α2y2;

поэтому α1A
−1y1 + α2A

−1y2 = A−1(α1y1 + α2y2).
II. Линейный оператор A имеет обратный тогда и только то-

гда, когда равенство

Ax = 0, где x ∈ DA, (31)

возможно лишь при x = 0.

До к а з а т е л ь с т в о. Если оператор A имеет обратный, то, приме-
няя A−1 к обеим частям (31), в силу (27) получим x = A−1Ax = 0;
следовательно, высказанное условие необходимо. Обратно, пусть это
условие выполнено. Определим оператор B, полагая DB = RA и

By = x при y = Ax, x ∈ DA. (32)

Этими условиями оператор B определяется однозначно. Действитель-
но, если y = Ax1 = Ax2, то A(x1 − x2) = 0, следовательно, в силу
условия x1 − x2 = 0, x1 = x2, т. е. x по y в формуле y = Ax определяется
однозначно. Из (32) следует, что x = By = BAx для всех x ∈ DA, т. е.
B есть оператор, обратный к A.

Пусть A — линейный оператор в линейном пространстве X.
Число λ называется собственным значением оператора A, если
существует вектор x �= 0, x ∈ DA, для которого Ax = λx; век-
тор x называется в этом случае собственным вектором операто-
ра A, отвечающим собственному значению λ, а подпространство
Mλ = {x: x ∈ DA, Ax = λx} — собственным подпространством опе-
ратора A, отвечающим собственному значению λ.

Из предложения II вытекает, что оператор A − λ1 имеет обрат-
ный тогда и только тогда, когда λ — не собственное значение
оператора A; в частности, A имеет обратный тогда и только тогда,
когда 0 не собственное значение оператора A.

Уп р аж н е н и я. Доказать, что: а) сложению двух линейных опе-
раторов из Cn в Cm с областью определения Cn отвечает сложение
их матриц (см. пример 1 к п. 5); б) умножению такого оператора
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на число отвечает умножение его матрицы на число; в) умножению
двух таких операторов из Cn в Cm и из Cm в Cp отвечает умножение
их матриц (точнее, если B — оператор из Cn в Cm, а A — оператор
из Cm в Cp, то матрицей оператора AB будет произведение в том
же порядке матриц операторов A и B; г) линейный оператор из Cn

в Cm с областью определения Cn имеет обратный тогда и только тогда,
когда ранг матрицы оператора A равен n; д) произведение A1A2 двух
интегральных операторов в C(a, b) с ядрами K1 и K2 соответственно
(см. пример 7 п. 5) есть интегральный оператор с ядром

K(t1, t2) =

b∫

a

K1(t1, t)K2(t, t2) dt (33)

(ядро K называют композицией ядер K1 и K2); е) если A — всюду
определенный линейный оператор в пространстве Cn, то число λ есть
собственное значение оператора A тогда и только тогда, когда опреде-
литель матрицы оператора A− λ1 равен нулю.

7. Инвариантные подпространства. Пусть A — линейный опе-
ратор в R с областью определения DA = R. Подпространство M ⊂ R
называют инвариантным относительно A, если оператор A переводит
каждый вектор из M в вектор из M, т. е.

из ξ ∈ M следует Aξ ∈ M. (1)

Если M инвариантно относительно оператора A, то A можно также
рассматривать как оператор в M. Точнее, можно определить оператор
AM в M, положив AMξ = Aξ для всех ξ ∈ M.

Рассмотрим теперь факторпространство R/M (см. п. 4); если M

инвариантно относительно оператора A, то можно определить опе-
ратор Â в R/M, положив Âξx = ξy при Ax = y. Это опреде-
ление не зависит от выбора представителя x ∈ ξx. Действительно,
если ξx1

= ξx, то x1 − x ∈ M; отсюда, в силу инвариантности M,
Ax1 − Ax = A(x1 − x) ∈ M, так что векторы y1 = Ax1 и y = Ax опре-
деляют один и тот же класс ξy.

8. Выпуклые множества. Отрезком [x1, x2], соединяющим век-
торы x1 и x2, называют совокупность всех векторов x = (1 − t)x1 +
+ tx2, где 0 � t � 1; сами векторы x1, x2 называют концами отрезка
[x1, x2], а все остальные точки этого отрезка — его внутренними
точками; если x1 = x2, то отрезок [x1, x2] состоит из одной точки
x1 = x2.

Множество K в R называют выпуклым, если оно вместе с каж-
дыми двумя своими векторами x1, x2 содержит весь соединяющий их
отрезок.

Из этого определения непосредственно следует, что пересечение
выпуклых множеств есть также выпуклое множество. Кроме того, если
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A — линейный оператор из R в R′ и K ⊂ DA — выпуклое множество,
то AK — выпуклое множество в R′.

I. Если x1, x2, . . ., xn принадлежат выпуклому множеству K, то
при t1 � 0, . . ., tn � 0 и t1 + t2 + . . . + tn = t также t1x1 + t2x2 + . . . +
+ tnxn ∈ K.

При n = 2 это утверждение совпадает с определением выпукло-
го множества (ибо t1x1 + t2x2 принадлежит отрезку [x1, x2]), а при
больших n доказывается по индукции. Так, например, если t1 + t2 > 0

и t1 + t2 + t3 = 1, то
t1

t1 + t2
x1 +

t2
t1 + t2

x2 ∈ K, и потому также

t1x1 + t2x2 + t3x3 = (t1 + t2)
(

t1
t1 + t2

x1 +
t2

t1 + t2
x2
)

+ t3x3 ∈ K.

Пусть K — выпуклое множество, содержащее не менее двух точек.
Точку x0 называют граничной точкой множества K, если существует
такой отрезок [x1, x2], содержащий x0 внутри, что все внутренние
точки отрезка [x1, x0] принадлежат, но ни одна внутренняя точка
отрезка [x0, x2] не принадлежит множеству K. Если K состоит из
одной точки x0, то будем считать x0 граничной точкой множества K.
Вообще же граничная точка x0 может как принадлежать, так и не
принадлежать множеству K. Совокупность всех граничных точек вы-

пуклого множества называют его границей 1).
II. При сдвиге Tax = x + a выпуклое множество K переходит

в выпуклое множество 2) K + a и граница множества K переходит
в границу множества K + a.

Утверждение непосредственно следует из того, что при указанном
сдвиге всякий отрезок [x1, x2] переходит в отрезок [x1 + a, x2 + a].

Выпуклое множество K в R называется поглощающим, если для
каждого x ∈ R существует такое положительное число α, что αx ∈ K,

т. е. x ∈ 1

α
K. Ясно, что 0 ∈ K, и если x ∈ βK, а γ > β, то x ∈ γK.

III. Пусть K — поглощающее выпуклое множество в R. Тогда
формула

p(x) = inf{β: β > 0, x ∈ βK} (1)

1) Это понятие границы не совпадает с понятием топологической границы,
определенным ниже в п. 3 § 2. Примером может служить выпуклое множество
на плоскости (с естественным определением топологии и операций линейного
пространства, см. примеры 1 в п. 1 § 1 и в п. 2 § 2), состоящее из всех точек
некоторого отрезка.

2) Через M1 + M2, где M1, M2 — произвольные множества в линейном про-
странстве X, обозначают совокупность всех векторов x + y, x ∈ M1, y ∈ M2;
в частности, M1 + a обозначает совокупность всех векторов x + a, x ∈ M1.
Аналогично, αM обозначает совокупность всех векторов αx, x ∈ M , и если
A — числовое множество, то AM — совокупность всех векторов αx, α ∈ A,
x ∈ M .
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определяет функционал p на R, обладающий следующими свойст-
вами:

1) p(x) � 0 для всех x ∈ R;
2) p(x+ y) � p(x) + p(y) для всех x, y ∈ R;
3) p(αx) = α p(x) для всех α � 0 и всех x ∈ R;
4) если x ∈ K, то p(x) � 1;
5) если p(x) < 1, то x ∈ K.

До к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего отметим, что по определению
выпуклого поглощающего множества числа β, участвующие в форму-
ле (1), существуют для каждого x ∈ R, так что p определен на всем R.
По самому его определению

p(x) � 0,

и при каждом ε > 0
x ∈ [p(x) + ε]K. (2)

Докажем, что выполняется условие 2). Положим для этого

t =
p(y) + ε

p(x) + p(y) + 2ε
;

следовательно,

1− t =
p(x) + ε

p(x) + p(y) + 2ε
. (3)

Из (2) заключаем, что

1

p(x) + ε
x ∈ K,

1

p(y) + ε
y ∈ K,

следовательно, в силу выпуклости множества K

(1− t)
1

p(x) + ε
x+ t

1

p(y) + ε
y ∈ K.

Учитывая (3), получаем

1

p(x) + p(y) + 2ε
(x+ y) ∈ K,

т. е.
x+ y ∈ [p(x) + p(y) + 2ε]K.

По определению p(x+ y) это означает, что p(x+ y) � p(x) + p(y) +
+ 2ε, откуда ввиду произвольности числа ε > 0 и следует 2). Далее,
при α > 0

p(αx) = inf{β: β > 0, αx ∈ βK} = inf
{
β: β > 0, x ∈ β

α
K
}

=

= inf{αβ: β > 0, x ∈ βK} = αp(x);

при α = 0

p(0x) = inf{β: β > 0, 0x ∈ βK} = inf{β: β > 0} = 0;
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отсюда следует 3). Наконец, если x ∈ K, то 1 ∈ {β: x ∈ βK}, откуда
следует 4). Если же p(x) < 1, то, положив в (2) ε = 1− p(x), получим,
что x ∈ K.

Функционал p, построенный в предложении III, называется функ-
ционалом Минковского множества K.

IV. Каждый функционал p на R, удовлетворяющий условиям
1)–3) предложения III, является функционалом Минковского погло-
щающего выпуклого множества.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть K = {x: x ∈ R, p(x) � 1}. K выпукло.
Действительно, если x1, x2 ∈ K и 0 � t � 1, то

p((1− t)x1 + tx2) � (1− t) p(x1) + tp(x2) � (1− t) + t = 1,

следовательно, [x1, x2] ∈ K. Далее, для каждого x ∈ R и ε > 0 имеем
1

p(x) + ε
x ∈ K, так что K — поглощающее множество. Наконец,

p(x) = inf{β: β > 0, p(x) � β} = inf{β: β > 0, x ∈ βK},
т. е. p — функционал Минковского множества K.

Основываясь на этом, мы каждый функционал p на R, обладаю-
щий свойствами 1)–3) предложения III, будем называть функционалом
Минковского. Заметим, однако, что p будет функционалом Минков-
ского не только множества K = {x: x ∈ R, p(x) � 1}, но и множества
K0 = {x: x ∈ R, p(x) < 1}, а также каждого выпуклого множества,
заключенного между K0 и K.

Отметим, что если p — функционал Минковского, то α p — также
функционал Минковского для любого α � 0.

V. Если p — функционал Минковского, то при любом c > 0
и любом a ∈ R множество K всех векторов x, удовлетворяющих
условию

p(x− a) � c,

выпукло и его граница состоит из тех и только тех векторов x, для
которых p(x− a) = c. Если, кроме того, a = 0, то K — поглощающее
множество.

До к а з а т е л ь с т в о. Не нарушая общности, можно считать, что
a = 0; в силу II общий случай сводится к этому сдвигом Tax = x+ a.
Пусть x1, x2 ∈ K, т. е. p(x1) � c, p(x2) � c. Тогда в силу условий 2)
и 3) при 0 � t � 1

p((1− t)x1 + tx2) � p((1− t)x1) + p(tx2) =

= (1− t) p(x1) + t p(x2) � (1− t) c+ tc = c;

следовательно, и весь отрезок [x1, x2] принадлежит K, т. е. K выпукло.
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Докажем теперь второе утверждение. Пусть p(x0) = c. Положим
x1 = αx0, x2 = βx0, где 0 < α < 1 и β > 1. Тогда при 0 < t < 1

p((1− t)x0 + tx1) = p((1− t+ αt)x0) = [1− (1− α) t] c < c,

p((1− t)x0 + tx2) = p((1− t+ βt)x0) = [1 + (β − 1) t] c > c,

так что все внутренние точки отрезка [x1, x0] принадлежат K, но ни
одна внутренняя точка отрезка [x0, x2] не принадлежит K; следова-
тельно, x0 — граничная точка множества K.

Обратно, пусть x0 — граничная точка множества K и пусть все
внутренние точки отрезка [x1, x0] принадлежат, но ни одна внутрен-
няя точка отрезка [x0, x2] не принадлежит K. Это означает, что при
0 < t < 1

p((1− t)x0 + tx1) � c, p((1− t)x0 + tx2) > c.

Но тогда

(1− t) p(x0) = p((1− t)x0) = p((1− t)x0 + tx1 − tx1) �

� p((1− t)x0 + tx1) + tp(−x1) � c+ tp(−x1)
и

c < p((1− t)x0) + p(tx2) = (1− t) p(x0) + tp(x2),

т. е.

(1− t) p(x0) � c+ tp(−x1) и c < (1− t) p(x0) + tp(x2).

Переходя в этих неравенствах к пределу при t→ 0, получим

x
x
1 x

2

Рис. 1.

p(x0) � c и c � p(x0),

откуда p(x0) = c.
Последнее утверждение предложе-

ния V очевидно.

З а м е ч а н и е. Предложение V
остается справедливым и для множе-
ства всех векторов x, удовлетворяю-
щих неравенству вида p(x− a) < c.

Пр и м е ры. 1. В трехмерном вещественном пространстве R3 концы
векторов x = (1 − t)x1 + tx2, 0 � t � 1, образуют отрезок, соединяю-
щий концы векторов x1 и x2 (рис. 1).

2. Положим в двумерном вещественном пространстве R2

p(x) =
√
a1ξ21 + a2ξ22,

где x = (ξ1, ξ2), a1 > 0, a2 > 0. Легко проверить, что p — функцио-
нал Минковского. Концы всех векторов x, удовлетворяющих условию
p(x) < c, заполняют внутренность эллипса

a1ξ
2
1 + a2ξ

2
2 = c2.
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9. Теоремы о продолжении линейного функционала.

Лемма. Пусть M — подпространство вещественного линейно-
го пространства R, а M′ — подпространство, натянутое на M,
и вектор x0 /∈ M. Пусть, далее, p — функционал Минковского в M′,
а f — линейный функционал в M, удовлетворяющий условию

f(x) � p(x) для всех x ∈ M. (1)

Тогда f можно продолжить до линейного функционала f ′, опреде-
ленного во всем M′ и удовлетворяющего условию

f ′(x) � p(x) для всех x ∈ M
′. (2)

До к а з а т е л ь с т в о. В силу (1) при y′, y′′ ∈ M

f(y′) − f(y′′) = f(y′ − y′′) � p(y′ − y′′) = p((y′ + x0) − (y′′ + x0)) �

� p(y′ + x0) + p(−y′′ − x0),

откуда
−p(−y′′ − x0) − f(y′′) � p(y′ + x0) − f(y′).

Поэтому

m = sup
y∈M

{−p(−y − x0) − f(y)} и M = inf
y∈M

{p(y + x0) − f(y)}
конечны и

m � M.

Пусть c0 — произвольное число, заключенное между m и M :

m � c0 � M ;

тогда для всех y ∈ M

−p(−y − x0) − f(y) � c0 � p(y + x0) − f(y). (3)

По определению M′ есть совокупность всех векторов x вида

x = y + αx0, (4)

где y ∈ M, а α — вещественные числа. Определим функционал f ′ в M′,
полагая для вектора x вида (4)

f ′(x) = f(y) + αc0.

Отметим, что всякий вектор x из M′ представляется по формуле (4)
единственным образом и потому f ′(x) определяется по вектору x ∈ M′

однозначно. Действительно, если x = y1 + α1x0 и x = y2 + α2x0, то

y1 − y2 = (α2 − α1)x0; (5)

но y1 − y2 ∈ M, а (α2 − α1)x0 /∈ M при α2 − α1 �= 0; поэтому (5)
возможно лишь при α2 − α1 = 0, y1 − y2 = 0. Легко проверить, что

2 Наймарк М.А.
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функционал f ′ линеен; остается доказать, что условие (2) выполнено,
т. е. что

f(y) + αc0 � p(y + αx0) (2′)

для всех y ∈ M и всех вещественных α. При α = 0 это неравенство
совпадает с условием (1); поэтому достаточно рассмотреть случай α �=
�= 0. Пусть α > 0; заменив в правом неравенстве (3) y на

1

α
y, получим

c0 � p
(

y

α
+ x0

)
− f

(
y

α

)
.

Отсюда
αf
(

y

α

)
+ αc0 � αp

(
y

α
+ x0

)
,

т. е.
f(y) + αc0 � p(y + αx0).

Пусть теперь α < 0; заменив в левом неравенстве (3) y на −y, получим
−p
(
− y

α
− x0

)
− f

(
y

α

)
� c0.

Отсюда
(−α) p

(
− y

α
− x0

)
� αc0 + αf

(
y

α

)
,

т. е.
p(y + αx0) � f(y) + αc0.

Таким образом, условие (2) в обоих случаях выполнено, и лемма
доказана.

Те о р ем а 1 (Х а н [1]–Б а н а х [1]). Пусть p — функционал Мин-
ковского, определенный в вещественном линейном пространстве R,
а f — линейный функционал, определенный в некотором подпро-
странстве M ⊂ R и удовлетворяющий условию

f(x) � p(x) для всех x ∈ M. (6)

Тогда f можно продолжить до линейного функционала F , опреде-
ленного во всем пространстве R и удовлетворяющего условию

F (x) � p(x) для всех x ∈ R. (7)

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть Fp — множество всех линейных функ-
ционалов f ′, являющихся продолжениями функционала f и удовле-
творяющих неравенству f ′(x) � p(x) для всех x ∈ Df ′ . Для двух
функционалов f ′1, f

′
2 ∈ Fp условимся писать f ′1 ≺ f ′2, если f ′2 является

продолжением функционала f ′1. Тогда Fp станет частично упорядо-
ченным множеством, удовлетворяющим условию леммы Цорна (см.
добавление I); именно, верхней гранью линейно упорядоченного мно-
жества F ′

p ⊂ Fp будет функционал f̂, определенный на
⋃

f ′∈F ′

p

Df ′ ра-

венством f̂(x) = f ′(x) при x ∈ Df ′ , f ′ ∈ F ′
p. Следовательно, Fp имеет
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максимальный элемент F , который в силу предыдущей леммы должен
быть определен во всем пространстве R.

С л ед с т в и е 1. Если p — функционал Минковского в веществен-
ном линейном пространстве R, то для любого вектора x0 ∈ R
существует линейный функционал F , определенный во всем R и удо-
влетворяющий условиям

F (x0) = p(x0), (8)

F (x) � p(x) для всех x ∈ R. (7)

Док а з а т е л ь с т в о. Обозначим через M совокупность всех векто-
ров αx0, где α пробегает все вещественные числа; M — подпростран-
ство в R. Определим в M линейный функционал f формулой

f(αx0) = αp(x0), (9)

так что
f(x0) = p(x0). (10)

Докажем, что f удовлетворяет условию (6); на основании теоремы 1 его
можно тогда продолжить до линейного функционала F , определенного
во всем R и удовлетворяющего условию (7); в силу (10) условие (8)
будет при этом также выполнено, и следствие 1 будет доказано.

Но условие (6) для f сводится к выполнению неравенства

f(αx0) � p(αx0) (11)

для всех вещественных α. При α � 0 оно выполняется (и превращается
в равенство), ибо в силу (9)

f(αx0) = αp(x0) = p(αx0).

Чтобы доказать (11) при α < 0, заметим сначала, что так как p(x) � 0
для каждого x ∈ R, то

−p(x0) � p(−x0).
Отсюда при α < 0

f(αx0) = αp(x0) � −αp(−x0) = p(αx0).

З а м е ч а н и е. Утверждения леммы, теоремы 1 и следствия из
нее остаются справедливыми для функционалов p, удовлетворяющих
только условиям 2) и 3) предложения III. Действительно, в дока-
зательствах леммы н теоремы 1 условие p(x) � 0 не было исполь-
зовано; при доказательстве же следствия достаточно заметить, что
0 = p(x− x) � p(x) + p(−x) и потому −p(−x) � p(x) для всех x ∈ R.

Функционал Минковского p (в вещественном или комплексном
линейном пространстве R) называют полунормой, если p(αx) = |α|p(x)
для всех (соответственно вещественных или комплексных) чисел
α и всех x ∈ R. Полунорма p называется нормой, если p(x) > 0

2*
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при x �= 0; обычно для обозначения нормы вместо p(x) пишут ‖x‖
или |x|. Множество M в (вещественном или комплексном) простран-
стве R называют симметричным, если из x ∈ M и |α| = 1 следует
αx ∈M .

I. Если p — полунорма, то:
1) совокупность M всех векторов x из R, удовлетворяющих

условию p(x) = 0, есть подпространство в R;
2) при фиксированном c > 0 совокупность K всех векторов x

из R, удовлетворяющих неравенству p(x) � c, есть симметричное
поглощающее выпуклое множество в R. Обратно, если K — сим-
метричное поглощающее выпуклое множество, то его функционал
Минковского p есть полунорма.

Действительно, если x, y ∈ M, то p(x) = 0, p(y) = 0, и потому
p(αx) = |α|p(x) = 0, 0 � p(x + y) � p(x) + p(y) = 0; следовательно,
также αx и x+ y ∈ M, т. е. M — подпространство.

Далее, если x ∈ K, |α| = 1, то p(αx) = |α|p(x) = p(x) � c, и потому
αx ∈ K; следовательно, K симметрично. Остальные свойства K были
доказаны в п. 8.

Обратно, пусть K — симметричное поглощающее выпуклое мно-
жество и p — его функционал Минковского. Пусть |α| = 1. Тогда
α−1K = K, и потому

p(αx) = inf{β: β > 0, αx ∈ βK} = inf{β: β > 0, x ∈ β (α−1K)} =

= inf{β: β > 0, x ∈ βK} = p(x).

Отсюда при любом α = reiθ, где r � 0 и θ вещественно, имеем p(αx) =
= p(reiθx) = p(rx) = r p(x) = |α|p(x).

Те о р ем а 2 (Су х ом л и н о в 1) [1]). Пусть p — полунорма в ком-
плексном линейном пространстве R, а f — линейный функционал,
определенный в некотором подпространстве M ⊂ R и удовлетворя-
ющий условию

|f(x)| � p(x) для всех x ∈ M. (12)

Тогда f можно продолжить до линейного функционала F , опреде-
ленного во всем пространстве M ⊂ R и удовлетворяющего условию

|F (x)| � p(x) для всех x ∈ R. (13)

До к а з а т е л ь с т в о. Будем рассматривать R как вещественное
пространство и положим

f(x) = f1(x) + if2(x), (14)

1) Этот результат был также получен независимо Боненблустом и Собжи-
ком [1].



§ 1. Линейные пространства 37

где f1(x) и f2(x) вещественны. Очевидно, f1 и f2 — вещественно
линейные функционалы в M, рассматриваемом как вещественное про-
странство; так как

l[f1(x) + if2(x)] = if(x) = f(ix) = f1(ix) + if2(ix),

то
f1(ix) = −f2(x) для всех x ∈ M. (15)

Из (12) следует, что f1(x) � p(x) для всех x ∈ M, так что на
основании теоремы 1 f1 можно продолжить до вещественно линейного
функционала F1, определенного во всем R и удовлетворяющего усло-
вию

F1(x) � p(x) для всех x ∈ R. (16)

Положим
F (x) = F1(x) − iF1(ix); (17)

в силу (14) и (15) F (x) = f(x) на M.
Из (17) вытекает, что F (ix) = iF (x); следовательно, F — ком-

плексно линейный функционал в комплексном пространстве R. Для за-
вершения доказательства остается установить, что F удовлетворяет
условию (13). При F (x) = 0 это очевидно. Пусть F (x) �= 0; положим
0 = argF (x). Тогда в силу (16)

|F (x)| = F (e−iθx) = F1(e
−iθx) � p(e−iθx) = p(x),

и теорема доказана.

С л е д с т в и е 2. Если p — полунорма в комплексном линейном
пространстве R, то для любого вектора x0 ∈ R существует ли-
нейный функционал F , определенный во всем R и удовлетворяющий
условиям

F (x0) = p(x0), (18)

|F (x)| � p(x) для всех x ∈ R. (13)

До к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через M совокупность всех век-
торов αx0, где α пробегает все комплексные числа, и определим в M

линейный функционал f формулой

f(αx0) = α p(x0). (19)

Условие (12) для f будет выполнено, ибо |f(αx0)| = |α|p(x0) = p(αx0).
На основании теоремы 2 f(x) можно продолжить до линейного функ-
ционала F , удовлетворяющего условию (13). Из (19) следует, что
условие (18) также будет выполнено.

Доказанные предложения имеют простой геометрический смысл.
Выясним, например, геометрический смысл следствия 1. Пусть K —
выпуклое множество, определенное неравенством p(x) < c при фик-
сированном c > 0, x0 — граничная точка множества K, а P —
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гиперплоскость, определенная уравнением F (x) = c. Так как F (x0) =
= p(x0) = c, то эта гиперплоскость проходит через граничную точку x0.
С другой стороны, F (x) � p(x) < c для x ∈ K; следовательно, K на-
ходится по одну сторону от гиперплоскости F (x) = c. Гиперплоскость,
проходящую через точку выпуклого множества K, называют опорной
к K, если K находится по одну сторону от этой гиперплоскости.
Предыдущие рассуждения показывают, что если p — функционал
Минковского в вещественном линейном пространстве R, то через
любую граничную точку выпуклого множества K, определенного
неравенством вида p(x− a) < c (или p(x− a) � c), можно провести
опорную к K гиперплоскость.

Предположим теперь, что некоторый вектор x1 не принадлежит ни
множеству K, ни его границе. Не нарушая общности, можно считать,
что a = 0; тогда p(x1) > c. Положим t =

c

p(x1)
и x2 = tx1; тогда

p(x2) = c, следовательно, x2 принадлежит границе K. Пусть f(x) = c —
опорная гиперплоскость к K, проходящая через x2, так что f(x2) = c.

Тогда f(x1) = f
(
1

t
x2
)

=
1

t
f(x2) =

c

t
= p(x1) > c. Но это означает, что

K и x1 находятся по разные стороны от гиперплоскости f(x) = c. Мы
будем в этом случае говорить, что гиперплоскость f(x) = c отделяет
x1 от K. Таким образом, если p — функционал Минковского, а x1 —
вектор, не принадлежащий ни выпуклому множеству K, опреде-
ленному неравенством p(x− a) < c, ни его границе, то существует
опорная к K гиперплоскость, отделяющая x1 от K.

§ 2. Топологические пространства

1. Определение топологического пространства. Множество X
называют топологическим пространством, если в нем выделена неко-
торая система U подмножеств U , обладающая следующими свойства-
ми 1):

1) ∅ ∈ U, X ∈ U;
2) объединение любой совокупности множеств, принадлежа-

щих U, также принадлежит U;
3) пересечение любого конечного числа множеств, принадлежа-

щих U, также принадлежит U.
Множества U ∈ U называются тогда открытыми множествами

топологического пространства X, а элементы x ∈ X — точками этого
пространства. Говорят также, что система множеств U определяет
топологию T в множестве X.

В одном и том же множестве X можно задавать различные си-
стемы U; они определяют тогда в X различные топологии. Мы будем

1) ∅ здесь и в дальнейшем обозначает пустое множество.
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говорить, что топология T1, определенная системой U1, слабее топо-
логии T2, определенной системой U2, и писать T1 < T2 и T2 > T1,
если U1 ⊂ U2 и U1 �= U2; в этом случае мы будем говорить также,
что топология T2 сильнее топологии T1. Если же только известно, что
U1 ⊂ U2, то мы будем писать T1 � T2 и T2 � T1 и говорить, что T2
мажорирует T1. Систему B открытых множеств будем называть базой
топологического пространства X, если каждое не пустое открытое
множество в X есть объединение множеств U ∈ D.

При м е ры. 1. Пусть X = R1 есть совокупность всех вещественных
чисел. Условимся открытыми множествами в X считать всевозможные
объединения открытых интервалов и пустое множество ∅. Очевидно,
условия 1)–3) будут выполнены и R1 станет тогда топологическим
пространством. Сами открытые интервалы образуют базу этого про-
странства.

2. Пусть X = C1 есть совокупность всех комплексных чисел. Бу-
дем считать базой в C1 совокупность всех множеств |z − z0| < ε
при всевозможных z0 ∈ C1 и ε > 0. Тогда C1 станет топологическим
пространством.

2. Внутренность множества; окрестности. Пусть M — произ-
вольное подмножество в X. Внутренностью множества M называют
объединение всех открытых множеств, содержащихся в M . Внутрен-
ность множества M обозначают intM . Очевидно, intM есть макси-
мальное открытое множество, содержащееся в M .

Окрестностью U(x) точки x называют всякое открытое 1) мно-
жество U , содержащее x. Очевидно, пересечение двух окрестностей
точки x есть также окрестность этой точки. Систему окрестностей
W (x) точки x называют базой окрестностей этой точки, если каждая
окрестность U(x) содержит также некоторую окрестность W (x) из
рассматриваемой системы.

Из этого определения непосредственно видно, что база окрестно-
стей должна обладать следующими свойствами:

1) x ∈W (x);
2) всякое пересечение W1(x) ∩W2(x) окрестностей из базы содер-

жит окрестность, принадлежащую базе;
3) если y ∈ W (x), то в базе окрестностей точки y существует

окрестность W (y) ⊂W (x).
Обратно, если каждой точке x ∈ X поставлена в соответствие

система множеств W (x), удовлетворяющая условиям 1)–3), то мож-
но определить топологию в X, объявив открытыми множествами ∅
всевозможные объединения множеств W (x). При этом сами множе-
ства W (x) станут базой этого топологического пространства. Поэтому

1) В «Общей топологии» Н. Бурбаки окрестностью точки x0 называют вся-
кое множество M , для которого x0 ∈ int M . Переход к этому определению не
оказывает влияния на вводимые ниже топологические понятия.
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топологию в X можно также задавать, указывая базу окрестностей
каждой точки x ∈ X.

Так, в примере 1 п. 1 в качестве базы окрестностей числа x0 можно
взять всевозможные открытые интервалы (x0 − ε, x0 + ε), ε > 0.

Очевидно, две системы окрестностей {W ′}, {W ′′} тогда и только
тогда определяют одно и то же топологическое пространство, когда
каждая окрестность W ′ содержит некоторую окрестность W ′′, и обрат-
но, каждая окрестность W ′′ содержит некоторую окрестность W ′.

Далее, топология, определенная системой W ′, слабее топологии,
определенной системой W ′′, тогда и только тогда, когда эти тополо-
гии различны и каждая окрестность W ′ содержит некоторую окрест-
ность W ′′.

Пр и м е ры. 1. В n-мерном вещественном пространстве Rn зададим
топологию, объявив базой окрестностей каждой точки x0 = {ξ01, ξ02, . . .
. . . , ξ0n} систему множеств W (x), определенных неравенствами

|ξk − ξ0k| < ε, ε > 0, k = 1, 2, . . . , n.

Легко видеть, что условия 1)–3) будут при этом выполнены, так что
Rn станет топологическим пространством.

2. Аналогично определяется топология в комплексном простран-
стве Cn.

3. Замкнутые множества; замыкание множеств. Дополнения
открытых множеств называют замкнутыми множествами. Из свойств
открытых множеств (см. п. 1) вытекает, что:

1) пустое множество и все пространство замкнуто;
2) пересечение любой совокупности замкнутых множеств за-

мкнуто;
3) объединение любого конечного числа замкнутых множеств

замкнуто.
Пересечение всех замкнутых множеств, содержащих данное множе-

ство M ⊂ X, есть минимальное замкнутое множество, содержащее M .
Его называют замыканием множества M и обозначают M . Очевидно,
M = M тогда и только тогда, когда M замкнуто. Далее, очевидно:

1′) M ⊂M ;

2′) M = M (ибо M замкнуто);
3′) M1 ∪M2 ∪ . . . ∪Mn = M1 ∪M2 ∪ . . . ∪Mn для любого конечного

числа множеств M1, M2, . . ., Mn;
4′) ∅ = ∅.

Можно также определить топологическое пространство как множе-
ство, на котором задана операция замыкания, удовлетворяющая усло-
виям 1′)–4′). Это определение эквивалентно исходному. Действитель-
но, достаточно объявить открытыми множествами дополнения замкну-
тых множеств, т. е. множеств M , удовлетворяющих условию M = M .
Тогда условия 1)–3) п. 1 будут выполнены, и топология, заданная этими
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открытыми множествами, определит операцию замыкания, совпадаю-
щую с исходной. Мы предоставляем читателю проверку справедливо-
сти этих утверждений.

x ∈M тогда и только тогда, когда x /∈ int(X −M), т. е. когда каж-
дая окрестность U(x) содержит по крайней мере одну точку множества
M . Каждую точку x ∈M называют точкой прикосновения множества
M . С этим понятием тесно связано понятие предельной точки. Точку x
называют предельной точкой множества M , если каждая окрестность
U(x) содержит точку множества M , о т л и ч н ую о т x. Очевидно,
всякая точка прикосновения множества M , не принадлежащая M ,
является его предельной точкой.

Множество M называют совершенным, если оно совпадает с мно-
жеством всех своих предельных точек. Множество M − intM называ-
ют границей множества M .

Близким к понятию точки прикосновения является понятие предела
последовательности. Точку x называют пределом последовательности
x1, x2, x3, . . . и обозначают lim

n→∞
xn, если всякая окрестность U(x)

содержит все члены этой последовательности, начиная с некоторого;
последовательность, имеющую предел, называют сходящейся.

Очевидно, возможны только следующие случаи:
1). Все члены последовательности x1, x2, x3, . . ., начиная с неко-

торого, совпадают; тогда они совпадают с пределом x этой последова-
тельности.

2). Имеется бесконечное множество различных членов последова-
тельности; тогда предел последовательности есть предельная точка
множества ее членов.

Множество M в топологическом пространстве X называют плот-
ным в X, если M = X. Пространство называют сепарабельным, если
в X существует счетное множество, плотное в X.

Если в данном множестве X заданы две различные топологии T1
и T2, то T1 слабее T2 тогда и только тогда, когда замыкание всякого
множества в топологии T2 содержится в его замыкании в топологии T1;
это непосредственно вытекает из определения, данного в п. 1.

4. Подпространства. Всякое подмножество Y топологического
пространства X можно превратить в топологическое пространство, счи-
тая открытыми множествами в Y пересечения с Y открытых множеств
из X. Пространство Y с таким образом определенной в нем топологией
называют подпространством топологического пространства X и го-
ворят, что топология в Y индуцирована топологией пространства X.
Из этого определения непосредственно следует, что:

1) если {U} — база открытых множеств в X, то {U ∩ Y } — база
открытых множеств в Y ;

2) если {W} — база окрестностей в X, то {W ∩ Y } — база
окрестностей в Y ;
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3) всякое замкнутое множество в Y есть пересечение с Y неко-
торого замкнутого множества из X;

4) замыкание в Y всякого множества M ⊂ Y есть пересечение
с Y замыкания множества M в X.

5. Отображения топологических пространств. Пусть X и Y —
два произвольных множества. Будем говорить, что задано отобра-
жение f множества X в множество Y , если каждой точке x ∈ X
поставлена в соответствие точка y ∈ Y .

Точку Y называют образом точки x при отображении f и пишут

y = f(x).

Вообще, совокупность всех образов точек x ∈M , где M — произволь-
ное подмножество из X ′, называют образом множества M при отоб-
ражении f и обозначают f(M). Совокупность же всех точек x ∈ X,
для которых f(x) ∈ N , где N ⊂ Y , называют прообразом множества
N и обозначают f−1(N). Если образом f(X) множества X служит все
пространство Y , то отображение f называют отображением X на Y .

Отображение X в Y называют взаимно однозначным, если прообраз
каждой точки y ∈ f(X) состоит из одной точки. Отображение X на X,
при котором каждый образ совпадает со своим прообразом, называют
единичным или тождественным отображением.

Пусть f — отображение X в Y , а ϕ — отображение Y в Z; произ-
ведением ϕf отображения ϕ на отображение f называют отображение,
состоящее в последовательном применении сначала отображения f ,
а затем отображения ϕ.

Пусть f — отображение X в Y . Отображение ϕ множества f(X)
в X называют обратным к f и обозначают f−1, если ϕf — еди-
ничное отображение в X. В этом случае из равенств (ϕf)(x) = x,
(fϕf)(x) = f(x) следует, что ϕ есть отображение на X и что fϕ —
единичное отображение в f(X); следовательно, f , рассматриваемое как
отображение в f(X), обратно к ϕ = f−1.

I. Обратное отображение f−1 существует тогда и только то-
гда, когда отображение f взаимно однозначно.

Действительно, необходимость условия очевидна. Обратно, если
отображение f взаимно однозначно, то, отнеся каждой точке y ∈ Y ее
прообраз при отображении f , получим обратное отображение f−1.

До сих пор мы рассматривали отображения произвольных мно-
жеств. Предположим теперь, что f есть отображение т о п о л о г и-
ч е с к о г о п р о с т р а н с т в а X в т о п о л о г и ч е с к о е п р о с т р а н-
с т в о Y . По аналогии с обычным определением непрерывной функции
отображение f называют непрерывным в точке x0 ∈ X, если прооб-
раз каждой окрестности V (y0) точки y0 = f(x0) содержит некоторую
окрестность U(x0) точки x0. Отображение f пространства X в про-
странство Y называют непрерывным, если оно непрерывно в каждой
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точке x пространства X. Из этого определения непосредственно сле-
дует:

II. Отображение f пространства X в пространство Y непре-
рывно тогда и только тогда, когда прообраз всякого открытого
множества из Y есть открытое множество (или когда прообраз
всякого замкнутого множества из Y есть замкнутое множество).

Кроме того:
III. Если непрерывное отображение пространства X в простран-

ство Y отображает множество M ⊂ X в множество N ⊂ Y , то
оно отображает также M в N .

Действительно, прообраз множества N замкнут и содержит M ,
а значит, и M .

Отображение f пространства X на пространство Y называют го-
меоморфизмом, если:

1) f взаимно однозначно;
2) отображения f и f−1 непрерывны.
Отображение f пространства X в пространство Y называют «го-

меоморфизмом в», если f — гомеоморфизм X на f(X), рассматривае-
мое как топологическое подпространство пространства Y .

Два топологических пространства X и Y называют гомеоморфны-
ми, если существует гомеоморфизм X на Y .

Из предложения II непосредственно следует
IV. При гомеоморфизме открытые множества переходят в от-

крытые множества, замкнутые — в замкнутые и замыкание вся-
кого множества переходит в замыкание образа этого множества.

Таким образом, при гомеоморфизме сохраняются свойства множе-
ства быть замкнутым, открытым или замыканием некоторого множе-
ства.

Свойства, сохраняющиеся при гомеоморфизмах, называют тополо-
гическими, а отрасль математики, изучающую топологические свой-
ства, — топологией.

6. Бикомпактные множества. Систему {G} множеств называют
покрытием множества M , если объединение всех множеств G содер-
жит M .

Топологическое пространство X называют бикомпактным 1), если
всякое его покрытие {G} открытыми множествами G содержит конеч-
ное число множеств {G1, G2, . . . , Gn}, также образующих покрытие X.

Множество M ⊂ X называют бикомпактным, если оно, рассмат-
риваемое как подпространство в X, бикомпактно.

Переходя к дополнительным множествам, заключаем:

1) В зарубежной литературе (а в последнее время часто и в русской) биком-
пактные пространства и множества называются компактными (см., например,
Н. Бурбаки [3] гл. I, § 10, п. 2); см. также вторую сноску на с. 61.



44 Гл. I. Основные сведения из топологии и функционального анализа

I. Пространство X бикомпактно тогда и только тогда, когда
в нем всякая система {F} замкнутых множеств с пустым пересе-
чением содержит конечное число множеств F1, F2, . . ., Fn с пустым
пересечением.

Из I следует, что
II. Замкнутое подмножество бикомпактного пространства би-

компактно.
Можно дать еще следующее эквивалентное определение бикомпакт-

ного пространства. Систему {M} множеств называют центрирован-
ной, если любое конечное число множеств M этой системы имеет
непустое пересечение. В силу I пространство X бикомпактно тогда
и только тогда, когда в нем всякая центрированная система за-
мкнутых множеств имеет непустое пересечение.

Этому предложению можно придать еще следующую форму.
III. Пространство X бикомпактно тогда и только тогда, когда

в нем всякая центрированная система множеств X имеет по край-
ней мере одну общую точку прикосновения.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть X бикомпактно, а {M} — центриро-
ванная система множеств X. Тогда {M} есть центрированная система
замкнутых множеств в X, следовательно, {M} имеет непустое пересе-
чение; любая точка этого пересечения есть общая точка прикосновения
множеств M .

Обратно, пусть всякая центрированная система множеств в M име-
ет общую точку прикосновения. В частности, всякая центрированная
система замкнутых множеств должна иметь общую точку прикосно-
вения; но в силу замкнутости этих множеств она принадлежит их
пересечению; следовательно, X бикомпактно.

IV. Непрерывный образ бикомпактного пространства есть би-
компактное пространство.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть f — непрерывное отображение биком-
пактного пространства X на пространство Y и пусть {G′} — покрытие
пространства Y открытыми множествами G′. Тогда прообразы G мно-
жеств G′ открыты и образуют покрытие {G} пространства X. В си-
лу бикомпактности X{G} содержит конечное покрытие {G1, . . . , Gn}.
Но тогда {G′

1, G
′
2, . . . , G

′
n} есть содержащееся в {G′} конечное по-

крытие пространства Y . Итак, каждое покрытие {G′} пространства Y
открытыми множествами содержит конечное его покрытие, т. е. Y би-
компактно.

7. Хаусдорфовы пространства. Топологическое пространство X
называют хаусдорфовым или отделимым, если оно удовлетворяет
следующей а к с и ом е о тде л и м о с т и: каждые две различные точки
в X имеют непересекающиеся окрестности.

Так, пространства Rn и Cn в примерах п. 2 хаусдорфовы.
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I. Если F — бикомпактное множество в хаусдорфовом простран-
стве X и x /∈ F , то существуют непересекающиеся открытые
множества U и V , содержащие соответственно x и F .

До к а з а т е л ь с т в о. Для любой точки y ∈ F существуют непере-
секающиеся открытые множества Uy, Vy, содержащие соответственно x
и y. В силу бикомпактности F среди множеств Vy есть конечное число

Vy1 , . . ., Vyn
, образующее покрытие F . Тогда множества U =

n⋂
k=1

Uyk
,

V =
n⋃
k=1

Vyk
удовлетворяют поставленным требованиям.

II. Бикомпактное множество в хаусдорфовом пространстве за-
мкнуто.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть F бикомпактно и x /∈ F . В силу I также
x /∈ F ; следовательно, F ⊂ F , и потому F = F .

Рассмотрим в качестве примера бикомпактные множества в про-
странстве Rn (пример 1 п. 2). На основании известной леммы Бореля–
Лебега всякое замкнутое ограниченное множество в Rn есть биком-
пактное пространство. Легко убедиться в том, что верно и обратное
утверждение.

Действительно, в силу II бикомпактное множество M в Rn за-
мкнуто. Докажем, что оно ограничено. Для этого покроем каждую
точку M шаром радиуса 1; в силу бикомпактности из покрытия можно
выбрать конечное покрытие. Шар, включающий это покрытие, покры-
вает все M . Таким образом:

III. Подпространство в Rn бикомпактно тогда и только тогда,
когда оно есть замкнутое ограниченное множество в Rn.

IV. При непрерывном отображении бикомпактного простран-
ства в хаусдорфово пространство образы замкнутых множеств
замкнуты.

До к а з а т е л ь с т в о. Так как замкнутое подмножество M биком-
пактного пространства X бикомпактно (см. II п. 6), то непрерывный
образ множества M также бикомпактен (см. IV п. 6) и потому замкнут
в содержащем его хаусдорфовом пространстве (см. II).

V. Взаимно однозначное непрерывное отображение f бикомпакт-
ного пространства X на хаусдорфово пространство есть гомео-
морфизм.

До к а з а т е л ь с т в о. В силу I п. 5 обратное отображение f−1 суще-
ствует, и достаточно доказать его непрерывность, т. е. установить, что
прообраз всякого замкнутого множества из X при отображении f−1

есть замкнутое множество (см. II п. 5). Но это утверждение совпадает
с IV, ибо оно означает, что образ замкнутого множества при отображе-
нии f в хаусдорфово пространство есть замкнутое множество.

VI. Если множество X есть хаусдорфово пространство в топо-
логии T1 и бикомпактно в топологии T2 и если T1 � T2, то T1 = T2.
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Док а з а т е л ь с т в о. Пусть X1, X2 — множества X, снабженные
соответственно топологиями T1, T2. В силу условия T1 � T1 тожде-
ственное отображение f(x) = x бикомпактного пространства X2 на
хаусдорфово пространство X1 непрерывно и потому (см. V) есть го-
меоморфизм. Но это означает, что T1 = T2.

Применим предложение IV п. 6 к тому случаю, когда f есть непре-
рывное отображение пространства X в пространство R1 всех веще-
ственных чисел (пример 1 п. 1). В этом случае f называют непрерыв-
ной вещественной функцией на X. Если X бикомпактно, то в силу
IV п. 6 его образ в R1 есть бикомпактное пространство и потому
(см. III) — замкнутое ограниченное множество. Но замкнутое ограни-
ченное множество в R1 имеет наибольший и наименьший элементы.
Это означает, что функция f принимает на X наибольшее и наимень-
шее значения. Итак:

VII. Непрерывная вещественная функция на бикомпактном про-
странстве принимает в этом пространстве наибольшее и наимень-
шее значения.

VIII. Если f и ϕ — два непрерывных отображения простран-
ства X в хаусдорфово пространство Y , то множество M всех
точек x, в которых f(x) = ϕ(x), замкнуто.

До к а з а т е л ь с т в о. Докажем, что дополнение CM множества M ,
равное {x: f(x) �= ϕ(x)}, открыто. Пусть x0 ∈ CM ; тогда f(x0) �=
�= ϕ(x0). Следовательно, существуют непересекающиеся окрестности
U = U(f(x0)), V = V (ϕ(x0)). Им отвечает окрестность W (x0), образы
которой при отображениях f и ϕ содержатся соответственно в U и V .
Так как U и V не пересекаются, то W (x0) ⊂ CM , т. е. CM открыто
и M замкнуто.

IX. Если два непрерывных отображения f и ϕ пространства X
в хаусдорфово пространство Y совпадают на множестве N ⊂ X,
то они совпадают также на его замыкании N .

До к а з а т е л ь с т в о. ПустьM — то же, что и в VIII. Тогда N ⊂M ,
и потому N ⊂M ; следовательно, f(x) = ϕ(x) на N .

8. Нормальные пространства. Топологическое пространство X на-
зывают нормальным, если для любых двух непересекающихся замкну-
тых множеств F1, F2 ⊂ X существуют непересекающиеся открытые
множества U1, U2, содержащие соответственно F1 и F2. Это условие
эквивалентно следующему: для любого замкнутого множества F и от-
крытого множества U ⊃ F существует открытое множество V , такое,
что F ⊂ V и V ⊂ U . Действительно, достаточно рассмотреть замкнутое
множество X − U , не пересекающееся с F .

I. Бикомпактное хаусдорфово пространство X нормально.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть F1, F2 — замкнутые (и потому биком-
пактные) непересекающиеся множества в X. В силу I п. 7 для любой
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точки y ∈ F2 существуют непересекающиеся открытые множества Uy,
Vy, содержащие F1 и y соответственно. Среди множеств Vy есть конеч-
ное число Vy1 , Vy2 , . . ., Vyn

, образующее покрытие F2. Тогда

U =
n⋂
k=1

Uyk
, V =

n⋃
k=1

Vyk

— открытые непересекающиеся множества, содержащие F1 и F2 соот-
ветственно.

II. (Л ем м а Уры с о н а.) Для любых двух замкнутых непересе-
кающихся подмножеств F0, F1 нормального пространства X суще-
ствует непрерывная в X вещественная функция f , удовлетворяю-
щая условиям:

1) 0 � f(x) � 1;
2) f(x) = 0 на F0;
3) f(x) = 1 на F1.

До к а з а т е л ь с т в о. Утверждение тривиально, если одно из мно-
жеств F0, F1 пусто. Так, если F0 — пустое множество, то достаточно
положить f(x) = 1 для всех x ∈ X. Поэтому мы предположим, что F0

и F1 — непустые множества. Положим V1 = X − F1. В силу нормаль-
ности пространства X существует открытое множество — обозначим
его V0 — такое, что F0 ⊂ V0, V 0 ⊂ V1.

Аналогично, существует открытое множество — обозначим его

V1/2 — такое, что V 0 ⊂ V1/2 и V 1/2 ⊂ V1. Повторяя это рассуждение,

мы для каждого числа r вида
m

2
n , 0 � m � 2n, определим открытое

множество Vr так, что F0 ⊂ Vr, V r1 ⊂ Vr2 при r1 < r2.
Положим теперь для любого вещественного числа t из интервала

0 < t < 1
Vt =

⋃
r�t

Vr,

а также Vt = ∅ при t < 0 и Vt = X при t > 1. Тем самым открытые
множества Vt будут определены для всех вещественных значений t.
При этом

V t1 ⊂ Vt2 , если t1 < t2. (1)

Действительно, при 0 � t1 < t2 � 1 существуют рациональные числа
r1, r2 вида

m

2
n , удовлетворяющие условиям t1 < r1 < r2 < t2, и потому

V t1 ⊂ V r1 ⊂ Vr2 ⊂ Vt2 .
Если же t1 < 0 или t2 > 1, то соотношение (1) очевидно, ибо тогда

Vt1 = ∅, соответственно Vt2 = X.
Положим

f(x) = inf{t: x ∈ Vt} (2)

и докажем, что f(x) удовлетворяет всем поставленным требованиям.
При t > 1 множество Vt = X содержит любую точку x; поэтому
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{t: x ∈ Vt} ⊃ (1, ∞), откуда в силу (2) f(x) � 1. При t < 0 множество
Vt = ∅ не содержит никакой точки x. Поэтому множество {t: x ∈ Vt}
не содержит точек t < 0, так что в силу (2) f(x) � 0. Если x ∈ V0, то
0 ∈ {t: x ∈ Vt}; следовательно, f(x) � 0. В соединении с неравенством
f(x) � 0 это дает f(x) = 0 на V0; в частности, f(x) = 0 на F0 ⊂ V0.
Аналогично, из x /∈ V1, т. е. x ∈ F1, вытекает, что 1 /∈ {t: x ∈ Vt}; отсюда
в силу (1) f(x) � 1. С другой стороны, по доказанному выше, f(x) � 1.
Поэтому f(x) = 1 на F1. Остается доказать непрерывность функции
f(x). Пусть x0 ∈ X и ε > 0; положим y0 = f(x0). В силу (1) x0 ∈ Vt при
t > y0 и x0 /∈ V t при t < y0. В частности, x0 ∈ U(x0) = Vy0+ε − V y0−ε,
так что, будучи открытым множеством, U(x0) — окрестность точки x0.
Если x ∈ Vy0+ε − V y0−ε, то y0 + ε ∈ {t: x ∈ Vt} и y0 − ε /∈ {t: x ∈ Vt}.
Поэтому в силу (1) и (2) y0 − ε � f(x) � y0 + ε, т. е.

f(x0) − ε � f(x) � f(x0) + ε. (3)

Это означает, что f непрерывна.

9. Локально бикомпактные пространства. Топологическое про-
странство X называют локально бикомпактным, если каждая точка
x ∈ X имеет окрестность, замыкание которой бикомпактно.

I. Локально бикомпактное не бикомпактное пространство X
можно так дополнить еще одним элементом x∞ /∈ X, чтобы оно
стало бикомпактным.

Действительно, положим X∞ = X ∪ x∞ и будем считать открыты-
ми множествами в X∞ все открытые множества из X, а также все
множества вида U ∪ x∞, где U — открытое множество в X, дополнение
которого бикомпактно.

Легко проверить, что X∞ — бикомпактное пространство. При этом
если X хаусдорфово, то X∞ также хаусдорфово. Действительно, две
различные точки x1, x2, если обе они ∈ X, имеют непересекающиеся
окрестности по условию. Если же x1 = x∞, x2 ∈ X, то существу-
ет окрестность U точки x2, замыкание которой бикомпактно. Тогда

(X − U) ∪ x∞ и U — непересекающиеся окрестности точек x∞ и x2.
Комбинируя этот результат с леммой Урысона, получаем:
II. Если в локально бикомпактном хаусдорфовом пространстве

X заданы открытое множество U и бикомпактное множество
F ⊂ U , то существует вещественная функция f на X, удовлетво-
ряющая условиям

0 � f(x) � 1 для всех f(x) на F , f(x) = 0 вне U.

Действительно, достаточно применить лемму Урысона к замкнутым
множествам F и X∞ − U в бикомпактном пространстве X∞

1).

1) Если само X бикомпактно, то принимаем по определению X∞ = X.
В этом случае утверждение предложения II совпадает с леммой Урысона.
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Если f — произвольная числовая функция на локально бикомпакт-
ном не бикомпактном пространстве X, то равенство lim

x→∞
f(x) = A

будет означать, что при любом ε > 0 множество {x: |f(x) − A| � ε}
бикомпактно; легко видеть, что этим условием число A, если оно
вообще существует, определяется однозначно. В частности, равен-
ство lim

x→∞
f(x) = 0 будет означать, что при любом ε > 0 множество

{x: |f(x)| � ε} бикомпактно; в этом случае мы будем говорить, что f
обращается в нуль на бесконечности.

10. Теорема Стоуна. Пусть Q — произвольное множество. Введем
для вещественных функций f на Q обозначения

(f1 ∪ f2 ∪ . . . ∪ fn)(q) = max{f1(q), f2(q), . . . , fn(q)},
(f1 ∩ f2 ∩ . . . ∩ fn)(q) = min{f1(q), f2(q), . . . , fn(q)}.

Будем говорить, что некоторая совокупность A вещественных функций
на Q образует решетку, если она вместе с каждыми двумя функциями
f1, f2 содержит также f1 ∪ f2 и f1 ∩ f2; очевидно, в этом случае
она вместе с каждыми f1, . . ., fn содержит также f1 ∪ f2 ∪ . . . ∪ fn
и f1 ∩ f2 ∩ . . . ∩ fn. Совокупность A вещественных функций на Q
называется вещественным линейным кольцом функций, если она
вместе с каждой функцией содержит ее произведение на любое веще-
ственное число и вместе с каждыми двумя функциями содержит их
сумму и произведение. В дальнейшем мы будем рассматривать только
линейные кольца и термин «кольцо» будет всегда означать линейное
кольцо 1). Вещественное кольцо функций A называется равномерно
замкнутым, если предел каждой равномерно сходящейся на Q после-
довательности функций fn ∈ A принадлежит A. Если A не является
равномерно замкнутым, то, присоединив к нему все такие пределы, мы
получим новое множество функций, содержащее A и, как легко видеть,
являющееся равномерно замкнутым кольцом. Это кольцо называется
равномерным замыканием кольца A и обозначается A.

Примером равномерно замкнутого кольца функций является сово-
купность Cr(T ) всех непрерывных вещественных функций на данном
топологическом пространстве T , а также совокупность Crt0(T ) всех
непрерывных вещественных функций на T , равных нулю в точке t0.

I. Всякое равномерно замкнутое вещественное кольцо R ограни-
ченных функций, содержащее все константы, образует решетку.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно доказать, что если x ∈ R, то
также |x| ∈ R, ибо тогда из x, y ∈ R следует, что функции

x ∪ y =
1

2
(x+ y + |x− y|), x ∩ y =

1

2
(x+ y − |x− y|)

также принадлежат кольцу R.

1) По поводу этих терминов см. сноску на с. 182.
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Пусть x ∈ R и |x(t)| � c для всех t ∈ T . Тогда

|x(t)| =
√
c2 − [c2 − x2(t)] = c

√
1−

(
1− x2(t)

c2

)
=

= c

{
1−

∞∑
n=1

1 · 1 · 3 · . . . · (2n − 3)

2 · 4 · 6 · . . . · 2n

(
1− x2(t)

c2

)n}
,

где ряд сходится на T равномерно, ибо 0 � 1− x2(t)

c2
� 1. Следователь-

но, |x| = R.

З а м е ч а н и е. Утверждение предложения I верно и для кольца
функций, не содержащего отличных от нуля констант. Чтобы в этом
убедиться, достаточно рассмотреть совокупность R1 всех функций ви-
да y(t) = c+ x(t), x ∈ R; R1 — равномерно замкнутое кольцо функций,
содержащее все константы. Действительно, нам надо показать, что ес-
ли cn + xn(t), где xn ∈ R, сходится равномерно к y(t), то y(t) = c+ x(t),
где x ∈ R. Прежде всего отметим, что последовательность cn должна
быть ограниченной; в противном случае мы выделили бы подпоследова-
тельность (обозначим ее снова cn + xn(t)), для которой cn → ∞, и по-

тому 1 +
1

cn
xn(t) равномерно сходится к нулю, так что, вопреки пред-

положению, 1 ∈ R как равномерный предел функций − 1

cn
xn(t) = R.

Но если cn ограничена, то можно выделить подпоследовательность
(обозначим ее снова cn + xn(t)), для которой cn сходится. Пусть cn → c;
тогда xn(t) сходится равномерно к y(t) − c. Следовательно, в силу
полноты R, x(t) = y(t) − c ∈ R и y(t) = c + x(t). Если теперь x ∈ R,
то, по доказанному в I, |x| ∈ R1. Пусть |x(t)| = c + x1(t), x1 ∈ R.
Тогда x2(t) = c2 + 2cx1(t) + x21(t) и c2 = x2(t) − 2cx1(t) − x21(t) ∈ R;
следовательно, c2 = 0, c = 0 и |x| = x1 ∈ R.

II. Пусть A — совокупность непрерывных вещественных функ-
ций x = x(t) на бикомпактном пространстве T , удовлетворяющая
условиям:

1) A образует решетку;
2) для любых двух различных точек τ , σ ∈ T и любых веще-

ственных чисел a, b существует функция xτσ ∈ A такая, что
xτσ(τ ) = a, xτσ(σ) = b.

Тогда всякая непрерывная на T вещественная функция есть пре-
дел равномерно сходящейся последовательности функций xn ∈ A.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть x — произвольная непрерывная на T
вещественная функция, ε — произвольное положительное число,
а xτσ(t) — функция из A, удовлетворяющая условию 2) при a = x(τ ),
b = x(σ). Обозначим через Uτσ, Vτσ множества точек t, на ко-
торых xτσ(t) < x(t) + ε и xτσ(t) > x(t) − ε соответственно; Uτσ
и Vτσ — открытые множества, содержащие τ и σ соответственно.
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При фиксированном σ множества Uτσ образуют покрытие бикомпакт-
ного пространства T ; выделяя из этого покрытия конечное покрытие
{Uτ1σ, Uτ2σ, . . . , Uτnσ} и полагая yσ = xτ1σ ∩ xτ2σ ∩ . . . ∩ xτnσ, мы полу-
чим функцию yσ ∈ A, удовлетворяющую условиям

yσ(t) < x(t) + ε на всем T ,

yσ(t) > x(t) − ε при t ∈ Vσ =
n⋂
j=1

Vτjσ.

Выделяя теперь из покрытия {Vσ} пространства T конечное по-
крытие {Vσ1

, . . . , Vσm
} и полагая z = yσ1

∪ yσ2
∪ . . . ∪ yσm

, мы по-
лучим функцию z ∈ A, удовлетворяющую на всем T неравенствам
x(t) − ε < z(t) < x(t) + ε, чем доказательство и завершается.

Множество A функций на Q называется отделяющим точки, если
для любых двух различных точек q1, q2 ∈ Q существует функция x ∈ A

такая, что x(q1) �= x(q2).
Те о р е м а 1 (С т о у н [3]). Пусть R — вещественное кольцо

непрерывных функций на бикомпактном пространстве T , отде-
ляющее точки. Тогда равномерное замыкание R кольца R либо
совпадает с Cr(T ), либо совпадает с Crt0(T ) при некотором t0 ∈ T .

До к а з а т е л ь с т в о. а). Предположим сначала, что для всякого
t0 ∈ T в кольце R существует функция x такая, что x(t0) �= 0. Тогда
для t1, t2 ∈ T , t1 �= t2, в кольце R существует функция x такая, что

x(t1) �= 0, x(t1) �= x(t2). (1)

Действительно, существуют функции y ∈ R, z ∈ R, удовлетворяющие
условиям: y(t1) �= y(t2), z(t1) �= 0, и мы полагаем

x(t) =

⎧⎨⎩
y(t) при y(t1) �= 0,

z(t) при y(t1) = 0, z(t1) �= z(t2),

y(t) + z(t) при y(t1) = 0, z(t1) = z(t2).

(2)

При этом мы можем считать, что x(t2) = 0; в противном случае мы
заменим x(t) функцией

u(t) =
1

x(t2)
x(t) −

[
1

x(t2)
x(t)

]2
.

Но тогда, положив x1(t) =
1

x(t1)
x(t), мы получим функцию x1 ∈ R,

удовлетворяющую условиям x1(t1) = 1, x1(t2) = 0. Аналогично, суще-
ствует функция x2 ∈ R такая, что x2(t1) = 0, x2(t2) = 1. Следовательно,
полагая далее y = ax1 + bx2, заключаем, что для любых t1, t2 ∈ T ,
t1 �= t2, и любых вещественных a, b в R существует функция y такая,

что y(t1) = a, y(t2) = b. В силу замечания к I, кольцо R удовлетворяет
всем условиям предложения II и потому совпадает с Cr(T ).
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б). Если случай а) не имеет места, то все функции из R обра-
щаются в нуль в некоторой точке t0 ∈ T . Тогда для кольца R′ всех
функций вида y(t) = c + x(t), x ∈ R, имеет место случай а). Поэтому
для любой непрерывной вещественной функции z, в частности, для
функции, равной нулю в точке t0, и любого ε > 0 существует функция
y(t) = c + x(t), x ∈ R, такая, что |z(t) − [c+ x(t)]| < ε для всех t ∈ T .
Полагая здесь t = t0, получаем, что |c| < ε, и потому |z(t) − x(t)| < 2ε.
Но это означает, что R = Crt0(T ).

Те о р е м а 2 (Те о р ем а В е й е рш т р а с с а). Пусть T — замкну-
тое ограниченное множество в n-мерном вещественном простран-
стве Rn; тогда всякая непрерывная на T вещественная функция
f(x1, x2, . . . , xn) есть предел равномерно сходящейся на T последо-
вательности многочленов от переменных x1, . . ., xn с вещественны-
ми коэффициентами.

Для доказательства достаточно применить теорему Стоуна к кольцу
A всех многочленов от x1, . . ., xn с вещественными коэффициентами,
рассматриваемых как функции на T . При этом случай A ∈ Crt0(T ) здесь
невозможен, ибо A содержит все константы.

11. Слабая топология, определенная семейством функций.
Пусть Q — произвольное множество. Один из способов задания топо-
логии в Q состоит в следующем.

Пусть {fα} — семейство функций на Q со значениями каждой
в своем топологическом пространстве Xα. Будем считать базой в Q
совокупность всевозможных пересечений конечного числа множеств
f−1
α (Uα), где Uα — открытые множества в Xα. Топологию в Q, опреде-
ленную этой базой, называют слабой топологией в Q, определенной
семейством {fα}. Очевидно:

I. Слабая топология, определенная семейством {fα}, есть наи-
более слабая из топологий, в которых все функции fα непрерывны.

II. Пусть F — семейство непрерывных комплексных функций на
локально бикомпактном пространстве X, удовлетворяющее следу-
ющим условиям:

1) все функции из F обращаются в нуль на бесконечности;
2) F отделяет точки пространства X;
3) в X нет точки, в которой обращались бы в нуль все функции

из F .
Тогда слабая топология в X, определенная семейством F , сов-

падает с исходной топологией.

До к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, функции из F можно рассматри-
вать как непрерывные функции на X∞, равные нулю в точке x∞. Пусть
T1 — слабая топология в X∞, определенная семейством F , а T2 —
топология в X∞, определенная исходной топологией в X. В силу I
T1 � T2; в силу условий 2) и 3) семейство F отделяет точки на X∞,
и потому топология T1 хаусдорфова. На основании VI п. 7 заключаем,
что T1 = T2 в X∞, а значит, и в X.
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12. Топологическое произведение пространств. Пусть X1, X2, . . .
. . . , Xn — топологические пространства. Обозначим через X1 × X2 ×
× . . .×Xn совокупность всех систем x = {x1, x2, . . . , xn}, где xi ∈ Xi,
i = 1, 2, . . ., n; вообще, если M1, M2, . . ., Mn — произвольные множе-
ства в X1, X2, . . ., Xn соответственно, то M1 ×M2 × . . . ×Mn будет
обозначать совокупность всех систем x = {x1, x2, . . . , xn}, которые
получаются, когда x1, x2, . . ., xn независимо друг от друга пробегают
M1, M2, . . ., Mn.

Введем в X1 × X2 × . . . × Xn топологию, считая базой окрестно-
стей точки x0 = {x01, x02, . . . , x0n} совокупность всех множеств U1(x

0
1) ×

× U2(x
0
2) × . . .× Un(x0n), где Ui(x

0
i ) — произвольные окрестности точек

x0i , i = 1, 2 . . ., n. Очевидно, аксиомы базы окрестностей (см. п. 2)
будут выполнены, так что X1 ×X2 × . . . ×Xn станет топологическим
пространством; это пространство называют топологическим произве-
дением пространств X1, X2, . . ., Xn.

Определение топологического произведения можно распространить
на случай бесконечного числа пространств. Именно, пусть дано семей-
ство {Xα} топологических пространств Xα, где индекс α пробегает
произвольное фиксированное множество A (какой угодно мощности).
Обозначим через

∏
α∈A

Xα совокупность всех функций x = {xα}, опре-
деленных для всех α ∈ A и со значениями xα ∈ Xα. При этом ба-
зой окрестностей точки x0 = {x0α} будем считать систему множеств
U(x0) в

∏
α∈A

Xα, получающуюся следующим образом (A. Н. Тихонов):

выберем (произвольное) конечное число n элементов α1, α2, . . ., αn
и для каждой точки x0αi

фиксированную окрестность U(x0αi
), i = 1,

2, . . ., n, и обозначим через U(x0) совокупность всех точек x = {xα},
которые получаются, когда xαi

независимо друг от друга пробегают

U(x0αi
), i = 1, 2, . . ., n, а все остальные xn пробегают Xα. Заставляя

n принимать все натуральные значения, α1, α2, . . ., αn пробегать
всевозможные системы из n элементов множества A, а U(x0α1

), . . .,

U(x0αn
) — всевозможные окрестности точек x0α1

, . . ., x0αn
, мы получим

систему множеств {U(x0)}, которую и будем считать базой окрестно-
стей точки x0.

Снова легко проверить, что при таком определении базы окрест-
ностей

∏
α∈A

Xα станет топологическим пространством. Его и называют

топологическим произведением пространств Xα.
Если x = {xα}, то xα называют α-й координатой точки x и про-

екцией точки x на Xα. Соответствие x → xα есть отображение про-
странства X =

∏
α∈A

Xα на Xα; образ множества M ⊂ X при этом

отображении называют проекцией M на Xα.
Из данного выше определения базы окрестностей в топологическом

произведении X =
∏
α∈A

Xα видно, что топология в X есть слабая
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топология, определенная семейством функций fα(x) = xα. Поэтому
функции fα(x) = xα непрерывны и при отображении fα(x) = xα про-
образы открытых множеств открыты и замкнутых множеств замкнуты.

I. Если Y бикомпактно, то проекция на X всякого замкнутого
множества F ⊂ X × Y замкнута.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть M — проекция множества F на X
и x0 ∈M . Тогда всякая окрестность U(x0) имеет непустое пересечение
с M , следовательно, множества

NU = {y: x× y ∈ F , x ∈ U(x0)}
образуют центрированную систему в бикомпактном пространстве Y
и потому имеют общую точку прикосновения y0 (см. III п. 6). Но тогда
x0 × y0 ∈ F = F ; следовательно, x0 ∈M . Итак, если x0 ∈M , то x0 ∈M ;
это и означает, что M замкнуто.

II. (A . Н . Ти х о н о в [1].) Топологическое произведение любо-
го семейства бикомпактных топологических пространств биком-
пактно.

До к а з а т е л ь с т в о 1). Пусть X =
∏
Xα

Xα — топологическое про-

изведение бикомпактных пространств Xα. Согласно III п. 6 достаточно
показать, что всякая центрированная система множеств в X имеет
по крайней мере одну общую точку прикосновения. Пусть {Mλ} —
центрированная система множеств в X (при этом λ обозначает индекс,
пробегающий некоторое множество Λ). Не нарушая общности, можно
считать, что {Mλ} есть максимальная центрированная система мно-
жеств, т. е. что систему {Mλ} нельзя дополнить новыми множествами
так, чтобы она осталась центрированной. Действительно, если система
{Mλ} не максимальна, то, применяя лемму Цорна (см. добавление I),
можно расширить {Mλ} до максимальной центрированной системы 2);
очевидно, достаточно доказать существование общей точки прикосно-
вения этой максимальной системы, ибо эта точка будет также общей
точкой прикосновения исходной системы {Mλ}. Итак, пусть {Mλ} —
максимальная центрированная система в X. Обозначим через Mλ

α про-
екцию множества Mλ на Xα. Тогда при фиксированном α множества
Mλ образуют центрированную систему в Xα; ввиду бикомпактности
Xα множества Mλ

α имеют общую точку прикосновения (см. III п. 6);
обозначим ее x0α. Докажем, что x0 = {x0α} есть общая точка прикосно-
вения системы множеств {Mλ}, т. е. что всякая окрестность U(x0) из
базы окрестностей точки x0 пересекается с каждым из множеств Mλ.

1) Изложенное здесь доказательство принадлежит Шевалле и Фринку [1].
2) Совокупность всех центрированных систем в X является частично упо-

рядоченным по включению множеством, удовлетворяющим условию леммы
Цорна; верхней гранью линейно упорядоченного множества центрированных
систем является центрированная система, полученная путем объединения всех
центрированных систем этого множества.
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По определению топологии в X всякая такая окрестность U(x0)
задается конечной системой α1, α2, . . ., αn индексов α и окрестностей
U(x0αi

), i = 1, 2, . . ., n, условиями

xαi
∈ U(x0αi

), i = 1, 2, . . . , n. (1)

Пусть Ui(x0) обозначает окрестность точки x0, определенную одним
только из условий (1) при фиксированном i, т. е. совокупность всех
точек x = {xα} таких, что xαi

∈ U(x0αi
), а все остальные xα произволь-

ны. Тогда U(x0) есть пересечение окрестностей Ui(x0), i = 1, 2, . . . , n.
Так как x0αi

есть точка прикосновения каждого Mλ
αi
, то U(x0αi

) пересе-

кается с каждым Mλ
αi
; это означает, что Ui(x0) пересекается с каждым

Mλ. Но пересечение конечного числа множеств Mλ есть также множе-
ство системы {Mλ}: в противном случае присоединение такого пересе-
чения привело бы к центрированной системе, являющейся расширени-
ем системы {Mλ}, что противоречит максимальности {Mλ}. Поэтому
можно также сказать, что Ui(x0) пересекается с пересечением любого
конечного числа множеств Mλ. Однако отсюда следует, что окрестно-
сти Ui(x0), i = 1, 2, . . ., n, должны принадлежать системе {Mλ}, ибо
в противном случае присоединение окрестностей Ui(x

0) привело бы
к центрированной системе, являющейся расширением системы {Mλ},
что противоречит максимальности {Mλ}. Но тогда пересечение U(x0)
окрестностей Ui(x0), i = 1, 2, . . ., n, также принадлежит системе {Mλ}
и потому пересекается с каждым Mλ. Тем самым предложение II
доказано.

III. Топологическое произведение хаусдорфовых пространств ха-
усдорфово.

До к а з а т е л ь с т в о. Если x, y ∈ ∏
α∈A

Xα и x �= y, то xα �= yα при

некотором α. Так как Xα хаусдорфово, то существуют непересекающи-
еся окрестности Uα, Vα точек xα, yα. Их прообразы при отображении
x→ xα будут непересекающимися окрестностями точек x и y.

IV. Если G и F — открытое и замкнутое множества в то-
пологическом произведении X × Y топологических пространств
X, Y , а Q — бикомпактное множество в X, то множество⋃
x∈Q

{y: x × y ∈ F} замкнуто, а множество
⋂
x∈Q

{y: x × y ∈ G} от-

крыто.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Первое утверждение следует из того, что⋃
x∈Q

{y: x × y ∈ F} есть проекция на Y замкнутого множества

(Q× Y )
⋂
F (см. I); второе утверждение получается из первого

переходом к дополнительным множествам.

V. Пусть f(x, y) — непрерывная функция на топологическом
произведении X × Y топологических пространств X, Y со значени-
ями в топологическом пространстве Z и пусть Q — бикомпактное
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множество в X, а G — открытое множество в Z. Тогда множество
W = {y: f(x, y) ∈ G для всех x ∈ Q} открыто в Y .

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть G — прообраз G при отображении z =
= f(x, y); тогда G открыто в X × Y и

W =
⋂
x∈Q

{y: x× y ∈ G},

так что остается применить IV.

13. Метрические пространства. Множество X называют метри-
ческим пространством, если в нем каждой паре x, y поставлено в со-
ответствие неотрицательное 1) число ρ(x, y) (называемое расстоянием
от x до y), удовлетворяющее следующим условиям:

1) (а к с и о м а т ож д е с т в а) ρ(x, y) = 0 тогда и только тогда,
когда x = y;

2) (а к с и ом а с и мм е т р и и) ρ(x, y) = ρ(y, x);
3) (а к с и о м а т р е у г о л ь н и к а) ρ(x, y) + ρ(y, z) � ρ(x, z).

ρ(x, y) называется метрикой в X.

П р и м е ры. 1. Совокупность R1 всех вещественных чисел ста-
новится метрическим пространством, если расстояние определить по
формуле ρ(x, y) = |x− y|.

2. Совокупность всех точек трехмерного пространства есть, оче-
видно, метрическое пространство, если под ρ(x, y) понимать обычное
расстояние между точками x и y. Аксиома треугольника означает, что
длина стороны треугольника не превосходит суммы длин двух других
его сторон, причем в данном случае знак равенства возможен лишь
тогда, когда этот треугольник вырождается в отрезок прямой, т. е.
когда точки x, y, z лежат на одной прямой.

3. Совокупность C(a, b) всех непрерывных функций x в интервале
[a, b] есть метрическое пространство, если расстояние между x и y
определено по формуле

ρ(x, y) = max
a�t�b

|x(t) − y(t)|.

4. Пусть B — совокупность всех последовательностей x =
= (n1, n2, n3, . . .) натуральных чисел. Определим в B расстояние,

положив ρ(x, x) = 0 и ρ(x, y) =
1

k
, где k — первый из номеров, для

которых xk отличается от yk. Легко проверить, что аксиомы 1), 2), 3)
выполняются, причем аксиома 3) имеет место в следующей усиленной
форме:

ρ(x, z) � max{ρ(x, y), ρ(y, z)}.
Метрическое пространство B называют бэровскам нульмерным про-
странством.

1) В действительности неотрицательность ρ(x, y) следует из аксиом 1)–3).
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Совокупность всех точек x, удовлетворяющих одному из условий

ρ(x, x0) = r, ρ(x, x0) < r, ρ(x, x0) � r (r > 0),

называют соответственно сферой, открытым шаром и замкнутым
шаром с центром x0 и радиусом r. Открытый (замкнутый) шар с цен-
тром x0 и радиусом r будем обозначать B(x0, r) (соответственно
B(x0, r)).

Верхнюю (возможно бесконечную) грань расстояний между всевоз-
можными парами точек данного множества называют диаметром этого
множества.

В метрическом пространстве X можно ввести топологию, приняв
за базу окрестностей точки x0 ∈ X совокупность всех открытых шаров
с центром в x0. Легко проверить, что аксиомы 1)–3) базы окрестностей
и аксиома отделимости (см. пп. 2 и 7) будут выполнены, так что X
станет хаусдорфовым топологическим пространством. В этом случае
мы будем говорить, что топология в X определена метрикой ρ(x, y).

Топологическое пространство X называют метризуемым 1), если
в нем можно ввести метрику, которая определяет в X топологию,
совпадающую с исходной.

Отображение f метрического пространства X в метрическое про-
странство X ′ называют изометрическим, если оно сохраняет рас-
стояния, т. е. если расстояние ρ(x, y) между любыми двумя точками
x, y ∈ X равно расстоянию ρ(x′, y′) между их образами в X ′. Оче-
видно, изометрическое отображение X в X ′ есть гомеоморфизм.
Два метрических пространства X, X ′ называют изометричными, если
существует изометрическое отображение X на X ′. Очевидно, изомет-
ричные пространства гомеоморфны.

Последовательность {xn} элементов метрического пространства на-
зывают фундаментальной, если для каждого положительного числа ε
существует номер N(ε) такой, что

ρ(xm, xn) < ε при m, n > N(ε). (1)

Всякая сходящаяся последовательность фундаментальна. Действи-
тельно, если lim

n→∞xn

= x0, то все члены последовательности {xn}, начи-
ная с некоторого, скажем с xN , попадают в окрестность ρ(x, x0) <

ε

2
.

Таким образом, при m, n > N имеем ρ(xm, x0) <
ε

2
, ρ(xn, x0) <

ε

2
, и,

следовательно,

ρ(xm, xn) � ρ(x0, xm) + ρ(xn, x0) <
ε

2
+

ε

2
= ε.

Обратное предложение, вообще говоря, неверно. Если, например
X — множество всех рациональных чисел, рассматриваемое как

1) По поводу условий метризуемости пространства см. Хаусдорф [1], § 26
и Ю. Смирнов [1].
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подпространство в R1, то всякая последовательность чисел из X,
сходящаяся к иррациональному числу, фундаментальна, но не сходится
в X.

Метрическое пространство называют полным, если в нем всякая
фундаментальная последовательность сходится. Известный критерий
сходимости Коши означает, что R1 — полное пространство.

Неполное метрическое пространство X можно включить в пол-
ное метрическое пространство следующим приемом, обобщающим
канторовскую конструкцию совокупности всех вещественных чисел.

Обозначим через X̃ совокупность всех фундаментальных после-
довательностей x̃ = (x1, x2, x3, . . .), xn ∈ X; при этом условимся не
различать 1) фундаментальные последовательности

x̃ = (x1, x2, x3, . . .) и ỹ = (y1, y2, y3, . . .),

когда
lim
n→∞

ρ(xn, yn) = 0.

Определим в X̃ метрику, положив

ρ(x̃, ỹ) = lim
n→∞

(xn, yn),

где x̃ = (x1, x2, x3, . . .), ỹ = (y1, y2, y3, . . .). Этот предел существует.
Действительно,

ρ(xm, ym) � ρ(xm, xn) + ρ(xn, yn) + ρ(yn, ym);

следовательно,

ρ(xm, ym) − ρ(xn, yn) � ρ(xm, xn) + ρ(yn, ym).

Меняя ролями n и m, заключаем, что

|ρ(xm, ym) − ρ(xn, yn)| � ρ(xm, xn) + ρ(yn, ym),

так что числа ρ(xn, yn) образуют фундаментальную последователь-
ность в R1, сходящуюся в силу полноты R1.

Легко проверить, что для ρ(x̃, ỹ) выполнены аксиомы 1), 2), 3)

расстояния, так что X̃ становится метрическим пространством. Оно
содержит, в частности, все последовательности x̃ = (x, x, x, . . .), при-
чем соответствие x → (x, x, x, . . .) есть изометрическое отображение

X в X̃. Условимся поэтому не различать x и последовательность
(x, x, x, . . .). Тогда X можно рассматривать как подпространство в X̃.

1) Точнее, две фундаментальные последовательности x̃ = (x1, x2, . . .)
и ỹ = (y1, y2, . . .) мы будем называть эквивалентными, если lim

n→∞

ρ(xn, yn) = 0;

элементами пространства X̃ являются классы эквивалентных между собой
фундаментальных последовательностей (см. по этому поводу сноску на с. 21).



§ 2. Топологические пространства 59

В частности, можно говорить о расстоянии ρ(x̃, y) между точками

x̃ ∈ X̃ и y ∈ X: по определению расстояния в X̃

ρ(x̃, y) = lim
n→∞

(xn, y) при x̃ = (x1, x2, x3, . . .).

Поэтому если x̃ = (x1, x2, x3, . . .) — произвольная фундаментальная
последовательность, то, переходя в (1) к пределу при m → ∞, мы
получим

ρ(x̃, xn) � ε при n > N(ε), (2)

так что lim
n→∞

ρ(x̃, xn) = 0. Таким образом, каковы бы ни были x̃ ∈ X̃

и ε > 0, существует точка x ∈ X такая, что ρ(x̃, x) < ε.
Пространство X̃ полно. Действительно, пусть {x̃n} — фундамен-

тальная последовательность в X. По доказанному выше для каждого
x̃n существует точка xn ∈ X такая, что

ρ(x̃n, xn) <
1

n
, (3)

и потому x̃ = (x1, x2, x3, . . .) — фундаментальная последовательность.
Но тогда в силу (2) lim

n∈∞
ρ(x̃, xn) = 0. Комбинируя этот результат с (3),

заключаем, что lim
n→∞

ρ(x̃n, x̃) = 0, т. е. что lim
n→∞

x̃n = x̃.

Пространство X̃ называют пополнением пространства X.

I. X̃ есть минимальное из всех полных метрических про-
странств, содержащих X, т. е. если Y — полное пространство,
содержащее X, то существует изометрическое отображение X̃
в Y , оставляющее на месте все точки x ∈ X.

Действительно, это отображение мы получим, поставив в соответ-
ствие каждой фундаментальной последовательности x̃ = (x1, x2, x3, . . .)
ее предел в Y .

II. В полном метрическом пространстве невозрастающая после-
довательность F1 ⊃ F2 ⊃ F3 ⊃ . . . ограниченных непустых замкну-
тых множеств F1, F2, F3, . . ., диаметры d(Fn) которых стремятся
к нулю, имеет непустое пересечение, состоящее из одной точки.

До к а з а т е л ь с т в о. В каждом Fn выберем по элементу xn; тогда
при m > n имеем: xm, xn ∈ Fn, следовательно, ρ(xm, xn) � d(Fn).
Поэтому {xn} — фундаментальная последовательность; ее предел (су-
ществующий в силу полноты пространства) есть также предел каждой
последовательности {xn, xn+1, xn+2, . . .} и потому принадлежит каж-
дому Fn. Более одной точки, принадлежащей всем Fn, быть не может,
ибо d(Fn) → 0 при n→ ∞.

Множество M в метрическом пространстве X называют нигде
не плотным, если каждый открытый шар в X содержит открытый
шар, не пересекающийся с M . Множество M называют множеством
первой категории, если оно есть объединение счетного числа нигде
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не плотных множеств. Всякое множество M , не являющееся множе-
ством первой категории, называют множеством второй категории.

III. Полное метрическое пространство есть множество второй
категории.

До к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное; пусть полное мет-

рическое пространство X =
∞⋃
n=1

Mn, где Mn нигде не плотно в X.

Рассмотрим произвольный открытый шар S0 радиуса 1. Так как M1

нигде не плотно, то в S0 есть шар S1 радиуса r1 <
1

2
, замыкание

S1 которого не пересекается с M1. Так как M2 нигде не плотно,

то в S1 есть шар S2 радиуса r2 <
1

2
2
, замыкание S2 которого не

пересекается с M2. Повторяя это рассуждение, получим убывающую
последовательность замкнутых шаров S1 ⊃ S2 ⊃ S3 ⊃ . . ., к которой
применимо предложение II. Пусть x0 — точка, принадлежащая всем
шарам Sn, n = 1, 2, 3, . . .. По построению, x0 не принадлежит ни

одному из Mn, что, однако, противоречит равенству X =
∞⋃
n=1

Mn.

IV. Сепарабельное метрическое пространство X обладает счет-
ной базой окрестностей.

До к а з а т е л ь с т в о. Если {x1, x2, x3, . . .} — счетное плотное в X
множество, то открытые шары

ρ(x, xk) <
1

n
, k, n = 1, 2, 3, . . . ,

образуют счетную базу в X. Действительно, пусть U(x0, ε) — про-
извольная окрестность, определенная условием ρ(x0, x) < ε, и x′ ∈
∈ U(x0, ε); тогда ρ(x0, x

′) < ε − δ при некотором δ > 0. Выберем n0

так, чтобы
1

n0

<
δ

2
, а затем xk0 , для которого ρ(x′, xk0) <

1

n0

. Тогда

открытый шар, определенный неравенством ρ(x, xk0) <
1

n0

, целиком

содержится в U(x0, ε) и содержит x′.Следовательно, каждая окрест-
ность U(x0, ε), а значит, и каждое открытое множество в X, есть

объединение шаров ρ(x, xk) <
1

n
.

Очевидно, верно и обратное утверждение:
V. Метрическое пространство X со счетной базой окрестностей

сепарабельно.
Действительно, если Uk — счетная база окрестностей в X, то,

выбрав xk в каждом Uk, мы получим счетное множество {xk}. Оно
плотно в X, ибо для каждого x0 ∈ X и ε > 0 существует Uk ⊂ U(x0, ε).
Тогда xk ∈ U(x0, ε), т. е. ρ(x0, xk) < ε.

Отсюда и из предложения IV следует:
VI. Всякое подмножество X1 сепарабельного метрического про-

странства X сепарабельно.
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Действительно, если Uk — счетная база окрестностей в X, то
Uk ∩ X1 — счетная база окрестностей в X1, и остается применить
предложение V.

14. Компактные множества в метрических пространствах.Мно-
жество Q в метрическом пространстве X называют предкомпакт-
ным 1), если каждая последовательность элементов из Q содержит фун-
даментальную подпоследовательность. Множество Q в метрическом
пространстве называют компактным 2), если каждая последователь-
ность элементов из Q содержит подпоследовательность, сходящуюся
к некоторому элементу из Q. Очевидно, каждое компактное множество
предкомпактно, а замкнутое предкомпактное множество в полном мет-
рическом пространстве компактно.

Множество E точек метрического пространства X называют ε-
сетью для множества M ⊂ X, если для любого элемента x ∈ M най-
дется элемент y множества E, отстоящий от x на расстоянии меньшем,
чем ε.

I. (Х а ус до рф [1].) Подмножество M метрического простран-
ства X предкомпактно тогда и только тогда, когда X содержит
конечную ε-сеть для множества M при каждом ε > 0.

До к а з а т е л ь с т в о. а). Н е о б х од и м о с т ь. Пусть M предком-
пактно и пусть x1 ∈ M . Если ρ(x, x1) < ε для всех x ∈ M , то ко-
нечной ε-сетью будет уже множество, состоящее из одной точки x1.
Если же это не имеет места, то существует точка x2 ∈ M такая, что
ρ(x1, x2) � ε. Если тогда для любой точки x ∈ M либо ρ(x, x1) < ε,
либо ρ(x, x2) < ε, то множество {x1, x2} будет конечной ε-сетью.
В противном случае существует точка x3 такая, что ρ(x1, x3) � ε,
ρ(x2, x3) � ε. Повторяя эти рассуждения, мы будем строить точки xi
такие, что ρ(xi, xj) � ε при i �= j. Априори возможны два случая: либо
этот процесс оборвется на некотором конечном, скажем n-м, шаге,
и тогда {x1, x2, . . . , xn} будет конечной ε-сетью, либо этот процесс
будет бесконечным, но тогда мы получим бесконечную последователь-
ность

x1, x2, x3, . . . (1)

элементов множества M такую, что

ρ(xi, xj) � ε при i �= j, i, j = 1, 2, 3, . . . . (2)

1) Другое определение предкомпактного множества, и притом в произволь-
ном топологическом пространстве, совпадающее с данным в тексте в случае
метрического пространства, см. в книге Н. Бурбаки [3], гл. II, § 4, п. 4 (см.
также следующую сноску и сноску на с. 39).

2) Можно показать, что множество Q в метрическом пространстве компакт-
но тогда и только тогда, когда оно бикомпактно; мы предоставляем читателю
доказательство этого факта как полезное упражнение.
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А это невозможно, ибо в силу (2) никакая подпоследовательность
последовательности (1) не будет фундаментальной в противоречие
с предкомпактностью множества M .

б). До с т а т о ч н о с т ь. Пусть для любого ε > 0 в X существует
конечная ε-сеть для множества M . Выберем последовательность εn,
εn → 0 при n→ ∞, и для каждого εn построим конечную ε-сеть

{x(n)
1 , x

(n)
2 , . . . , x

(n)
kn

}
для множества M . Пусть теперь T = {xn} — последовательность эле-
ментов из M ; докажем, что из нее можно выделить фундаментальную
подпоследовательность. Тем самым предкомпактность множества M
будет доказана. Около каждой из точек ε1-сети x

(1)
1 , x

(1)
2 , . . ., x

(1)
k1

опишем шар радиуса ε1.
Каждая из точек последовательности T попадет в один из этих

шаров; следовательно, хотя бы один из этих шаров содержит (бес-
конечную) подпоследовательность последовательности T . Обозначим
через T1 эту подпоследовательность. Около каждой из точек ε2-сети

x
(2)
1 , x

(2)
2 , . . . , x

(2)
k1

опишем шар радиуса ε2; тогда хотя бы один из этих
шаров содержит подпоследовательность T2 последовательности T1. По-
вторяя это рассуждение, мы получим последовательность вложенных
друг в друга последовательностей T ⊃ T1 ⊃ T2 ⊃ . . ., где каждая Tn
содержится в шаре радиуса εn. Возьмем теперь элемент xn1

∈ T1,
элемент xn2

∈ T2 с номером n2 > n1, элемент xn3
∈ T3 с номером

n3 > n2 и т. д. Мы получим подпоследовательность xn1
, xn2

, xn3
, . . .

последовательности T . Она фундаментальна. Действительно, xnp
∈ Tp,

xnp+q
∈ Tp+q ⊂ Tp, и потому обе точки xnp

, xnp+q
находятся в шаре

радиуса εp, откуда
ρ(xnp+q

, xnp
) � 2εp.

II. Подмножество M метрического пространства X предком-
пактно тогда и только тогда, когда для любого ε > 0 в X суще-
ствует предкомпактная ε-сеть для множества M .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость очевидна, ибо, согласно I,
существует даже конечная ε-сеть для множества M . Докажем до-
статочность. Пусть E — предкомпактная

ε

2
-сеть для M ; согласно I

существует конечная
ε

2
-сеть F для множества E. Тогда F — конечная

ε-сеть для M . Действительно, если x ∈ M , то существует элемент
y ∈ E такой, что ρ(x, y) <

ε

2
, и элемент z ∈ F такой, что ρ(y, z) <

ε

2
;

следовательно, ρ(x, z) < ε. На основании I заключаем отсюда, что M
предкомпактно.

15. Топологическое произведение метрических пространств.
Пусть Xα — метрические пространства, X =

∏
α
Xα — их топологиче-

ское произведение (см. п. 12), ρα — метрика в Xα.
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I. Топологическое произведение конечного или счетного числа
метрических пространств Xj метризуемо.

До к а з а т е л ь с т в о. В случае конечного числа пространств X1, . . .

. . . , Xn очевидно, что топология в X =
n∏
j=1

Xj определяется метрикой

ρ(x, y) = ρ1(x1y1) + . . . + ρn(xn, yn) при x = {x1, . . . , xn}, y = {y1, . . .
. . . , yn}. В случае счетного числа пространств X1, X2, . . . положим

ρ(x, y) =
∞∑
n=1

1

2
n

ρn(xn, yn)

1 + ρn(xn, yn)
(1)

при x = {xn}, y = {yn}, xn, yn ∈ Xn. Нетрудно проверить непосред-
ственно, что ρ(x, y) удовлетворяет всем аксиомам расстояния. До-

кажем, что топология в X =
∞∏
n=1

Xn определяется метрикой ρ(x, y).

По определению топологии в X базу окрестностей в X образуют все-
возможные множества U(x01, . . . , x

0
n; ε1, . . . , εn), определенные нера-

венствами
ρj(xj , x

0
j) < εj , j = 1, . . . , n, (2)

при произвольных фиксированных n, εj > 0 и x0j ∈ Xj , j = 1, . . . , n.
Каждая такая окрестность содержит шар S(x0, ε), определенный нера-
венством

ρ(x, x0) < ε, (3)

где ε = min
1�k�n

1

2
k

εk

1 + εk
и x0 = {x0j}, причем x0j произвольны для j > n.

Действительно, если ρ(x, x0) < ε, то в силу (1)

1

2
k

ρk(xk, x0
k)

1 + ρk(xk, x0
k)
< ε �

1

2
k

εk

1 + εk
при k = 1, . . . , n,

откуда
ρk(xk, x

0
k) � εk при k = 1, . . . , n.

Обратно, каждый шар S(x, ε) содержит некоторую окрестность
U(x01, . . . , x

0
n; ε1, . . . , εn). Действительно, выберем n так, чтобы

∞∑
k=n+1

1

2
k
<

ε

2
, и положим ε1 = . . . = εn =

ε

2
; тогда из неравенств

ρk(xk, x
0
k) <

ε

2
, k = 1, . . . , n,

будет следовать, что

ρ(x, y) =
n∑
k=1

1

2
k

ρk(xk, x0
k)

1 + ρk(xk, x0
k)

+
∞∑

k=n+1

1

2
k

ρk(xk, x0
k)

1 + ρk(xk, x0
k)
<

<
n∑
k=1

1

2
k
· ε

2
+

∞∑
k=n+1

1

2
k
<

ε

2
+

ε

2
= ε.
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А это означает, что U
(
x01, . . . , x

0
n;

ε

2
, . . . ,

ε

2

)
⊂ S(x0, ε).

II. Если метрические пространства X1, X2, . . . полны, то
∞∏
j=1

Xj

полно 1).

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть x(n) = {x(n)
k } — фундаментальная по-

следовательность в X =
∞∏
j=1

Xj . Из (1) легко следует, что при каждом

фиксированном k x
(n)
k — фундаментальная последовательность в Xk.

В силу полноты пространства Xk существует lim
n→∞

x
(n)
k = x0k ∈ Xk.

Положим x0 = {x0k}. Тогда ρ(x(n), x0) → 0 при n→ ∞. Действительно,

при заданном ε > 0 выберем сначала N1 так, чтобы
∞∑

k=N1+1

1

2
k
<

ε

2
,

а затем N так, чтобы ρ(x
(n)
k , x0k) <

ε

2
при k = 1, . . ., N1 и n > N . Тогда

ρ(x(n), x0) �
N1∑
k=1

1

2
k

ρk(x
(n)
k , x0

k)

1 + ρk(xk, x0
k)

+
∞∑

k=N1+1

1

2
k
<

ε

2

N1∑
k=1

1

2
k

+
ε

2
< ε

при n > N .

III. Топологическое произведение конечного или счетного числа
сепарабельных метрических пространств сепарабельно.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть Sk — счетное плотное множество в Xk.
В случае конечного числа пространств X1, . . ., Xn совокупность всех
x = {x1, . . . , xn}, x1 ∈ S1, . . ., xn ∈ Sn, образует в X1 × . . .×Xn счетное
плотное множество. В случае счетного числа пространств X1, X2, . . .
совокупность всех x = {x1, . . . , xn, 0, 0, . . . , }, xk ∈ Sk, k = 1, . . ., n,

n = 1, 2, 3, . . ., образует счетное множество, плотное в
∞∏
k=1

Xk.

Условимся через XN , где X — метрическое пространство с метри-

кой ρ′(x, y), обозначать произведение
∞∏
n=1

Xn, в котором все Xn = X

и метрика задана формулой

ρ(x, y) =
∞∑
n=1

1

2
n

ρn(xn, yn)

1 + ρn(xn, yn)

при x = {xn}, y = {yn}, xn, yn ∈ Xn, где ρn — метрика в Xn, совпада-
ющая с ρ′.

IV. Топологическое произведение конечного или счетного числа
компактных метрических пространств компактно.

1) Утверждение предложения II верно и для топологического произведения
конечного числа метрических пространств; в этом случае оно тривиально.
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До к а з а т е л ь с т в о 1). Пусть Xj компактно и пусть x(n) = =

= {x(n)
1 , x

(n)
2 , . . .} — последовательность из X =

∏
j
Xj . Тогда {x(n)

1 } —

последовательность в компактном пространстве X1, и потому суще-

ствует такая подпоследовательность x(n1), что x
(n1)
1 сходится в X1.

Далее, x
(n1)
2 — последовательность в компактном пространстве X2;

поэтому существует такая подпоследовательность x(n2) последователь-

ности X(n1), что x
(n2)
2 сходится в X2; при этом x

(n2)
1 также сходится

в X1.
Если число пространств Xj конечно (и равно p), то после p шагов

мы получим последовательность x(np), сходящуюся в X =
p∏
j=1

Xj . Если

же число пространств Xj счетно, то при каждом натуральном p мы по-
лучим последовательность x(np), обладающую следующими свойства-
ми: 1) {x(np)} ⊃ {x(np+1)} и 2) x(np) сходится в Xj при j = 1, 2, . . . , p.

Тогда «диагональная» последовательность {x(n1)
1 , x

(n2)
2 , x

(n3)
3 , . . .} будет

сходиться в X =
∞∏
j=1

Xj .

§ 3. Топологические линейные пространства

1. Определение топологического линейного пространства.Мно-
жество X называют топологическим линейным пространством,
если:

1) X — линейное пространство;
2) X — хаусдорфово топологическое пространство;
3) сумма x+ y векторов x, y непрерывна по совокупности перемен-

ных x, y;
4) произведение αx вектора x на число α непрерывно по совокупно-

сти переменных α, x.
При этом X может быть как вещественным, так и комплексным

линейным пространством 2). Чтобы не рассматривать эти случаи от-
дельно, условимся обозначать через C совокупность всех вещественных
чисел или совокупность всех комплексных чисел (в зависимости от
того, рассматривается ли вещественное или комплексное простран-
ство) с естественной в них топологией (см. примеры 1 и 2 п. 1 § 2).
Условие 4) означает, что отображение {α, x} → αx топологического
произведения C ×X в X непрерывно; аналогично условие 3) означает,

1) Утверждение следует из теоремы Тихонова (II п. 12); здесь дается неза-
висимое доказательство.

2) Мы будем главным образом рассматривать комплексные пространства; от-
сутствие оговорки всегда будет означать, что рассматриваемое топологическое
линейное пространство комплексно.

3 Наймарк М.А.
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что отображение {x, y} → x+ y топологического произведения X ×X
в X непрерывно.

Если X — топологическое линейное пространство, то в силу усло-
вия 3) при любом x0 ∈ X отображение x→ x+ x0 непрерывно.

Это отображение называют сдвигом в X. Так как обратное отоб-
ражение x → x− x0 существует и также непрерывно, то всякий сдвиг
x → x + x0 есть гомеоморфизм. Поэтому, если {U(0)} — база окрест-
ностей точки 0, то {U(0) + x0} — база окрестностей точки x0. В част-
ности, если {U(0)} — совокупность всех окрестностей точки 0, то
{U(0) + x0} — совокупность всех окрестностей точки x0.

I. Замыкание K выпуклого подмножества K топологического
линейного пространства X выпукло.

Действительно, для каждого λ из отрезка 0 � λ � 1 функция
f(x, y) = (1 − λ)x + λy непрерывна на X × X и отображает K × K
в K, а следовательно, и K ×K в K (см. III п. 5 § 2 и п. 12 § 2). Но это
означает, что (1− λ)x+ λy ∈ K для всех x, y ∈ K.

Отображение f топологического линейного пространства X в то-
пологическое линейное пространство Y называется изоморфизмом X
в Y , если:

1) f есть изоморфное отображение линейного пространства X в ли-
нейное пространство Y ;

2) f есть гомеоморфное отображение топологического простран-
ства X в топологическое пространство Y .

Если, кроме того, f(X) = Y , то f называется изоморфизмом X
на Y .

Два топологических линейных пространства X и Y называют изо-
морфными, если существует изоморфизм X на Y .

Топологическое линейное пространство X называют локально вы-
пуклым, если в нем существует база окрестностей нуля, являющихся
симметричными выпуклыми множествами в X (см. пп. 8 и 9 § 1).
В дальнейшем мы будем рассматривать только локально выпуклые
топологические линейные пространства, которые мы кратко будем на-
зывать локально выпуклыми пространствами. Отметим, однако, что
некоторые результаты, в частности все результаты п. 2, остаются спра-
ведливыми для общих топологических линейных пространств.

Прим е ры. 1. Топологическое пространство Cn примера 2 п. 2 § 2
можно также рассматривать как линейное пространство (см. пример 1
п. 1 § 1); легко видеть, что тогда Cn — комплексное топологическое
линейное пространство. Оно локально выпукло, ибо в нем базисная
окрестность U(a, ε) есть совокупность всех точек x, удовлетворяющих

условию p(x− a) < ε, где p(x) = (|x1|2 + |x2|2 + . . . + |xn|2)
1
2 есть норма

в Cn; поэтому U(a, ε) — выпуклое множество в Cn (см. п. 8 § 1).
Аналогично пространство R1 примера 1 п. 1 § 2 можно рассматривать
как вещественное линейное пространство (определив сложение как
сложение чисел, а умножение на вещественное число как обычное
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умножение); тогда R1 — локально выпуклое вещественное топологиче-
ское линейное пространство.

2. Пусть X — произвольное локально бикомпактное (в частно-
сти, бикомпактное) пространство. Обозначим через C(X) совокупность
всех непрерывных комплексных функций на X. Определим в C(X)
сложение как сложение функций и умножение на комплексное число
как умножение функции на число. Тогда C(X) станет линейным про-
странством. Далее определим в C(X) топологию следующим образом.
Пусть K — произвольное бикомпактное подмножество в X и ε —
произвольное положительное число; окрестностью U(f0, K, ε) функции
f0 ∈ C(X) назовем совокупность всех функций f из C(X), удовлетво-
ряющих неравенству

|f(x) − f0(x)| < ε для всех x ∈ K.

Заставляя K пробегать все бикомпактные подмножества в X, а ε —
все положительные числа, мы получим систему окрестностей, которую
и будем считать базой окрестностей функции f0. Легко проверить, что
условия 3)–4) определения топологического линейного пространства
будут выполнены и что U(f0, K, ε) — выпуклое множество в C(X);
следовательно, C(X) есть локально выпуклое комплексное топологи-
ческое линейное пространство.

2. Замкнутые подпространства в топологических линейных
пространствах. Множество M элементов топологического линейного
пространства X называют замкнутым подпространством простран-
ства X, если:

1) M — линейное подпространство линейного пространства X;
2) M — замкнутое подмножество топологического пространства X.
Очевидно:
I. Пересечение любого множества замкнутых подпространств

в X есть также замкнутое подпространство в X (см. п. 3 § 1
и п. 3 § 2).

В частности, пересечение всех замкнутых подпространств в X,
содержащих данное множество M ⊂ X, есть минимальное замкну-
тое подпространство в X, содержащее M ; его называют замкнутой
линейной оболочкой множества M ; мы будем обозначать его [M ].
Если вообще дана совокупность множеств M1, M2, . . . в произвольном,
конечном, счетном или несчетном числе, то [M1,M2,M3, . . .] будет
обозначать замкнутую линейную оболочку их объединения. Отметим,
что

II. Если M (вообще говоря, незамкнутое) — линейное подпро-
странство в X, то его замыкание M есть также линейное под-
пространство и, следовательно, замкнутое линейное подпростран-
ство в X.

Д о к а з а т е л ь с т в о. При фиксированном y ∈ M непрерывное
отображение f(x) = x + y переводит M в M, и потому M в M

3*



68 Гл. I. Основные сведения из топологии и функционального анализа

(см. III, п. 5, § 2); это означает, что x + y ∈ M при x ∈ M, y ∈ M.
Но тогда при фиксированном x ∈ M непрерывное отображение f(y) =
= x+ y переводит M в M, а потому и M в M; другими словами, если
x, y ∈ M, то x + y ∈ M. Аналогично доказывается, что если x0 ∈ M,
то и αx0 ∈ M.

Из II следует, что замкнутая линейная оболочка множества M
есть замыкание совокупности всех конечных линейных комбинаций
элементов из M .

Топологическое линейное пространство X1 мы будем называть под-
пространством топологического линейного пространства X, если:

1) X1 — линейное подпространство пространства X;
2) X1 — топологическое подпространство топологического простран-

ства X.

3. Выпуклые множества в локально выпуклых пространствах.
Пусть теперь X — локально выпуклое пространство. Рассмотрим в X
выпуклое множество K, содержащее в качестве внутренней точки 0.
Тогда K содержит выпуклую симметричную окрестность нуля U(0).
При любом фиксированном x ∈ X произведение αx есть непрерывная
функция от α, равная нулю при α = 0; следовательно, существует
положительное число δ такое, что αx ∈ U(0) при |α| < δ, и потому
также

αx ∈ K при |α| < δ.

Это означает, что

x ∈ 1

α
K при |α| < δ. (1)

Таким образом (см. п. 8 § 1):
I. Каждое выпуклое множество K в пространстве X, содержа-

щее 0 в качестве внутренней точки, является поглощающим.
Согласно предложению III п. 8 § 1 такому множеству K отвечает

функционал Минковского p такой, что если x ∈ K, то p(x) � 1, и если
p(x) < 1, то x ∈ K. Отсюда и из V п. 8 § 1 заключаем, что граница
множества K состоит из тех и только тех векторов x, для которых
p(x) = 1.

II. Пусть K — выпуклое множество в X, содержащее 0 в каче-
стве внутренней точки. Тогда функционал Минковского p множе-
ства K непрерывен.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть U(0) — окрестность точки 0, содер-
жащаяся в K. Тогда p(x) � 1 при x ∈ U(0), и потому p(x) � ε при
x ∈ εU(0). Следовательно, при x− x0 ∈ εU(0) имеем

|p(x) − p(x0)| � p(x− x0) � ε.

Пусть теперь K — выпуклое множество, содержащее внутреннюю
точку x0. Тогда K − x0 есть выпуклое множество, содержащее внутрен-
нюю точку 0, а потому и выпуклую симметричную окрестность нуля.
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Применяя предыдущие результаты к выпуклому множеству K − x0,
заключаем:

III. Для всякого выпуклого множества K, содержащего внутрен-
нюю точку x0, существует непрерывный функционал Минковского
p такой, что

1) p(x− x0) � 1 для всех x ∈ K;
2) p(x− x0) = 1 для всех граничных точек x множества K и толь-

ко для них;
3) p(x− x0) > 1 для любого вектора x, не принадлежащего ни K,

ни его границе.
Отсюда и из результатов п. 9 § 1 следует
IV. Пусть K — выпуклое множество в вещественном локально

выпуклом пространстве, содержащее внутреннюю точку. Тогда:
1) через всякую граничную точку множества K можно провести

опорную гиперплоскость к K;
2) если x0 не принадлежит ни K, ни его границе, то существует

опорная гиперплоскость к K, отделяющая x0 от K.

Отметим еще следующее предложение.
V. Если K — выпуклое замкнутое множество, то все граничные

точки множества K принадлежат K.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть x0 — граничная точка множества K,
а [x1, x0] — отрезок, все внутренние точки которого принадлежат K.
Тогда при 0 < tn < 1 и tn → 1 точки xn = (1 − tn)x1 + tnx0 принад-
лежат K и образуют последовательность, сходящуюся к x0. В силу
замкнутости K отсюда следует, что x0 ∈ K.

4. Задание локально выпуклой топологии при помощи полу-
норм. Применим теперь предыдущее построение к выпуклому множе-
ству K = U(0), где U(0) — симметричная выпуклая окрестность нуля.
Пусть p — соответствующий функционал Минковского. В силу I п. 9
§ 1 p — полунорма. Если x ∈ U(0), то p(x) < 1. Действительно, так как
U(0) — открытое множество и произведение αx непрерывно при α = 1,
то существует ε > 0 такое, что αx ∈ U(0) при |α − 1| < ε. Поэтому
множество {β: β > 0, x ∈ βU(0)} содержит числа, меньшие единицы,
и p(x) < 1.

Обратно, если p(x) < 1, то x ∈ U(0) в силу III п. 8 § 1.
I. Каждой симметричной выпуклой окрестности нуля U(0) от-

вечает такая полунорма p, что U(0) есть совокупность всех тех
векторов x, для которых p(x) < 1.

Таким образом, базе окрестностей нуля {U(0)} отвечает система
полунорм {p}. Эта система полунорм обладает следующим свойством:
для каждого x0 �= 0 в системе {p} существует полунорма p такая,
что p(x0) �= 0.

Действительно, если x0 �= 0, то в {U(0)} существует окрестность
U(0), не содержащая x0; следовательно, полунорма p, отвечающая этой
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окрестности U(0), удовлетворяет условию p(x0) � 1, так что подавно
p(x0) > 0.

Систему {p} полунорм в линейном пространстве X мы будем на-
зывать достаточной, если для каждого вектора x0 �= 0 из X в этой
системе существует полунорма p такая, что p(x0) > 0.

Мы доказали, что
II. Базе {U(0)} симметричных выпуклых окрестностей нуля в X

отвечает достаточная система {p} полунорм.
Обратно, пусть в линейном пространстве X задана произвольная

достаточная система {p} полунорм. Введем в X топологию, считая
окрестностью вектора x0 каждую совокупность всех векторов x, удо-
влетворяющих условиям p(x − x0) < ε, k = 1, 2 . . ., n, при фиксиро-
ванных pk ∈ {p}, k = 1, 2 . . ., n, и фиксированных n и ε > 0, и при-
нимая совокупность окрестностей, получающихся при всевозможных
n = 1, 2, 3 . . ., всевозможных pk из {p} и всевозможных ε > 0, за
базу окрестностей вектора x0. Очевидно, эти окрестности получаются
из соответствующих окрестностей нуля сдвигами x → x + x0, причем
окрестности нуля являются симметричными выпуклыми множествами
в X (см. п. 9, § 1).

Докажем, что при таком определении базы окрестностей X ста-
нет топологическим линейным пространством, локально выпуклым
в силу сказанного выше.

Прежде всего надо проверить, что выполняются условия 1)–3)
определения базы окрестностей (см. п. 2 § 2). Условие 1), очевидно,
выполнено. Проверим выполнение условия 2). Пусть W1(x0) задается
неравенствами

p1(x− x0) < ε1, . . . , pm(x− x0) < ε1,

а W2(x0) — неравенствами

pm+1(x− x0) < ε2, . . . , pn(x− x0) < ε2,

где pj ∈ {p} (j = 1, . . ., n) и ε1 > 0, ε2 > 0. Положим ε = min(ε1, ε2);
тогда окрестность W (x0), заданная неравенствами

p1(x− x0) < ε, . . . , pn(x− x0) < ε,

будет содержаться в W1(x0) ∩W2(x0). Проверим, наконец, выполнение
условия 3). Пусть x1 содержится в окрестности U(x0), определяемой
условиями

pk(x− x0) < ε, k = 1, 2, . . . , n,

так что pk(x1 − x2) < ε, k = 1, 2, . . ., n. Обозначим через U1(x1)
окрестность точки x1, определенную условиями

pk(x− x1) < ε1, k = 1, 2, . . . , n,
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где ε1 — наименьшее из чисел ε − pk(x1 − x0), k = 1, 2, . . ., n. Если
x ∈ U1(x1), то

pk(x− x0) = pk(x− x1 + x1 − x0) � pk(x− x1) + pk(x1 − x0) <

< ε1 + pk(x1 − x0) � ε− pk(x1 − x0) + pk(x1 − x0) = ε;

следовательно, U1(x1) ⊂ U(x0).
Проверим теперь выполнение аксиомы отделимости. Пусть x1 �= x2;

тогда x1 − x2 �= 0, и потому существует полунорма p0 ∈ {p} такая, что

p0(x1 − x2) > 0. Положим ε =
1

2
p0(x1 − x2); тогда окрестности U1(x1)

и U2(x2), определенные соответственно неравенствами

p0(x− x1) < ε и p0(x− x2) < ε,

не пересекаются. Действительно, их общая точка x должна была бы
удовлетворять обоим указанным неравенствам, откуда следовало бы,
что

p0(x1 − x2) = p0(x1 − x+ x− x2) � p0(x1 − x) + p0(x2 − x) < 2ε;

последнее же противоречит определению числа ε.
Итак, доказано, что X — хаусдорфово топологическое простран-

ство. Остается доказать, что выполняются условия 3) и 4) определения
топологического линейного пространства, т. е. непрерывность суммы
x+ y и произведения αx.

Пусть U(x0 + y0) — окрестность точки x0 + y0, определенная усло-
виями

pk(x− x0 − y0) < ε, k = 1, 2, . . . , n.

Если x и y находятся в окрестностях U(x0), U(y0), определенных
соответственно неравенствами

pk(x− x0) <
ε

2
, k = 1, 2, . . . , n,

и
pk(y − y0) <

ε

2
, k = 1, 2, . . . , n,

то, как легко проверить, x + y ∈ U(x0 + y0); тем самым доказана
непрерывность суммы.

Далее, пусть U(α0, x0) — окрестность точки α0x0, определенная
условиями

pk(x− α0x0) < ε, k = 1, 2, . . . , n.

Если α и x находятся в окрестностях U(α0) и U(x0), определенных
соответственно неравенствами

|α− α0| < ε1,

pk(x− x0) < ε1, k = 1, 2, . . . , n,
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то

pk(αx− α0x0) = pk(αx− αx0 + αx0 − α0x0) �

� |α|pk(x− x0) + |α− α0|pk(x0) < (|α0| + ε1) ε1 + ε1pk(x0).

Но последнее выражение < ε при достаточно малом ε1; тем самым
доказана непрерывность произведения αx.

Таким образом:
III. Всякая достаточная система {p} полунорм в линейном про-

странстве X определяет в X топологию, в которой X становит-
ся локально выпуклым топологическим линейным пространством.
При этом базисные окрестности в X определяются неравенствами
вида

pk(x− x0) < ε, k = 1, 2, . . . , n,

где pk ∈ {p} и ε > 0.
Расширим теперь достаточную систему {p}, присоединив к ней все-

возможные полунормы q = sup (p1, . . . , pn), (pk ∈ {p}), αq (α > 0) и все
полунормы q′, ими мажорируемые (т. е. q′ � αq); мы получим новую
достаточную систему полунорм q, определяющую ту же топологию,
что и {p}, причем каждая симметричная выпуклая окрестность U(0)
точки 0 задается одним только неравенством q(x) < 1. В дальнейшем
мы всегда будем считать, что такое расширение системы {p} уже
произведено, т. е. что каждую симметричную выпуклую окрестность
U(0) точки 0 можно задать одним неравенством p(x) < 1, p ∈ {p}.
5. Случай конечномерного пространства. Применим результаты

п. 4 к конечномерному пространству. Пусть Cn — n-мерное простран-
ство, а e1, e2, . . ., en — какой-нибудь базис в Cn. Положим для любого
элемента x = ξ1e1 + ξ2e2 + . . . + ξnen

p0(x) =
√
|ξ1|2 + |ξ2|2 + . . . + |ξn|2;

нетрудно видеть, что p0 — норма в Cn. Уже одна она образует до-
статочное множество и потому определяет в Cn локально выпуклую
топологию. При этом окрестностью U0(x0) вектора x0 = ξ01e1 + ξ02e2 +
+ . . . + ξ0nen является совокупность всех векторов x, удовлетворяющих
неравенству

p0(x− x0) =
√

|ξ1 − ξ01 |2 + |ξ2 − ξ02 |2 + . . . + |ξn − ξ0n|2 < ε, ε > 0.

I. Всякая другая локально выпуклая топология в Cn совпадает
с топологией, определенной нормой p0.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть {p} — достаточная система полунорм,
определяющая локально выпуклую топологию в Cn, а U(x0) — окрест-
ность в этой топологии, определенная неравенствами

pk(x− x0) < ε, k = 1, 2, . . . , n,
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где pk ∈ {p}. Положим

c = max
k, j=1, ...,n

{pk(ej)}. (1)

Тогда окрестность U0(x0), определенная неравенством

p0(x− x0) <
ε

cn
, (2)

содержится в U(x0), ибо из (1) и (2) следует, что

pk(x− x0) = pk((ξ1 − ξ01) e1 + . . . + (ξn − ξ0n) en) �

� |ξ1 − ξ01 |pk(e1) + . . . + |ξn − ξ0n|pk(en) � cn
ε

cn
= ε.

Для завершения доказательства предложения I остается показать,
что, обратно, всякая окрестность U0(x) содержит некоторую окрест-
ность U(x0). Пусть x1 — произвольный ненулевой вектор в Cn; тогда
существует полунорма p1 ∈ {p} такая, что p1(x1) > 0. Обозначим через
M1 подпространство всех векторов x, для которых p1(x) = 0; тогда
x1 /∈ M1 и потому размерность M1 меньше n. Если M1 �= (0), то пусть
x2 — произвольный ненулевой вектор в M1; тогда существует полунор-
ма p2 ∈ {p} такая, что p2(x2) > 0. Обозначим через M2 подпростран-
ство в M1, состоящее из всех векторов x ∈ M2, для которых p2(x) = 0;
тогда x2 /∈ M2, и потому размерность M2 меньше размерности M1,
следовательно, меньше n − 1. Повторяя это рассуждение, мы придем
к подпространствам

M1 ⊃ M2 ⊃ . . . ⊃ Mk = (0), 1 � k � n,

и соответствующим полунормам p1, p2, . . ., pk ∈ {p}, при Mk будет
совокупностью всех векторов x ∈ Cn, удовлетворяющих условиям

p1(x) = p2(x) = . . . = pk(x) = 0. (3)

Следовательно, всякий вектор x, удовлетворяющий условиям (3), равен
нулю. Положим

p(x) = max{p1(x), p2(x), . . . , pk(x)}; (4)

очевидно, p — полунорма в Cn, причем из p(x) = 0 следует x = 0, так
что p — норма. Докажем, что

p0(x) � cp(x), (5)

где c — некоторая постоянная. Предположим противное. Тогда в Cn

существует последовательность векторов xk, для которой

p0(xk) > kp(xk), k = 1, 2, 3, . . . . (6)

Положим
yk =

1

p0(xk)
xk;
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тогда
p0(yk) = 1 (7)

и из (6) следует, что

p(yk) <
1

k
.

Пусть
yk = η1ke1 + . . . + ηnken;

тогда (7) означает, что

|η1k|2 + . . . + |ηnk|2 = 1, (8)

и потому каждая из последовательностей {η1k}, . . ., {ηnk} ограниче-
на. Но тогда путем выделения подпоследовательности, которую мы
снова обозначим через yk, мы можем добиться сходимости после-
довательностей {η1k}, . . ., {ηnk} к некоторым пределам η1, . . ., ηn.
При этом из (8) вытекает, что также |η1|2 + . . . + |ηn|2 = 1 и потому
вектор y = η1e1 + . . . + ηnen отличен от нуля. Переходя в неравенстве

p(y) � p(y − yk) + p(yk) � p(e1)|η1 − η1k| + . . . + p(en)|ηn − ηnk| +
1

k
к пределу при k → ∞, заключаем, что p(y) = 0 при y �= 0, а это
противоречит тому, что p — норма.

Итак, неравенство (5) имеет место. Но тогда в силу (4) совокуп-
ность всех векторов x, удовлетворяющих неравенству p(x − x0) <

ε

c
,

есть окрестность U(x0), определяемая неравенствами

p1(x− x0) <
ε

c
, . . . , pk(x− x0) <

ε

c

и содержащаяся в заданной окрестности p0(x− x0) < ε.

Из доказанного предложения I заключаем:
II. Все конечномерные локально выпуклые пространства одной

и той же размерности изоморфны.

6. Непрерывные линейные функционалы. Пусть X — локаль-
но выпуклое пространство, а {p} — достаточная система полунорм,
отвечающая базе {U(0)} симметричных выпуклых окрестностей нуля
в X. Будем рассматривать линейные функционалы с областью опреде-
ления X.

I. Линейный функционал f в X непрерывен при x = 0 тогда
и только тогда, когда для некоторого p0 из системы {p} удовле-
творяется неравенство

|f(x) � p0(x) при всех x ∈ X. (1)

В этом случае f непрерывен во всем X.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть f непрерывен при x = 0. Тогда суще-
ствует окрестность U(0) такая, что

|f(x1)| < 1 при x1 ∈ U(0). (2)
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Пусть p0 — полунорма из {p}, отвечающая окрестности U(0). Тогда
U(0) есть совокупность всех x1 таких, что p(x1) < 1; поэтому (2)
перепишется в виде

|f(x1)| < q при p0(x1) < 1. (3)

Пусть теперь x — произвольный вектор из X. Положим

x1 =
1

p0(x) + ε
x.

где ε > 0. Тогда
p0(x1) =

1

p0(x) + ε
p0(x) < 1,

и потому в силу (3) также |f(x1)| < 1, т. е.∣∣∣∣f ( 1

p0(x) + ε
x

)∣∣∣∣ < 1.

Отсюда
|f(x)| < p0(x) + ε

и в силу произвольности ε

|f(x)| � p0(x).

Обратно, пусть (1) выполнено при некотором p0 ∈ {p}. Докажем
непрерывность f в любой точке x0 ∈ X.

Нам надо доказать, что при любом ε > 0 существует окрестность
U(x0), в которой |f(x) − f(x0)| < ε. Но такой окрестностью является
окрестность, определенная неравенством p0(x − x0) < ε, ибо из (1)
следует, что

|f(x) − f(x0)| = |f(x− x0)| � p0(x− x0).

II. Для всякого элемента x0 �= 0 локально выпуклого простран-
ства X существует непрерывный линейный функционал f такой,
что f(x0) �= 0.

До к а з а т е л ь с т в о. Если x0 �= 0, то существует p0 ∈ {p} такой,
что p0(x0) > 0. С другой стороны, существует линейный функционал f
такой, что

|f(x)| � p0(x), f(x0) = p0(x0)

(см. следствие 2 теоремы 2 п. 9 § 1); f в силу I непрерывен и

f(x0) = p0(x0) > 0.

III. Если M — замкнутое подпространство локально выпуклого
пространства X, а x0 — вектор из X, не принадлежащий M, то
в X существует непрерывный линейный функционал f , удовлетво-
ряющий условиям:

f(x) = 0 на M, f(x0) = 1. (4)
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Док а з а т е л ь с т в о. Так как x0 не принадлежит замкнутому
множеству M, то существует окрестность U(x0), не пересекающаяся
с M. По определению базы окрестностей в X, существует полунорма
p0 ∈ {p} такая, что U(x0) есть совокупность всех векторов x ∈ X,
удовлетворяющих условию p0(x− x0) < 1. Поэтому

p0(y − x0) � 1 для всех y ∈ M. (5)

Заменив здесь y на −y, мы можем переписать (5) в виде

p0(x0 + y) � 1 для всех y ∈ M. (6)

Обозначим через L1 совокупность всех векторов

x = y + αx0, y ∈ M; (7)

очевидно, L — линейное подпространство в X. Определим в L линей-
ный функционал f1 формулой

f1(x) = f1(y + αx0) = α; (8)

этим f1(x) определится однозначно, ибо x0 /∈ M и потому представле-
ние векторов x из L в виде (7) однозначно. При этом из (8) вытекает,
что

f1(x0) = 1, f1(y) = 0 при y ∈ M. (9)

Кроме того,
|f1(x)| � p0(x) для всех x ∈ L,

ибо ввиду (6) и (8)

p0(x) = p0(y + αx0) = |α| p0
(
x0 +

1

α
y
)

� |α| = |f1(x)|.
На основании теоремы 2 п. 9 § 1 f1 можно продолжить до линейного
функционала f , определенного во всем X и также удовлетворяющего
неравенству |f(x)| � p0(x).

Тогда f в силу I непрерывен и в силу (9) удовлетворяет услови-
ям (4).

IV. Линейное подпространство L локально выпуклого простран-
ства X плотно в X тогда и только тогда, когда всякий непрерыв-
ный линейный функционал в X, равный нулю на L, равен нулю во
всем X.

До к а з а т е л ь с т в о. Непрерывный линейный функционал f , рав-
ный нулю на L, равен также нулю на его замыкании L. Поэтому
если L плотно в X, так что L = X, то f равен нулю во всем X.
Если же L неплотно в X, то L есть замкнутое подпространство в X,
не совпадающее с X. Следовательно, в X существует вектор x0, не
принадлежащий L; в силу III в X существует тогда непрерывный ли-
нейный функционал f , равный нулю на L (а значит, и на L) и единице
в x0 и потому не равный нулю во всем X.
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7. Сопряженное пространство. Обозначим через X ′ совокупность
всех непрерывных линейных функционалов f в локально выпуклом
пространстве X. Очевидно, сумма f1 + f2 двух непрерывных линей-
ных функционалов f1, f2 и произведение αf непрерывного линейного
функционала f на число α являются также непрерывными линейными
функционалами; следовательно, X ′ есть линейное пространство. Его
называют сопряженным к X.

Пусть x — фиксированный вектор в X. Полагая

Fx(f) = f(x), (1)

мы каждому элементу f ∈ X ′ поставим в соответствие число f(x),
так что Fx — функционал в X ′. Из самого определения действий
в X ′ вытекает, что Fx — линейный функционал, следовательно, всякий
вектор x ∈ X определяет по формуле (1) линейный функционал в X ′.

Положив, далее,

px(f) = |Fx(f)| = |f(x)|, (2)

мы получим полунорму px в X ′, ибо

px(f1 + f2) = |Fx(f1 + f2)| = |Fx(f1) + Fx(f2)| �

� |Fx(f1)| + |Fx(f2)| = px(f1) + px(f2)

и
px(αf) = |Fx(αf)| = |α||Fx(f)| = |α|px(f).

Таким образом, каждый вектор x ∈ X определяет по формуле (2)
полунорму px в X ′.

Определим теперь в X ′ топологию так, чтобы X ′ стало локально
выпуклым пространством. В силу III п. 4 такая топология задается
достаточной системой полунорм в X ′. Оказывается, что имеются раз-
личные достаточные системы, определяющие существенно различные
топологии в X ′. Мы рассмотрим только одну из этих топологий, так на-
зываемую слабую топологию в X ′, которая нам только и понадобится
и которая определяется системой {px}, где px(f) = |f(x)|, а x пробегает
все векторы пространства X. Эта система достаточна, ибо в силу (2)
равенство px(f) = 0 для всех x ∈ X означает, что f(x) = 0 для всех
x ∈ X, т. е. что f есть нулевой функционал.

Таким образом (см. п. 4), множество всех функционалов f ∈ X ′,
удовлетворяющих неравенствам

|f(xk) − f0(xk)| < ε (k = 1, 2, . . . , n)

при произвольных фиксированных n, x1, . . ., xn ∈ X и ε > 0, есть
слабая окрестность функционала f0 и совокупность всех таких окрест-
ностей при всевозможных n, x1, . . ., xn ∈ X, ε > 0 и f0 ∈ X ′ есть
база окрестностей, определяющая слабую топологию в X ′. Если надо
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указать векторы x1, . . ., xn и число ε > 0, определяющие данную
окрестность функционала f0, мы вместо U(f0) будем писать

U(f0; x1, . . . , xj ; ε).

В дальнейшем, если нет особой оговорки, мы будем рассматривать
X ′ как локально выпуклое пространство с таким образом определенной
в нем (слабой) топологией.

I. Функционалы Fx(f) = f(x) непрерывны в X ′.
Это непосредственно следует из I п. 6, ибо |Fx(f)| = px(f).

Отметим, что определенная нами в X ′ топология есть наиболее
слабая топология, в которой функционалы Fx(f) = f(x) непрерывны.
Мы предоставляем читателю доказательство этого утверждения.

В качестве примера найдем пространство, сопряженное к конечно-
мерному пространству Cn.

Пусть {e1, e2, . . . , en} — базис в Cn, а ξ1, ξ2, . . ., ξn — координаты
вектора x ∈ Cn относительно этого базиса. Тогда всякий линейный
функционал f в Cn имеет вид f(x) = c1ξ1 + c2ξ2 + . . . + cnξn (см. п. 5
§ 1) и потому непрерывен в Cn (см. пп. 5 и 6). Таким образом,

соответствие f → (x1, c2, . . . , cn) устанавливает изоморфизм Cn
′

с Cn

и, следовательно, Cn
′

есть n-мерное пространство. В качестве базиса
в Cn

′

можно взять функционалы fk, определенные формулами

fk(x) = ξk, k = 1, 2, . . . , n.

Тогда всякий другой линейный функционал в Cn запишется в виде

f = c1f2 + . . . + cnfn, где ck = f(ek).

Найдем все линейные функционалы в Cn
′

. Пусть F — такой функ-
ционал. Положим αk = F (fk) и x0 = α1e1 + . . . + αnen; тогда

F (f) = F (c1f1 + . . . + cnfn) = c1F (f1) + . . . + cnF (fn) =

= c1α1 + . . . + cnαn = α1f(e1) + . . . + αnf(en) =

= f(α1e1 + . . . + αnen) = f(x0).

Следовательно:
II. Всякий линейный функционал F в Cn

′

задается формулой

F (f) = f(x0),

где x0 — фиксированный вектор из Cn.
III. Совокупность QCp всех функционалов f из X ′, удовлетворяю-

щих неравенству
|f(x)| � Cp(x),
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где p — фиксированная полунорма из достаточной системы {p}
есть бикомпактное 1) множество в X ′.

До к а з а т е л ь с т в о. Не нарушая общности, можно считать C = 1,
ибо соответствие f → Cf есть гомеоморфизм в X ′, отображаю-
щий Q1

p на QCp . Поэтому достаточно доказать утверждение для Q1
p.

Пусть, для определенности, X — вещественное пространство 2). Каж-
дому элементу x ∈ X поставим в соответствие замкнутый интервал
Ix = [−p(x), p(x)] и обозначим через I топологическое произведение
всех интервалов Ix, x ∈ R. Согласно теореме A.Н. Тихонова (см. II
п. 12 § 2) I как топологическое произведение бикомпактных про-
странств Ix есть также бикомпактное пространство.

Если f ∈ Q1
p, то |f(x)| � p(x), следовательно, число f(x) принадле-

жит интервалу Ix. Поэтому соответствие f → {f(x)} есть, очевидно,
взаимно однозначное отображение множества Q1

p на некоторое подмно-

жество 3) I ′ пространства I. Из сравнения слабых окрестностей в X ′

и окрестностей в I непосредственно видно, что это отображение —
гомеоморфизм. Поэтому достаточно доказать, что I ′ замкнуто в I
(см. II п. 6 § 2).

Пусть f0 — предельная точка множества I ′. Докажем, что f0 есть
непрерывный линейный функционал в X, принадлежащий множеству
Q1
p. Тем самым будет доказана замкнутость множества I ′. Выберем

x1, x2 и λ1x1 + λ2x2 в качестве элементов, определяющих окрестность
U(f0; x1, x2, λ1x1 + λ2x2; ε) точки f0 в I. Так как f0 — предельная
точка множества I ′, то в этой окрестности существует элемент f ∈ I ′,
т. е.

|f(x1) − f0(x1)| < ε, |f(x2) − f0(x2)| < ε,

|f(λ1x1 + λ2x2) − f0(λ1x1 + λ2x2)| < ε.

Последнее неравенство можно переписать в виде

|λ1f(x1) + λ2f(x0) − f0(λ1x1 + λ2x2)| < ε.

Отсюда и из первых двух неравенств следует, что

|λ1f0(x1) + λ2f0(x2) − f0(λ1x1 + λ2x2)| � |λ1||f0(x1) − f(x1)| +
+ |λ1||f0(x2) − f(x2)| + |λ1f(x1) + λ2f(x2) − f0(λ1x1 + λ2x2)| <

< ε(|λ1| + |λ2| + 1).

1) Напомним, что X ′ рассматривается как топологическое пространство
с определенной выше слабой топологией.

2) В том случае, когда X — комплексное пространство, отрезок Ix следует
заменить замкнутым кругом комплексной плоскости с центром в нуле и ради-
усом p(x). Во всем остальном доказательство останется тем же.

3) Напомним, что каждый элемент топологического произведения I есть
некоторая функция f(x) со значениями из интервалов [−p(x), p(x)] (см.
п. 12 § 2).
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Так как ε произвольно мало, то

f0(λ1x1 + λ2x2) = λ1f0(x1) + λ2f0(x2),

так что f0 — линейный функционал.
Докажем, что f0 ∈ I ′. Во всякой окрестности U(f0; x; ε) есть эле-

мент f ∈ I ′, т. е.
|f0(x) − f(x)| < ε.

Отсюда
|f0(x)| < |f(x)| + ε � p(x) + ε,

ибо по условию f ∈ Q1
p; следовательно, |f0(x)| � p(x). Так как ε произ-

вольно мало, то |f0(x)| � p(x) т. е. f0 ∈ Q1
p, f0 ∈ I ′.

8. Выпуклые множества в конечномерном пространстве.
Если K — выпуклое множество в вещественном конечномерном

пространстве Rn, а x0 — вектор этого пространства, не при-
надлежащий ни K, ни его границе, то в Rn существует опорная
гиперплоскость к K, отделяющая x0 от K.

До к а з а т е л ь с т в о. Не нарушая общности, можно считать, что
0 ∈ K, ибо этого всегда можно добиться некоторым сдвигом. Пусть
M — подпространство, натянутое на K (может быть, совпадающее
с Rn); тогда в K существуют векторы x1, x2, . . ., xm, образующие базис
в M. Так как, кроме того, 0 ∈ K, то всякий вектор x вида

x = t1x1 + t2x2 + . . . + tmxm + (1− t2 − . . .− tm) 0 =

= t1x1 + t2x2 + . . . + tmxm,

где tk � 0, t1 + t2 + . . . + tm � 1, также принадлежит K; очевидно,
всякий такой вектор при tk > 0, k = 1, 2, . . ., m, и t1 + t2 + . . . + tm < 1
есть внутренняя точка множества K, рассматриваемого как выпуклое
множество в M.

Разберем следующие случаи:
1) x0 ∈ M. На основании III п. 3 в M существует опорная ги-

перплоскость f(x) = c к множеству K, отделяющая x0 от K. Если
M �= Rn, то, продолжив как-нибудь f до линейного функционала F
в Rn, мы получим опорную гиперплоскость F (x) = c, также отделяю-
щую x0 от K.

2) x0 �= M. Обозначим через M1 подпространство, натянутое на M

и x0, т. е. совокупность всех векторов вида y = x+ tx0, x0 ∈ M; пусть
f(x) = c — какая-нибудь гиперплоскость в M, опорная к K. Предпо-
ложим для определенности, что f(x) � c для всех x ∈ K. Продолжим
функционал f до линейного функционала f1 в M1, положив

f1(x+ tx0) = f(x) + tc1,

где c1 — фиксированное число, большее c. Тогда f1(x0) = c1 > c
и потому гиперплоскость f1(x) = c в пространстве M1 будет опорной
к K и отделять K от x0. Продолжив как-нибудь f1 до линейного
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функционала F в Rn, мы получим гиперплоскость в Rn, обладающую
тем же свойством.

9. Выпуклые множества в сопряженном пространстве. Пусть
X ′ — пространство, сопряженное к вещественному локально выпук-
лому пространству X, K — выпуклое бикомпактное множество в X ′

и x0 — фиксированный элемент в X. Функция Fx0
(f) = f(x0) непре-

рывна и, следовательно, достигает на бикомпактном множестве K
своего наибольшего значения (см. VII п. 7 § 2); обозначим его Mx0

.
Рассмотрим уравнение

Fx0
(f) = Mx0

.

Совокупность Px0
всех элементов f , удовлетворяющих этому урав-

нению, образует гиперплоскость в X ′. Гиперплоскость Px0
разбивает

все пространство X ′ на две части (полупространства), определенные
соответственно неравенствами

Fx0
(f) � Mx0

, Fx0
(f) > Mx0

.

По определению числа Mx0
, Fx0

(f) � Mx0
для всех f ∈ K, причем ра-

венство достигается для некоторых элементов f ∈K. Это означает, что
множество K целиком лежит в первом полупространстве, т. е. по одну
сторону от гиперплоскости Px0

, и имеет с этой гиперплоскостью общие
точки. Поэтому Px0

есть опорная гиперплоскость к множеству K.

I. Пересечение K ∩ Px0
есть также выпуклое множество.

Действительно, гиперплоскость Px0
есть выпуклое множество, а пе-

ресечение K ∩ Px0
выпуклых множеств K и Px0

выпукло.

II. Если внутренняя точка отрезка [f1, f2], содержащегося в K,
принадлежит пересечению K ∩ Px0

, то и весь отрезок [f1, f2] при-
надлежит этому пересечению.

Именно, так как K ∩ Px0
— выпуклое множество, то достаточно

доказать, что концы f1, f2 этого отрезка принадлежат гиперплоскости
Px0

. Предположим противное, пусть, например, f1 /∈ Px0
, т. е.

Fx0
(f1) < Mx0

.

Так как, кроме того, Fx0
(f1) � Mx0

, то при 0 < t < 1

Fx0
((1− t) f1 + tf2) = (1− t)Fx0

(f1) + tFx0
(f2) < Mx0

.

Это означает, что никакая внутренняя точка отрезка [f1, f2] не принад-
лежит гиперплоскости Px0

. Последнее же противоречит условию.

III. Всякое выпуклое бикомпактное множество K в X ′ есть
пересечение всех содержащих это множество полупространств,
ограниченных опорными гиперплоскостями к K вида Px0

, так что
для каждого f0 ∈ X ′, не принадлежащего K, существует опорная
гиперплоскость Px0

, отделяющая f0 от K, т. е. такая, что

max
f∈K

f(x0) < f0(x0).
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Док а з а т е л ь с т в о. Обозначим через K ′ пересечение всех полу-
пространств, ограниченных опорными гиперплоскостями к K и содер-
жащих K. Очевидно, K ′ ⊃ K. Нам надо доказать, что K ′ = K.

Пусть f0 ∈ K ′. Докажем, что любая окрестность U(f0; x1, . . .
. . . , xn; ε) точки f0 содержит элементы множества K. Так как K
замкнуто, то отсюда будет следовать, что f0 ∈ K, и предложение III
будет доказано. Пусть K — образ множества K при отображении

F : f → {f(x1), . . . , f(xn)}
пространства X ′ в Rn. Очевидно, F непрерывно и K — выпуклое
множество в пространстве Rn. Как непрерывный образ бикомпактного
пространства K оно бикомпактно и потому является ограниченным
замкнутым множеством в Rn (см. III п. 7 § 2). Докажем, что точка
{η1, . . . , ηn} = F (f0) принадлежит множеству K. Именно, в противном
случае, на основании результата п. 8 в Rn существует опорная гипер-
плоскость к K, отделяющая точку {η1, . . . , ηn} от K. Другими словами
(см. п. 7), существуют числа λ1, . . ., λn такие, что

n∑
k=1

λkξk <
n∑
k=1

λkηk

для всех точек {ξ1, . . . , ξn} множества K. Это неравенство означает
тогда, что

f

(
n∑
k=1

λkxk

)
< f0

(
n∑
k=1

λkxk

)
для всех f ∈ K. Последнее же неравенство противоречит тому, что
f0 ∈ K ′, ибо оно означает, что f0 и K находятся по разные стороны от
опорной гиперплоскости Px, где

x =
n∑
k=1

λkxk.

Итак, точка {η1, . . . , ηn} принадлежит множеству K. Другими сло-
вами, существует функционал f̂ ∈ K такой, что

f̂(x1) = f0(x1), . . . , f̂(xn) = f0(xn).

Но тогда, конечно, выполняются неравенства

|f̂(xk) − f0(xk)| < ε (k = 1, 2, . . . , n),

т. е. точка f̂ из K принадлежит окрестности U(f0; x1, . . . , xn; ε).
Предложение III тем самым доказано.
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Понятие опорной гиперплоскости можно обобщить следующим об-
разом 1).

Опорным многообразием к K называется всякое множество V ,
обладающее свойствами:
1◦. Пересечение V ∩K не пусто;
2◦. Если внутренняя точка отрезка [f1, f2] в K принадлежит пере-

сечению V ∩ K, то и весь отрезок [f1, f2] принадлежит этому
пересечению;

3◦ V есть множество всех точек f , удовлетворяющих уравнениям

f(x) = αx,

где элементы x пробегают некоторое не обязательно конечное множе-
ство s, а αx — заданные числа.

Опорная гиперплоскость есть, очевидно, частный случай опорного
многообразия, именно тот, когда множество S в условии 3◦ состоит из
одного элемента x и αx = Mx.

IV. Всякое опорное многообразие V замкнуто.
Действительно, условие 3◦ означает, что V есть пересечение гипер-

плоскостей f(x) = αx, x ∈ S. Каждая же из последних есть замкнутое
множество, ибо функция F (f) = f(x) непрерывна.

Если опорное многообразие состоит из одной точки f0, то оно
называется опорным многообразием размерности нуль. Точка f0 не
может при этом быть внутренней точкой никакого отрезка в K. Дей-
ствительно, в силу условия 2◦ весь такой отрезок должен был бы
принадлежать пересечению V ∩K, следовательно, V состояло бы более
чем из одной точки.

Точку f0 ∈K называют экстремальной точкой множества K, если
она не является внутренней точкой никакого отрезка в K.

Из только что сказанного следует, что опорное многообразие раз-
мерности нуль есть экстремальная точка. Обратно, экстремальная
точка есть опорное многообразие размерности нуль. Действительно,
условия 1◦ и 2◦ выполнены тривиальным образом. Для того чтобы
удовлетворить условию 3◦, достаточно взять в качестве множества S
все пространство X и положить αx = f0(x).

V. Всякое линейно упорядоченное по включению множество {Vα}
опорных многообразий имеет непустое пересечение, являющееся
также опорным многообразием.

До к а з а т е л ь с т в о. Положим Kα = K ∩ Vα; Kα есть пересече-
ние бикомпактного множества K и замкнутого множества Vα, в силу
условия 1◦ непустое. Следовательно, Kα бикомпактно. Кроме того,
семейство {Kα} линейно упорядочено по включению. Поэтому пере-
сечение всех Kα не пусто (см. III п. 6 § 2). Тогда и пересечение V

1) Всюду в дальнейшем мы обозначаем через K выпуклое множество в X ′,
бикомпактное в слабой топологии.
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всех Vα не пусто. Пересечение V ∩K совпадает с пересечением всех
Kα, следовательно, также не пусто. Таким образом, V удовлетворяет
условию 1◦. Далее, пусть [f , f2] — отрезок в K, и пусть внутренняя
точка f этого отрезка принадлежит множеству V , так что f ⊂ Vα при
всех α. Но тогда в силу условия 2◦ также [f1, f2] ∈ Vα при всех α
и, следовательно, [f1, f2] ∈ V . Это означает, что V удовлетворяет также
условию 2◦. Наконец, условие 3◦ выполняется тривиальным образом.
Именно, достаточно взять в качестве множества S для V объединение
всех множеств Sα, соответствующих многообразиям Vα.

Итак, V удовлетворяет условиям 1◦, 2◦, 3◦, следовательно, есть
опорное многообразие. Опорное многообразие называется минималь-
ным, если оно не содержит в качестве своей правильной части ника-
кого другого опорного многообразия.

VI. Всякое минимальное опорное многообразие есть многообра-
зие размерности нуль, т. е. экстремальная точка.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть V — минимальное опорное многообра-
зие к K. Предположим, что V содержит более чем одну точку. Пусть,
например, f1, f2 ∈ V и f1 �= f2. Тогда существует элемент x0 такой, что
f1(x0) �= f2(x0). Положим K ′ = V ∩K; K ′ — выпуклое бикомпактное
множество. Элемент x0 определяет опорную гиперплоскость Px0

к K ′,
отличную от V . Действительно, все элементы f ∈ Px0

удовлетворяют
условию вида f(x0) = M , и так как f1(x0) �= f2(x0), то хотя бы один из
элементов f1, f2 ∈ V не удовлетворяет этому условию. Итак, Px0

�= V ;
следовательно, пересечение V ′ = Px0

∩ V есть правильная часть мно-
гообразия V .

Докажем, что V ′ — опорное многообразие к K. Это будет противо-
речить минимальности V , и утверждение тем самым будет доказано.

Так как
V ′ ∩K = Px0

∩ V ∩K = Px0
∩K ′ �= ∅,

то условие 1◦ выполнено. Условие 3◦, очевидно, также выполнено.
Проверим выполнение условия 2◦; пусть [f1, f2] — отрезок в K
и f — внутренняя точка этого отрезка, принадлежащая множе-
ству V ′. Тогда f ∈ V , следовательно, [f1, f2] ∈ V . Но тогда также
[f1, f ′2] ∈ V ∩K = K ′. Кроме того, f ∈ Px0

, следовательно, [f1, f2] ∈ Px.
Поэтому f ∈ V ∩ Px0

= V ′. Тем самым доказано, что условие 2◦ также
выполнено для V ′. Следовательно, V ′ — опорное многообразие.

VII. Всякое опорное многообразие содержит минимальное опор-
ное многообразие, т. е. экстремальную точку выпуклого множе-
ства K.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть V — опорное многообразие к K. Со-
вокупность всех опорных многообразий, содержащихся в V , образует
частично упорядоченное множество по включению. В силу V это ча-
стично упорядоченное множество удовлетворяет условию леммы Цорна
и потому имеет наименьший элемент, который и есть минимальное
опорное многообразие, содержащееся в V .
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Из предложения VII следует, в частности, что всякое выпуклое
бикомпактное множество в X ′ имеет хотя бы одну экстремальную
точку.

Те о р е м а 1 (M . Г . Кр е й н и Д . П . Ми л ьм а н [1]). Всякое
выпуклое бикомпактное множество K ⊂ X ′ содержит экстремаль-
ные точки и есть наименьшее выпуклое замкнутое множество,
содержащее все экстремальные точки множества K.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть K ′ — наименьшее выпуклое замкнутое
множество, содержащее все экстремальные точки множества K. Оче-
видно, K ′ ⊂ K. Предположим, что K ′ �= K. Пусть f0 ∈ K −K ′. Тогда
в силу III существует элемент x0 такой, что

f(x0) < f0(x0) для всех f ∈ K ′.

Положим M = max
f∈K

f(x0); тогда M � f0(x0) и, следовательно,

f(x0) < M для всех f ∈ K ′. (1)

Равенство f(x0) = M определяет опорную гиперплоскость Px0
к K.

Согласно предложению VII эта гиперплоскость содержит хотя бы одну
экстремальную точку f1 множества K. Следовательно, пересечение
Px0

∩K ′ не пусто, именно, содержит точку f1. Последнее же противо-
речит неравенству (1). Тем самым теорема 1 доказана.

Отметим, что множество экстремальных точек, вообще говоря, не
замкнуто. Простым примером является следующее выпуклое множе-
ство.

Пусть A, B — две точки на перпендикуляре к некоторой плоскости
P, пересекающем эту плоскость в некоторой внутренней точке C
отрезка AB, и E — окружность в плоскости P, проходящая через
точку C (рис. 2). Рассмотрим наименьшее выпуклое множество, натя-

Рис. 2.

нутое на окружность E и точки A, B. Его экстремальными точками
являются все точки окружности E, кроме точки C, и точки A и B.
Таким образом, множество этих экстремальных точек не замкнуто.
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З а м е ч а н и е. В действительности основные результаты п. 9, в том
числе теорема Крейна–Мильмана, верны для выпуклых бикомпактных
множеств в произвольном локально выпуклом пространстве (см., на-
пример, Н. Бурбаки [4] гл. II § 4 п. 2). Нам, однако, эти результаты
в таком общем виде не понадобятся.

10. Конусы. Множество K в вещественном линейном простран-
стве X называют конусом, если:

1) из x ∈ K и α � 0 следует: αx ∈ K;
2) из x, y ∈ K следует: x+ y ∈ K;
3) из x ∈ K, x �= 0 следует: −x /∈ K.
В силу условий 1)–2) конус есть выпуклое множество.
Линейный функционал f называют положительным (относительно

конуса K), если f(x) � 0 для всех x ∈ K. Если M — подпространство
в X, то, очевидно, K ∩ M есть конус в M. Линейный функционал f ,
определенный только в M, называется положительным, если он поло-
жителен относительно конуса K ∩ M.

В дальнейшем важную роль играет следующая теорема о продол-
жении положительного функционала.

Те ор ем а 2 (М . Г . Кр е й н [1]). Пусть K — конус в веществен-
ном локально выпуклом пространстве X, содержащий внутренние
точки, а M — подпространство в X, содержащее по крайней мере
одну внутреннюю точку конуса K. Тогда всякий положительный
линейный функционал f в M можно продолжить до положительно-
го линейного функционала F в X.

До к а з а т е л ь с т в о. Конус K является выпуклым множеством; по
условию K содержит внутреннюю точку x0 ∈ M, и потому (см. III
п. 3) существует полунорма p, удовлетворяющая условию p(x− x0) � 1
для всех x ∈ K. Но если x ∈ K, то также αx ∈ K для всех α > 0,

и потому также p(αx − x0) � 1, откуда p
(
x− 1

α
x0
)

�
1

α
. Переходя

здесь к пределу при α→ ∞ и пользуясь непрерывностью полунормы p
(см. II п. 3), заключаем, что p(x) � 0 для всех x ∈K. С другой стороны,
p(x) � 0. Поэтому

p(x) = 0 для всех x ∈ K. (1)

Пусть теперь f — линейный функционал в M, неотрицательный
на M ∩K. По определению полунормы p для любого x ∈ X и любого
ε > 0

1

p(x) + ε
x ∈ K − x0, следовательно,

1

p(x) + ε
x+ x0 ∈ K.

Отсюда для любого x ∈ M

f

(
1

p(x) + ε
x+ x0

)
=

1

p(x) + ε
f(x) + f(x0) � 0,
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так что
−f(x) � f(x0)[p(x) + ε]

и, ввиду произвольности числа ε > 0,

−f(x) � f(x0) p(x) для всех x ∈ M.

Так как f(x0)p(x) — полунорма в X, то на основании теоремы Хана–
Банаха (см. п. 9 § 1) −f можно продолжить до линейного функционала
−F в X так, чтобы выполнялось неравенство

−F (x) � f(x0) p(x) для всех x ∈ X.

Тогда F есть продолжение функционала f и

F (x) � −f(x0) p(x) для всех x ∈ X.

Но отсюда в силу (1) F (x) � 0 для всех x ∈ K, и теорема доказана.

С л е д с т в и е. Если K — конус в X с внутренней точкой x0,
то в X существует положительный относительно K линейный
функционал, равный единице в x0.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть M — одномерное подпространство в X,
состоящее из всех векторов tx0, −∞ < t < ∞. Полагая f(tx0) = t,
получим положительный линейный функционал f в M, удовлетворяю-
щий условию f(x0) = 1. Согласно теореме 2 его можно расширить до
положительного линейного функционала F в X; при этом

F (x0) = f(x0) = 1.

З а м е ч а н и е. Множество K в вещественном линейном простран-
стве называется клином, если оно удовлетворяет условиям 1) и 2)
определения конуса. Утверждение теоремы 2 и следствия из нее верны
также для клина с внутренней точкой; действительно, в доказательстве
теоремы 2 условие 3) не было использовано.

11. Аннуляторы в сопряженном пространстве. Аннулятором
множества S ⊂ X в пространстве X ′ называется совокупность всех
функционалов f ∈ X ′, удовлетворяющих условию

f(x) = 0 для всех x ∈ S.

I. Аннулятор всякого множества S ⊂ X есть замкнутое подпро-
странство в X ′.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть N — аннулятор множества S ⊂ X; N

линейно, ибо из

f1(x) = 0, f2(x) = 0 для всех x ∈ S

следует, что

λ1f1(x) + λ2f2(x) = 0 для всех x ∈ S.
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N замкнуто. Действительно, при фиксированном x ∈ R множество Nx

всех f ∈X ′, удовлетворяющих условию f(x) = 0, замкнуто, ибо f(x) —
непрерывная функция от f . Поэтому N, будучи пересечением множеств
Nx, x ∈ S, также замкнуто.

II. Всякое замкнутое подпространство N в X ′ есть аннулятор
некоторого замкнутого подпространства S ⊂ X.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть S — множество всех x ∈ X таких, что

f(x) = 0 для всех f ∈ N.

Из непрерывности линейных функционалов f вытекает, что S — за-
мкнутое подпространство в X. Обозначим через N′ аннулятор мно-
жества S. Очевидно, N ⊂ N′. Докажем, что N′ = N, т. е. что если
f0 ∈ N′, то f0 ∈ N. Так как N замкнуто, то достаточно доказать, что
f0 — точка прикосновения множества N, т. е. что в любой окрестности
функционала f0 имеются элементы f ∈ N.

Пусть U(f0; x1, . . . , xn; ε) такая окрестность. Будем рассматривать
{f(x1), . . . , f(xn)} как вектор n-мерного пространства Rn. Когда f
пробегает N, совокупность всех таких векторов образует подпростран-
ство в Rn. Обозначим это подпространство через M.

Докажем, что вектор ξ0 = {f0(x1), . . . , f0(xn)} принадлежит под-
пространству M. Предположим противное. Тогда в Rn

′

существует
вектор, ортогональный к M (т. е. = 0 на M), но не ортогональный к ξ0.
Другими словами, существуют числа λ1, . . ., λn такие, что

λ1f(x1) + . . . + λnf(xn) = 0 для всех f ∈ N, (1)

λ1f0(x1) + . . . + λnf0(xn) �= 0. (2)

Условие (1) означает, что λ1x1 + . . . + λnxn ∈ S. Но тогда в силу (2)
функционал f0 из N′ отличен от нуля на элементе λ1x1 + . . . + λnxn
множества S, что противоречит определению N′.

Итак, ξ0 ∈ M. Это означает, что существует функционал f̃ ∈ N,
удовлетворяющий условиям

f̃(xk) = f0(xk), k = 1, . . . , n.

Следовательно, f̃ ∈ U(f0; x1, . . . , xn; ε), что и требовалось доказать.

III. Если N — аннулятор замкнутого подпространства S ⊂ X,
то S есть совокупность всех x ∈ X таких, что

f(x) = 0 для всех f ∈ N.

Док а з а т е л ь с т в о. Если x0 ∈ S, то f(x0) = 0 для всех f ∈ N.
Если же x0 /∈ S, то существует функционал f0 ∈ X ′ такой, что f0(x0) �=
�= 0 и f0(x) = 0 для всех x ∈ S. Таким образом, f0 ∈ N и f0(x0) �= 0.

Пусть теперь S1 и S2 — замкнутые линейные подпространства в X,
а N1 и N2 — их аннуляторы в X ′.
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IV. Если S1 ⊂ S2, то N1 ⊃ N2, и обратно. Если при этом S1 �= S2,
то N1 �= N2, и обратно.

Эти утверждения непосредственно следуют из определения аннуля-
торов N1 и N2 и предложения III.

12. Аналитические вектор-функции. Пусть G — область ком-
плексной плоскости, а x(λ) — функция, определенная для всех λ ∈ G,
значениями которой служат векторы из фиксированного локально вы-
пуклого пространства X. Функцию x(λ) называют аналитической в G,
если для любого λ0 ∈ G существует

x′(λ0) = lim
λ→λ0

x(λ) − x(λ0)

λ − λ0

. (1)

I. Если x(λ) аналитична в области G, то f(x(λ)) для любого
функционала f ∈ X ′ есть аналитическая числовая функция в обла-
сти G.

Действительно, в силу непрерывности функционала f из (1) следу-
ет, что при λ0 ∈ G существует также

lim
λ→λ0

f(x(λ)) − f(x(λ0))

λ − λ0

= f(x′(λ0)).

Функцию x(λ) называют аналитичной в бесконечности, если
1) x(λ) определена в некоторой окрестности |λ| > N бесконечно

удаленной точки;

2) существует lim
λ→0

x
(
1

λ

)
;

3) функция y(λ), определенная при |λ| < 1

N
условиями

y(λ) = x
(
1

λ

)
при λ �= 0,

y(0) = lim
λ→0

x
(
1

λ

)
,

аналитична в некоторой окрестности точки λ = 0.

II (Те о р е м а Л и у в и л л я). Если x(λ) аналитична во всей ком-
плексной плоскости, включая бесконечно удаленную точку, то x(λ)
есть постоянная.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть x(λ) аналитична во всей комплексной
плоскости, включая бесконечно удаленную точку. Тогда для любого
f ∈ X ′ числовая функция f(x(λ)) аналитична во всей комплексной
плоскости, включая бесконечно удаленную точку. На основании обыч-
ной теоремы Лиувилля отсюда заключаем, что f(x(λ)) есть постоян-
ная.

Таким образом, f(x(λ1)) = f(x(λ2)) и

f(x(λ1) − x(λ2)) = 0 для любых λ1, λ2.
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Ввиду произвольности функционала f ∈ X ′ это возможно лишь тогда,
когда

x(λ1) − x(λ2) = 0 для любых λ1, λ2

(см. II п. 6), т. е. когда x(λ) есть постоянная.

13. Полные локально выпуклые пространства. Выше было опре-
делено понятие полного метрического пространства (см. п. 13 § 2).
Это понятие допускает следующее обобщение.

Сеть 1) {xn} в топологическом линейном пространстве X называ-
ют сходящейся к элементу x этого пространства, если для каждой
окрестности U(x) существует индекс α0 такой, что xα ∈ U(x) для всех
индексов α > α).

Сеть {xα} ⊂ X называют фундаментальной, если каждой окрест-
ности U(0) нулевого элемента 0 ∈ X отвечает индекс α0 такой, что
xα − xβ ∈ U(0) для всех индексов α, β � α0. Топологическое линейное
пространство X называют полным, если всякая фундаментальная сеть
в X сходится к некоторому элементу x ∈ X.

Оказывается, что всякое локально выпуклое пространство X
можно включить как подпространство в полное локально выпуклое
пространство X̃, в котором X образует плотное множество 2).

Это пространство X̃ называют пополнением пространства X.

Можно ослабить условие, наложенное на X, потребовав лишь, что-
бы всякая обычная фундаментальная последовательность в X сходи-
лась к элементу x ∈ X; пространство X, удовлетворяющее этому усло-
вию, называют секвенциально полным. Для метрических пространств
оба эти определения полноты эквивалентны; в общем же случае не
всякое секвенциально полное пространство X полно.

§ 4. Нормированные пространства

1. Определение нормированного пространства. Напомним (см.
п. 9 § 1), что нормой |x| на линейном пространстве X называется по-
лунорма, удовлетворяющая условию: |x| > 0 при x �= 0. Таким образом,
норма |x| на X есть функционал, удовлетворяющий условиям:

1◦. |x| � 0;
2◦. |x| = 0 тогда и только тогда, когда x = 0;
3◦. |αx| = |α||x|;
4◦. |x+ y| � |x| + |y| (неравенство треугольника).

1) См. добавление I.
2) По поводу доказательств этого и сформулированных ниже предложений

см. список литературы в статье Дьедонне [2]; другое определение полноты, до-
казательство существования пополнения и более подробное изложение теории
топологических линейных пространств см. в книге Н. Бурбаки [2].
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Линейное пространство с заданной на нем нормой называют нор-
мированным пространством.

Условие 2◦ означает, что множество {|x|}, состоящее из одной
только нормы |x|, есть достаточное множество полунорм в X и по-
тому определяет в X топологию, в которой X становится локально
выпуклым пространством (см. п. 4 § 3). При этом совокупность всех
векторов x, удовлетворяющих неравенству

|x− x0| < ε (1)

при фиксированном ε > 0, есть окрестность элемента x0, и сово-
купность всех таких окрестностей при всевозможных фиксированных
ε > 0 и x0 > 0 есть база окрестностей в X.

Таким образом определенную топологию в нормированном про-
странстве X называют сильной топологией.

I. Если p — произвольная полунорма в линейном пространстве X,
а M — подпространство всех векторов x ∈ X, на которых p(x) = 0
(см. п. 9 § 1), то формула

|ξ| = p(x), где x ∈ ξ,

определяет норму в факторпространстве X/M.
Действительно, если x, y ∈ ξ, то y − x ∈ M, и потому p(y) =

= p(x+ y − x) � p(x) + p(y − x) = p(x) и, аналогично, p(x) � p(y).
Таким образом, p(x) = p(y) и |ξ| не зависит от выбора представителя
x ∈ ξ. Очевидно, |ξ| — полунорма, и если |ξ| = 0, то p(x) = 0 для
всех x ∈ ξ; но тогда ξ = M, т. е. ξ — нулевой элемент в X1/M.
Следовательно, |ξ| есть норма в X/M.

В нормированном пространстве X можно также ввести метрику,
положив

ρ(x, y) = |x− y|. (2)

Легко проверить, что аксиомы метрики (см. п. 13 § 2) будут тогда
выполнены. Кроме того, окрестности (1) совпадают с окрестностями,
определенными метрикой (2).

Другими словами, сильная топология в нормированном простран-
стве совпадает с топологией, определенной метрикой

ρ(x, y) = |x− y|.
Всякое линейное подпространство нормированного пространства X

также является нормированным пространством при том же определе-
нии нормы; оно называется нормированным подпространством про-
странства X. Отображение x → x′ нормированного пространства X
в нормированное пространство X ′ называется изометрией, если:

1) x → x′ — изоморфизм линейного пространства X в линейное
пространство X ′ и

2) |x| = |x′| при x→ x′.
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Нормированные пространства X, X ′ называются изометричными, ес-
ли существует изометрия X на X ′.

Нормированное пространство называют полным, если оно является
полным метрическим пространством в метрике ρ(x, y) = |x − y| (см.
п. 13 § 2). Полное нормированное пространство называют также бана-
ховым пространством 1).

II. Всякое неполное нормированное пространство можно попол-
нить, т. е. включить в качестве нормированного подпространства
в полное нормированное пространство.

Действительно, пусть X̃ обозначает пополнение метрического про-
странства X в метрике ρ(x, y) = |x − y| (см. п. 13 § 2). Докажем,
что норму в X и операции сложения и умножения на число можно
доопределить в X̃ таким образом, чтобы X̃ стало нормированным
пространством.

Пусть {xn}, {yn} — фундаментальные последовательности в X,

определяющие элементы x, y ∈ X̃ соответственно. Из соотношений

|αxn − αxm| = |α||xn − xm|,
(xn + yn) − (xm + ym) = |(xn − xm) + (yn − ym)| �

� |xn − xm| + |yn − ym|
заключаем, что {αxn} и {xn + yn} также являются фундаментальными
последовательностями; обозначим через αx и x+ y определяемые ими
элементы пространства X̃.

Тем самым в X̃ будут определены операции умножения на число
и сложения; легко проверить, что аксиомы линейного пространства (см.
п. 1 § 1) при этом будут выполнены. Кроме того, из (2) следует, что

ρ(αx, αy) = |α|ρ(x, y), ρ(x+ z, y + z) = ρ(x, y) (3)

для всех x, y, z ∈ X. Переходя к пределу, убеждаемся в справедливо-

сти соотношений (3) также для всех x, y, z ∈ X̃. Но тогда функция

|x| = ρ(x, 0), x ∈ X̃,

удовлетворяет всем аксиомам 1◦–4◦ нормы. Так, например, в силу
второго из соотношений (3)

|x+ y| = ρ(x+ y, 0) � ρ(x+ y, y) + ρ(y, 0) =

= ρ(x, 0) + ρ(y, 0) = |x| + |y|.
Таким образом, X̃ — нормированное пространство. При этом

ρ(x, y) = ρ(x− y, 0) = |x− y| для всех x, y ∈ X̃

1) С. Банах (1892–1946) — известный польский математик, один из основа-
телей современного функционального анализа.
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и по построению X̃ полно в метрике ρ(x, y); следовательно, X̃ —
полное нормированное пространство.

Из I п. 13 § 2 следует, что X̃ — минимальное полное нормиро-
ванное пространство, содержащее X в качестве нормированного
подпространства, и X плотно в X̃; X̃ называется пополнением
нормированного пространства X. Из I п. 13 § 2 следует также, что
пополнение определяется однозначно с точностью до изометрии, остав-
ляющей на месте точки из X.

III. Конечномерное подпространство в нормированном простран-
стве полно и потому замкнуто.

До к а з а т е л ь с т в о. Согласно I п. 5 § 3 всякая норма в n-мерном
подпространстве Mn топологически эквивалентна норме

|ξ1e1 + . . . + ξnen| =
√
ξ21 + . . . + ξ2n,

где e1, . . ., en — какой-нибудь базис в Mn, а в этой норме Mn,
очевидно, полно.

IV. Если M — замкнутое подпространство нормированного про-
странства X, не совпадающее с X, то для любого ε > 0 существует
вектор y ∈ X такой, что

|y| = 1, |x− y| > 1− ε для всех x ∈ M.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть y0 — элемент из X, не принадлежащий
M; положим

d = inf
x∈M

|x− y0|;

тогда d > 0, ибо при d = 0 мы имели бы: y0 ∈ M = M. Для любого δ > 0
существует элемент x0 ∈ M такой, что d � |x0 − y0| < d+ δ. Полагая

y =
1

|y0 − x0| (y0 − x0),

имеем |y| = 1, и при x ∈ M

|y − x| =
1

|y0 − x0| |y0 − (x0 + |y0 − x0|x)| �

�
d

|y0 − x0| >
d

d + δ
= 1− δ

d + δ
> 1− ε,

если выбрать δ > 0 так, чтобы
δ

d + δ
< ε.

V. Единичный шар бесконечномерного нормированного простран-
ства X не предкомпактен.

До к а з а т е л ь с т в о. Построим по индукции бесконечную последо-
вательность xn ∈ X, удовлетворяющую условиям:

|xn| = 1, |xn − xm| > 1

2
при n �= m.
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В качестве x1 возьмем произвольный элемент в X такой, что |x1| = 1.
Если x1, . . ., xn уже построены, то пусть Mn — подпространство,
натянутое на x1, . . ., xn; оно замкнуто в силу III. Так как X бес-
конечномерно, то Mn �= X, так что в силу IV существует вектор

xn+1, удовлетворяющий условиям: |xn+1| = 1, |x− xn+1| > 1

2
для всех

x ∈ Mn; в частности, |xk − xn+1| > 1

2
при k = 1, 2, . . ., n. Построен-

ная так по индукции последовательность xn принадлежит единичной
сфере и не содержит фундаментальной подпоследовательности; следо-
вательно, единичная сфера, а значит, и единичный шар не являются
предкомпактными.

Топологическое линейное пространство X называют нормируемым,
если в X можно ввести такую норму, что топология в X, определенная
этой нормой, будет совпадать с исходной топологией в X. А.Н. Кол-
могоров [1] доказал, что топологическое линейное пространство
нормируемо тогда и только тогда, когда в X существует ограни-
ченная выпуклая окрестность нуля. При этом множество M в то-
пологическом линейном пространстве X он называет ограниченным,
если εnxn → 0, каковы бы ни были элементы xn ∈M и числа εn → 0.
Можно показать, что в случае локально выпуклого пространства X
это равносильно требованию, чтобы всякий выпуклый функционал p
из достаточного множества {p}, определяющего топологию в X, был
ограничен на M .

Пр и м е ры. 1. Пр о с т р а н с т в о M(T ). Пусть T — произвольное
множество. Обозначим через M(T ) совокупность всех ограниченных
комплексных функций на T . Определим в M(T ) операции умножения
на число и сложения обычным образом, а норму — формулой

|x| = sup
t∈T

|x(t)|.

Легко проверить, что M(T ) станет полным нормированный простран-
ством.

2. Пр о с т р а н с т в о C(T ). Пусть T — топологическое простран-
ство. Обозначим через C(T ) совокупность всех ограниченных непре-
рывных комплексных функций на T . Определим в C(T ) операции
умножения на число, сложения и норму так же, как и в M(T ). Легко
проверить, что тогда C(T ) станет полным нормированным простран-
ством. Очевидно, C(T ) есть замкнутое подпространство в M(T ). Если
T бикомпактно, то в силу VII п. 7 § 2 C(T ) есть совокупность всех
непрерывных комплексных функций на X.

3. Пр о с т р а н с т в о l2. Обозначим через l2 совокупность всех
последовательностей x = {xn}, где xn — комплексные числа, удовле-
творяющие условию

∞∑
n=1

|xn|2 <∞.
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Определим в l2 норму и операции умножения на число и сложения:

|x| =

(
∞∑
n=1

|xn|2
)1/2

, αx = {αxn}, x+ y = {xn + yn},

где x = {xn}, y = {yn}. Это определение операций законно, ибо из
x, y ∈ l2 следует, что также αx ∈ l2 и x + y ∈ l2. Действитель-
но, первое утверждение очевидно, а второе вытекает из неравенства
|xn + yn|2 � 2(|xn|2 + |yn|2).

Мы предоставляем читателю проверку того, что все аксиомы нормы
будут выполнены 1) (см. также п. 1 § 5), так что l2 — нормированное
пространство.

Пространство l2 полно. Действительно, пусть

x(k) = {x(k)
n }, k = 1, 2, 3, . . . ,

— фундаментальная последовательность в l2, так что

|x(k) − x(p)|2 =
∞∑
n=1

|x(k)
n − x(p)

n |2 < ε2 при k, p > N(ε). (4)

Тогда также
|x(k)
n − x(p)

n | < ε при k, p > N(ε);

следовательно, существует

xn = lim
k→∞

x(k)
n .

Кроме того, из (4) вытекает, что, каково бы ни было M ,

M∑
n=1

|x(k)
n − x(p)

n |2 < ε2 при k, p > N(ε). (5)

Переходя в (5) к пределу при k → ∞, получаем, что

M∑
n=1

|xn − x(p)
n |2 � ε2 при p > N(ε). (6)

Так как N(ε) от M не зависит, то в (6) можно перейти к пределу при
M → ∞, и мы получим, что

∞∑
n=1

|xn − x(p)|2 < ε2 при p > N(ε).

1) И что

∣∣∣∣ ∞∑
n=1

xnyn

∣∣∣∣2 �
∞∑

n=1

|x|2
∞∑

n=1

|yn|2 для всех {xn}, {yn} ∈ l2.
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Это означает, что {xn − x
(p)
n }, а значит и {xn} ∈ l2, и что {xn} есть

предел последовательности {x(l)
n }, l = 1, 2, 3, . . . в пространстве l2.

Отметим еще, что l2 сепарабельно; именно, совокупность всех по-
следовательностей {xn} с рациональными xn, в которых только конеч-
ное число членов xn отлично от нуля, образует в l2 счетное плотное
множество.

Другие примеры нормированных пространств см. ниже в § 6.

2. Ряды в нормированном пространстве. Ряд

x1 + x2 + x3 + . . . (1)

из элементов xn нормированного пространства X называют сходящим-
ся, если его частичные суммы

sn = x1 + x2 + . . . + xn, n = 1, 2, 3, . . . ,

образуют сходящуюся в X последовательность; предел этой последо-
вательности называют суммой ряда (1). Ряд (1) называют абсолютно
сходящимся, если сходится числовой ряд

|x1| + |x2| + |x3| + . . . (2)

I. Нормированное пространство X полно тогда и только тогда,
когда в нем каждый абсолютно сходящийся ряд сходится.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть X полно, и пусть ряд (2) сходится.
Тогда при m > n

|xm − xn| = |xn+1 + . . . + xm| � |xn+1| + . . . + |xm|,
следовательно, в силу сходимости ряда (2) {sn} — фундаментальная
последовательность в полном пространстве X и потому имеет предел.

Обратно, пусть в нормированном пространстве X каждый абсо-
лютно сходящийся ряд сходится, и пусть {xn} — фундаментальная
последовательность в X. Тогда из {xn} можно выбрать такую подпо-
следовательность xnk

, что

|xnk+1
− xnk

| < 1

2
k+1

. (3)

Из (3) следует, что ряд xn1
+ (xn2

− xn1
) + (xn3

− xn2
) + . . . абсолютно

сходится и, значит, по условию, сходится к некоторому элементу x ∈X.
Это означает, что

x = lim
k∈∞

[xn1
+ (xn2

− xn1
) + . . . + (xnk

− xnk−1
)] = lim

k→∞
xnk

.

Но тогда из неравенства |x− xn| � |x− xnk
| + |xnk

− xn| и фундамен-
тальности последовательности {xn} заключаем, что также x = lim

n→∞
xn.

Следовательно, X полно.

Необходимость в предложении I легко переносится на локально
выпуклые пространства: пусть {p} — достаточное множество полунорм
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в локально выпуклом пространстве X; ряд x1 + x2 + x3 + . . . в X
называют абсолютно сходящимся, если ряд p(x1) + p(x2) + . . . схо-
дится для каждого p ∈ {p}. Если локально выпуклое пространство
секвенциально полно 1), то в нем каждый абсолютно сходящийся
ряд сходится.

3. Факторпространства полного нормированного пространства.
Пусть X — нормированное пространство, а M — замкнутое подпро-
странство в X; рассмотрим факторпространство X/M, т. е. простран-
ство, элементами которого являются классы ξ, по модулю M (см. п. 4
§ 1). В силу замкнутости подпространства M все эти классы замкнуты.
Определим в X/M норму формулой

|ξ| = inf
x∈ξ

|x|. (1)

Докажем, что все аксиомы нормы (см. п. 1) будут выполнены. Очевид-
но, аксиомы 1◦ и 3◦ выполнены, так что в доказательстве нуждаются
только аксиомы 2◦ и 4◦.

Если ξ = 0, то ξ совпадает с M и потому содержит нулевой элемент
пространства X; следовательно, из (1) вытекает, что |ξ| = 0. Обратно,
пусть |ξ| = 0; в силу (1) отсюда следует, что в классе ξ существует
последовательность xn, для которой |xn| → 0 при n → ∞. Но это
означает, что 0 есть точка прикосновения класса ξ и потому принадле-
жит ξ; следовательно, ξ = M и потому есть нулевой элемент в X/M.
Аксиома 2◦ выполнена.

Перейдем к аксиоме 4◦. Пусть ξ, η ∈ X/M; по определению (1)
нормы, каково бы ни было ε > 0, существуют векторы x ∈ ξ, y ∈ η
такие, что

|x| < |ξ| + ε, |y| < |η| + ε;

следовательно,

|x+ y| � |x| + |y| < |ξ| + |η| + 2ε. (2)

С другой стороны, x + y ∈ {ξ + η}, и потому |ξ + η| � |x + y|. Комби-
нируя это неравенство с (2), получаем

|ξ + η| � |ξ| + |η| + 2ε.

Ввиду произвольности числа ε > 0 отсюда и следует, что

|ξ + η| � |ξ| + |η|.
Пространство X/M, нормированное по формуле (1), мы будем на-

зывать нормированным факторпространством.
Если X — полное нормированное пространство, а M — замкну-

тое подпространство в X, то нормированное факторпространство
X/M также полно.

1) См. п. 13 § 3.

4 Наймарк М.А.
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Док а з а т е л ь с т в о. Пусть ξ1 + ξ2 + . . . — абсолютно сходящийся
ряд, так что ряд

|ξ1| + |ξ2| + . . . (3)

сходится. Из определения (1) нормы в X/M заключаем, что существует
такой элемент xn ∈ ξn, что

|xn| < |ξn| + 1

2n . (4)

Из (4) и сходимости ряда (3) следует, что ряд x1 + x2 + . . . абсолютно
сходится и потому сходится к некоторому элементу x ∈ X, так как X
полно. Пусть ξ — класс, содержащий x. Тогда в силу (1) |ξ − (ξ1 +
+ . . . + ξn)| � |x − (x1 + . . . + xn)| → 0 при n → ∞; следовательно, ряд
ξ1 + ξ2 + . . . сходится к элементу ξ ∈X/M и X/M полно на основании I
п. 2.

4. Ограниченные линейные операторы. Оператор A из нормиро-
ванного пространства X в нормированное пространство Y называют
ограниченным, если существует постоянная C такая, что

|Ax| � C|x| для всех x ∈ DA. (1)

I. Всякий линейный оператор, непрерывный в точке x = 0, огра-
ничен; обратно, всякий ограниченный линейный оператор непре-
рывен.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть оператор A непрерывен в точке x =
= 0. Это означает, что окрестности |y| < ε в Y отвечает окрестность
|x| < δ в X такая, что |Ax| < ε при |x| < δ, x ∈ DA. Полагая при

произвольном x ∈ DA (x �= 0) z =
δ

2|x| x, имеем |z| < δ; поэтому |Az| <
< ε, т. е.

δ

2|x| |Ax| < ε, |Ax| �
2ε

δ
|x| для всех x ∈ DA. Это и означает,

что A ограничен. Обратно, если A ограничен, то его непрерывность
следует из неравенства

|Ax−Ax0| = |A(x− x0)| � C|x− x0|,
справедливого для всех x, x0 ∈ DA.

II. Если пространство Y полно, то ограниченный линейный опе-
ратор A продолжается по непрерывности с сохранением неравен-
ства (1) до ограниченного линейного оператора с областью опреде-
ления DA.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть x0 ∈ DA, так что существует последо-
вательность векторов xn ∈ DA такая, что

|xn − x0| → 0 при n→ 0.

Тогда из неравенства

|Axn −Axm| = |A(xn − xm)| � C|xn − xm|
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вытекает, что {Axn} есть фундаментальная последовательность в пол-
ном пространстве Y и потому имеет предел. Положим

Ãx0 = lim
n→∞

Axn; (2)

это определение не зависит от выбора последовательности xn → x0.
Действительно, если также x′n → x0, x

′
n ∈ DA, то x′n − xn → 0 при

n→ ∞; а отсюда и из (1) следует, что

Ax′n −Axn → 0 при n→ ∞.

Таким образом, формула (2) задает оператор Ã из X в Y с областью
определения DA, являющийся расширением оператора A. Легко прове-

рить (путем перехода к пределу), что Ã линеен и что |Ãx| � C|x| для
всех x ∈ DA.

Если, в частности, DA плотно в X, то Ã есть ограниченный опера-
тор, определенный на всем X.

Будем теперь рассматривать ограниченные линейные операторы из
X в Y , определенные на всем X; совокупность всех таких операторов
обозначим через L(X, Y ).

Если A ∈ L(X, Y ), то при некотором C

|Ax| � C|x| для всех x ∈ X. (3)

В частности,
|Ax| � C

для всех векторов x ∈ X с нормой � 1. Поэтому существует

sup
|x|�1

|Ax|.

Эту верхнюю грань называют нормой ограниченного оператора A
и обозначают |A|. Таким образом, по определению

|A| = sup
|x|�1

|Ax|.

Легко видеть, что также

|A| = sup
x�=0

|Ax|
|x| .

Действительно, полагая
x

|x| = y, имеем |y| = 1, следовательно,

sup
x�=0

|Ax|
|x| = sup

|y|=1

|Ay| = sup
|y|�1

|Ay| = |A|.

Отсюда следует также, что |A| есть наименьшее из чисел C, для
которых выполняется неравенство (3). Очевидно, |A| = 0, лишь если
A = 0.

4*
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III. Если A, B ∈ L(X, Y ), то αA ∈ L(X, Y ) и A + B ∈ L(X, Y ),
причем

|αA| = |α||A|, |A+B| � |A| + |B|.
Утверждения непосредственно следуют из соотношений

|αAx|
|x| = |α| |Ax|

|x| ,
|(A + B) x|

|x| �
|Ax|
|x| +

|Bx|
|x| � |A| + |B|.

Предложение III означает, что L(X, Y ) есть нормированное про-
странство.

IV. Если Y полно, то пространство L(X, Y ) также полно.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть {An} — фундаментальная последова-
тельность в L(X, Y ); каково бы ни было ε > 0, |An −Am| < ε для всех
n, m > N(ε). Отсюда при любом x ∈ X

|Anx−Amx| = |(An −Am)x| < ε|x| при n, m > N(ε), (4)

так что {Anx} есть фундаментальная последовательность в полном
пространстве Y и потому имеет предел. Положим

Ax = lim
n→∞

Anx.

Эта формула определяет оператор из X в Y . Легко проверить, что A
линеен. Докажем, что A ∈ L(X, Y ) и что A есть предел последователь-
ности {An}; тем самым полнота пространства L(X, Y ) будет доказана.

Переходя в (4) к пределу при n→ ∞, получим

|Ax−Amx| � ε|x| при m > N(ε),

следовательно, A−Am ∈ L(X, Y ) и

|A−Am| � ε при m→ N(ε). (5)

Но тогда A = Am + (A−Am) ∈ L(X, Y ); кроме того, (5) означает, что
|A−Am| → 0 при m→ ∞. Предложение IV доказано.

Рассмотрим теперь случай Y = X, т. е. случай ограниченных опера-
торов в X, определенных на всем X. Совокупность всех таких опера-
торов обозначим через B(X), так что B(�) = L(X, X). В дополнение
к предложениям III и IV имеем тогда

V. Если A, B ∈ B(X), то также AB ∈ B(X) и

|AB| � |A||B|.
Утверждение непосредственно следует из неравенств

|ABx|
|x| �

|A||Bx|
|x| �

|A||B||x|
|x| = |A||B|.

VI (С . Б а н а х [1]). Если ограниченный линейный оператор A
взаимно однозначно отображает банахово пространство X на
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банахово пространство Y , то обратный оператор A−1 ограничен
на Y .

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть K — замкнутый шар в X с центром
в нуле и радиусом 1. Отметим прежде всего, что AK не может
быть нигде не плотным в Y . Действительно, предположив противное,
заключаем, что также каждое из множеств A(nK) = nAK (n = 1, 2,
3, . . .) нигде не плотно в Y . Но так как Y =

⋃
n
nAK, то окажется,

что Y — первой категории, а это противоречит полноте Y (см. III
п. 13 § 2). Итак, AK не является нигде не плотным; следовательно,
в Y существует шар B = B(y0, r), в котором AK ∩ B плотно, откуда
B(y0, r) ⊂ AK. Так как AK симметрично, то также B(−y0, r) ⊂ AK.

Пусть Br = B(0, r) — шар в Y с радиусом r и центром 0. Если y ∈ Br,
то y0 + y ∈ B(y0, r) ⊂ AK и −y0 + y ∈ B(−y0, r) ⊂ AK, но тогда также

y =
1

2
(−y0 + y) +

1

2
(y0 + y) ∈ AK, ибо AK выпукло (см. I п. 1 § 3).

Таким образом,
Br ⊂ AK (6)

и, следовательно,

Bεr ⊂ A(εK) для каждого ε > 0. (7)

Докажем теперь, что
Br ⊂ 2AK. (8)

Пусть εn — такая последовательность положительных чисел, что
∞∑
n=1

εn � 1, и пусть y ∈ Br. В силу (6) существует такой элемент

y1 ∈ AK, что |y − y1| � ε1r. Пусть x1 — элемент из K, для которого
y1 = Ax1. Применяя то же рассуждение к элементу y − y1 ∈ Bε1r
и используя (7), заключаем, что существует такой элемент y2 = Ax2,
где x2 ∈ ε1K, что |y − (y1 + y2)| � ε2r. Продолжая это рассуждение,
получим последовательности xn ∈ εnK, yn = Axn такие, что

xn ∈ εn−1K, т. е. |xn| � εn−1, (9)

и
|y − (y1 + . . . + yn)| � εnr. (10)

В силу (9) и полноты пространства X ряд
∞∑
k=1

xk сходится; пусть x —

его сумма. Тогда

|x| � |x1| +
∞∑
k=2

|xk| � 1 +
∞∑
k=1

εk−1 � 2, т. е. x ∈ 2K

и

Ax =
∞∑
k=1

Axk =
∞∑
k=1

yk,
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так что, в силу (10),
Ax = y.

Итак, для каждого y ∈ Br существует такой элемент x ∈ 2K, что Ax =
= y, чем (8) и доказано. Пусть теперь y — произвольный ненулевой
элемент из Y . Положим y′ =

r

|y| y. Тогда y
′ ∈ Br; в силу (8) y′ = Ax′,

где |x′| � 2. Положив x =
|y|
r
x′, имеем Ax = y, x = A−1y и

|A−1y| = |x| =
|y|
r

|x′| �
2

r
|y|,

что и доказывает ограниченность оператора A−1.

VII. Если линейное пространство X полно как относительно
нормы |x|, так и относительно нормы |x|1, и если

|x|1 � |x| для всех x ∈ X, (11)

то существует постоянная C такая, что

|x|1 � C|x|.
Док а з а т е л ь с т в о. Обозначим через X и X1 линейные простран-

ства X, рассматриваемые как пространства Банаха с нормами |x| и |x|1
соответственно. Оператор A из X1 в X, определенный равенством
Ax = x, отображает X1 на X взаимно однозначно и линейно и в силу
(11) ограничен. Поэтому остается применить предложение VI.

Две нормы |x| и |x|1 в линейном пространстве X называют эквива-
лентными, если существуют постоянные C1 и C2 такие, что

C1|x| � |x|1 � C2|x|.
Очевидно, эквивалентные нормы определяют в X одну и ту же топо-
логию. Легко показать, что и обратно, две нормы, определяющие одну
и ту же топологию в X, эквивалентны. Предложение VII означает,
что нормы |x| и |x|1, удовлетворяющие условиям этого предложения,
эквивалентны.

5. Ограниченные линейные функционалы; сопряженное про-
странство. Линейный функционал f в нормированном пространстве X
называют ограниченным, если существует постоянная C такая, что

|f(x)| � C|x| для всех x ∈ Df .

Очевидно, ограниченный линейный функционал есть частный случай
ограниченного линейного оператора, а именно — оператор из X в Y ,
где Y = C — пространство скаляров (см. п. 1 § 3). Поэтому резуль-
таты п. 4 об ограниченных операторах применимы к ограниченным
функционалам. В частности, совокупность L(X, C) всех ограничен-
ных линейных функционалов в X, определенных на всем X, есть
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нормированное линейное пространство, причем норма |f | ограниченно-
го функционала f определяется соотношениями

|f | = sup
|x|�1

|f(x)| = sup
x�=0

|f(x)|
|x| .

Это пространство называют сопряженным к X к обозначают X ′. Про-
странство, сопряженное к X ′, называют вторым сопряженным к X
и обозначают X ′′. Аналогично можно определить третье, четвертое
и т. д. сопряженные пространства.

Так как пространство C всех скаляров полно, то в силу IV п. 4
I. Сопряженное пространство полно.

Далее, применяя теорему 2 п. 9 § 1 и ее следствие к p(x) = |x|,
заключаем:

II. Всякий ограниченный линейный функционал, заданный на
подпространстве нормированного пространства X, можно продол-
жить с сохранением нормы на все пространство X.

III. Для всякого вектора x ∈ X существует функционал f ∈ X ′

такой, что
f(x) = |x|, |f | = 1.

Поэтому
IV. Если f(x) = 0 для любого функционала f ∈ X ′, то x = 0.
Положим, при фиксированном x ∈ X,

Fx(f) = f(x), f ∈ X ′;

очевидно, Fx есть линейный функционал в X ′. Этот функционал огра-
ничен, ибо

|Fx(f)| = |f(x)| � |x||f |, (1)

т. е. Fx ∈ X ′′.
Из (1) следует, что |Fx| � |x|. С другой стороны, согласно III

в соотношении (1) при некоторых f имеет место знак равенства.
Следовательно, |Fx| = |x|. Таким образом,

V. Соответствие x → Fx есть изометрическое отображение X
в X ′′.

Поэтому можно отождествить вектор x с порожденным им функ-
ционалом Fx и считать X частью X ′′. Если при этом X = X ′′, то
пространство X называют рефлексивным. Таким образом, рефлексив-
ность пространства X означает, что всякий ограниченный линейный
функционал F в X ′ записывается в виде

F (f) = f(x),

где x — некоторый вектор из X.

6. Вполне непрерывные операторы. Линейный оператор A в ба-
наховом пространстве X называют вполне непрерывным, если он
переводит всякое ограниченное множество в предкомпактное, или,
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что равносильно этому, если каждая ограниченная последовательность
{xn} из X обладает такой подпоследовательностью {xkn

}, что {Axnk
}

сходится.
Оператор A называется конечномерным, если его область значе-

ний конечномерна. Ограниченный конечномерный оператор A вполне
непрерывен. Действительно, такой оператор переводит каждое ограни-
ченное множество из X в ограниченное подмножество конечномерного
пространства; последнее же множество предкомпактно в силу теоремы
Больцано–Вейерштрасса.

I. Всякий вполне непрерывный оператор ограничен.
Действительно, в противном случае существовала бы последова-

тельность xn такая, что

|xn| = 1, |Axn| > n,

и оператор A переводил бы ограниченное множество {xn} в множество
{Axn}, очевидно, не являющееся предкомпактным.

Отметим, что обратное утверждение неверно. Так, единичный опе-
ратор в бесконечномерном пространстве ограничен, но не вполне непре-
рывен, ибо он отображает единичную сферу на себя, т. е. на множество,
не являющееся предкомпактным (см. V п. 1).

II. Если оператор A вполне непрерывен, а оператор B всюду
определен в X и ограничен, то операторы AB и BA вполне непре-
рывны.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть {xn} — ограниченная последователь-
ность. Так как A вполне непрерывен, то из нее можно выделить подпо-
следовательность {x′n} такую, что {Ax′n} сходится; тогда ввиду огра-
ниченности оператора B последовательность {BAx′n} также сходится.
Следовательно, оператор BA вполне непрерывен. Далее, последова-
тельность {Bxn} ограничена; поэтому последовательность {ABxn}
предкомпактна; а это означает, что оператор AB вполне непрерывен.

Аналогично II можно доказать, что
III. Если A1, A2 — вполне непрерывные операторы, то и α1A1 +

+ α2A2 — вполне непрерывный оператор.
IV. Если An — последовательность вполне непрерывных опера-

торов такая, что

|A−An| → 0 при n→ ∞,

то оператор A также вполне непрерывен.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть K = Kc — шар в X, определяемый
неравенством |x| � c; положим εn = |A−An|c. Тогда при x ∈ K

|(A−An)x| � |A−An|c = εn;

следовательно, предкомпактное множество AnK образует εn-сеть для
множества AK. Так как εn → 0 при n→∞, то на основании II п. 14 § 2
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множество AK предкомпактно; это означает, что оператор A вполне
непрерывен.

В следующем предложении дается пример вполне непрерывного
оператора.

V. Если ∞∑
i,k=1

|aik|2 < +∞,

то оператор A в пространстве 1) l2, определенный формулами

A{xi} = {yi}, где yi =
∞∑
k=1

aikxk (i = 1, 2, 3, . . . ), (1)

вполне непрерывен.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего отметим, что A ограничен.
Действительно, в силу (1)

|Ax|2 =
∞∑
i=1

|yi|2 =
∞∑
i=1

∞∑
k=1

|aikxk|2 �

�
∞∑
i=1

∞∑
k=1

|aik|2
∞∑
k=1

|xk|2 =

(
∞∑

i,k=1

|aik|2
)
|x|2. (2)

Обозначим через An оператор, переводящий всякий вектор x =
= {x1, x2, x3, . . .} в вектор y(n) = {y1, . . . , yn, 0, 0, . . .}, где числа yi
определяются формулой (1). Оператор An конечномерен и, как видно
из (2), ограничен; следовательно, оператор An вполне непрерывен.
С другой стороны,

|(A−An)x|2 =
∞∑

i=n+1

|yi|2 =
∞∑

i=n+1

∣∣∣∣∣ ∞∑
k=1

aikxk

∣∣∣∣∣
2

�
∞∑

i=n+1

∞∑
k=1

|aik|2
∞∑
k=1

|xk|2;

отсюда

|A−An| �

(
∞∑

i=n+1

∞∑
k=1

|aik|2
)1/2

→ 0 при n→ ∞,

и остается применить предложение IV.

7. Аналитические вектор-функции в полном нормированном
пространстве. Понятие аналитической вектор-функции было нами
определено в локально выпуклом пространстве (см. п. 12 § 3); в част-
ности, оно тем самым определено в нормированном пространстве. Та-
ким образом, вектор-функция x(λ) со значениями в нормированном

1) См. пример 3 п. 1.
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пространстве X называется аналитической в области G комплексной
λ-плоскости, если в каждой точке λ ∈ G существует

x′(λ) = lim
Δλ→0

x(λ + Δλ) − x(λ)

Δλ

в смысле топологии, определенной нормой в X.
I (Те о р е м а Кош и). Если вектор-функция x(λ) аналитична

внутри области, ограниченной спрямляемым жордановым конту-
ром Γ, и непрерывна на замыкании этой области, то∫

Γ

x(λ) dλ = 0.

Док а з а т е л ь с т в о. Применяя обычные рассуждения и пользуясь
полнотой пространства X, легко показать, что интеграл непрерывной
вектор-функции x(λ) по спрямляемой кривой Γ существует в смысле
топологии в X. Положим

y =
∫

Γ

x(λ) dλ.

Тогда для любого ограниченного линейного функционала f

f(y) =
∫

Γ

f(x(λ)) dλ = 0, (1)

ибо f(x(λ)) есть числовая функция, аналитичная внутри указанной
области и непрерывная на ее замыкании, и потому к f(x(λ)) приме-
нима обычная теорема Коши. В силу произвольности функционала f
заключаем из (1), что y = 0 (см. IV п. 5).

Аналогично доказывается
II (И н т е г р а л ь н а я ф о рм ул а Кош и). Если вектор-функция

x(λ) в полном нормированном пространстве X аналитична внут-
ри области, ограниченной спрямляемым жордановым контуром Γ,
и непрерывна на ее замыкании, то для любой точки λ внутри Γ

x(λ) =
1

2πi

∫

Γ

x(ξ)

ξ − λ
dξ. (2)

Применяя к формуле (2) обычные рассуждения, заключаем:
III. Всякая вектор-функция x(λ) в полном нормированном про-

странстве X, аналитичная внутри круга |λ − λ0| < r, бесконечно
дифференцируема внутри этого круга и представляется там в виде
суммы абсолютно сходящегося ряда Тэйлора

x(λ) = x0 + (λ− λ0)x1 + (λ− λ0)
2x2 + . . . , (3)

где
xn =

1

n!
x(n)(λ0). (4)
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Радиус R абсолютной сходимости этого ряда, с одной стороны,
равен расстоянию от λ0 до ближайшей точки неаналитичности
функции x(λ), с другой стороны, на основании теоремы Коши–
Адамара

R =
1

lim
n→∞

n
√

|xn|
. (5)

Действительно, если x(λ) аналитична в круге |λ − λ0| < r, то она
непрерывна на любой окружности |λ − λ0| = r1 < r; поэтому число-
вая функция |x(λ)| непрерывна, а значит, ограничена на окружности
|λ− λ0| = r1 < r. Отсюда заключаем, что при |λ− λ0| < r1 < r ряд

x(ξ)

ξ − λ
=

x(ξ)

ξ − λ0

· 1

1− λ − λ0

ξ − λ0

=
∞∑
n=0

x(ξ)

(ξ − λ0)
n+1

(λ− λ0)
n

сходится равномерно на окружности |ξ − λ0| = r1. Интегрируя почленно
этот ряд и пользуясь формулой (2), а также формулами, получающими-
ся из нее дифференцированием, получим (3)–(4), причем ряд в формуле
(3) будет сходиться абсолютно при |λ− λ0| < r.

Обратно, если (3)–(4) имеет место в круге |λ − λ0| < r, то тогда
непосредственным почленным интегрированием получаем, что формула
(2) справедлива для любого жорданова контура Γ, целиком лежащего
внутри этого круга. Отсюда легко следует аналитичность функции x(λ)
внутри круга |λ− λ0| < r.

Легко видеть, что предложения I–III остаются справедливыми
в любом секвенциально полном локально выпуклом пространстве X.
При этом формулу (5) следует заменить формулой

R = inf
p

1

lim
n→∞

n
√

p(xn)
, (6)

где нижняя грань берется по всем полунормам p достаточного множе-
ства, определяющего топологию в X.

§ 5. Гильбертово пространство

1. Определение гильбертова пространства. Векторное простран-
ство R будем называть предгильбертовым, если в нем определена
функция двух переменных x и y, обозначаемая обычно через (x, y),
удовлетворяющая следующим условиям:

1) (x, x) � 0; (x, x) = 0 лишь при x = 0;
2) (y, x) = (x, y);
3) (λx, y) = λ(x, y);
4) (x1 + x2, y) = (x1, y) + (x2, y).
Эту функцию (x, y) называют скалярным произведением элементов

x и y.
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Из свойств 2)–4) следует, что

(x, λy) = λ(x, y), (x, y1 + y2) = (x, y1) + (x, y2).

Во всяком предгильбертовом пространстве имеет место нера-
венство

|(x, y)|2 � (x, x)(y, y); (1)

его называют неравенством Коши–Буняковского.
При y = 0 это неравенство очевидно; при y �= 0 оно непосредственно

вытекает из неравенства

(x, x) − λ(x, y) − λ(x, y) + λλ(y, y) = (x− λy, x− λy) � 0, (1′)

если положить λ =
(x, y)

(y, y)
. Отсюда видно также, что знак равенства

в (1) имеет место тогда и только тогда, когда x = λy или y = 0.
В предгильбертовом пространстве можно ввести норму, положив

|x| =
√

(x, x). (2)

При этом все аксиомы нормы будут выполнены, т. е. |x| � 0; |x| = 0
тогда и только тогда, когда x = 0; |λx| = |λ| · |x|; |x + y| � |x| + |y|
(см. п. 1 § 4). Первые три свойства очевидны, а последнее следует из
неравенства Коши–Буняковского; именно:

|x+ y|2 = (x+ y, x+ y) = (x, x) + (x, y) + (y, x) + (y, y) �

� (x, x) + 2
√

(x, x)(y, y) + (y, y) = (|x| + |y|)2.

Следовательно, при определении нормы по формуле (2) R — нормиро-
ванное пространство.

В некоторых случаях приходится рассматривать функцию (x, y)
в линейном пространстве R, удовлетворяющую условиям 2)–4), но,
может быть, не удовлетворяющую условию 1). Такую функцию на-
зывают эрмитовой формой в R. Эрмитову форму (x, y) называют
положительно определенной, если (x, x) � 0. Неравенство (1) оста-
ется справедливым для любой положительно определенной эрмитовой
формы (x, y), и потому p(x) = (x, x) есть полунорма. Действительно,
если (y, y) > 0, то повторяем рассуждение при выводе неравенства
(1). Если (y, y) = 0, но (x, x) > 0, то меняем в этом рассуждении x
и y ролями. Наконец, если (x, x) = (y, y) = 0, то, полагая λ = (x, y)
в полученном из (1′) неравенстве

−λ(x, y) − λ(x, y) � 0,
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заключаем, что −2|(x, y)|2 � 0, следовательно, (x, y) = 0 и неравенство
(1), очевидно, выполняется 1). Применяя поэтому к R предложение I
п. 1 § 4, мы приходим к следующему результату.

I. Если (x, y) — положительно определенная эрмитова форма
в линейном пространстве R, а M — подпространство всех векторов
x ∈ R, на которых (x, x) = 0, то формула

(ξ, η) = (x, y), где x ∈ ξ, y ∈ η,

определяет скалярное произведение в R/M.
Пусть снова (x, y) — скалярное произведение. Очевидно, неравен-

ство (1) можно переписать в виде

|(x, y)| � |x||y|.
Из него следует, что скалярное произведение (x, y) есть непрерывная
функция по совокупности переменных x, y (в топологии, определен-
ной нормой в R). Действительно,

|(x+ Δx, y + Δy) − (x, y)| = |(x, Δy) + (Δx, y) + (Δx, Δy)| �

� |x||Δy| + |y||Δx| + |Δx||Δy|. (3)

Гильбертовым пространством называют предгильбертово про-
странство, полное в смысле нормы |x| =

√
(x, x).

Гильбертово пространство мы будем обычно обозначать буквой H.
II. Всякое предгильбертово пространство R можно пополнить

до гильбертова пространства.
Действительно, R есть нормированное пространство с нормой |x| =

=
√

(x, x) и потому его можно пополнить до полного нормированного

пространства R̃ (см. II п. 1 § 4). Докажем, что скалярное произведение
(x, y) можно доопределить в R с сохранением формулы |x| =

√
(x, x);

тем самым наше предложение будет доказано.
Пусть {xn}, {yn} — фундаментальные последовательности в R,

сходящиеся к x0, y0 ∈ R̃ соответственно. Полагая в (3) x = xn, y = yn
и x + Δx = xm, y + Δy = ym, мы заключаем, что {(xn, yn)} есть

1) Фактически мы доказали, что неравенство

|b|2 � ac (2′)

есть необходимое условие неотрицательности формы

F (ξ, η) = a|ξ|2 + bξη + b ξη + c|η|2
при любых комплексных ξ и η. Это условие вместе с неравенствами a � 0,
c � 0 также достаточно для неотрицательности формы F (ξ, η). Действительно,
если, например, a = 0, то в силу (2′) также b = 0 и F (ξ, η) = c|η|2 � 0. Если
же a > 0, то в силу (2′)

F (ξ, η) =

∣∣∣∣√aξ +
b

√
a

η

∣∣∣∣2 +
1

a
(ac − |b|2)|η|2 � 0.
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фундаментальная числовая последовательность и потому имеет предел.
Положим

(x0, y0) = lim
n→∞

(xn, yn);

из (3) легко следует, что (x0, y0) не зависит от выбора фундаменталь-
ных последовательностей {xn}, {yn}, сходящихся к x0, y0. Переходя
к пределу в соотношениях

(yn, xn) = (xn, yn), (λxn, yn) = λ(xn, yn),

(xn + yn, zn) = (xn, zn) + (yn, zn), где zn ∈ R и zn → z0 ∈ R̃,

и
|xn| =

√
(xn, xn),

убеждаемся в том, что (x0, y0) удовлетворяет условиям 2)–4) и что

|x0| =
√

(x0, x0) для всех x0, y0 ∈ R̃. Так как (x0, x0) = |x0|2, то условие
1) также выполняется.

Если M — замкнутое подпространство в гильбертовом простран-
стве H, то скалярное произведение, заданное во всем H, задано,
в частности, в M и M полно относительно нормы, определенной этим
скалярным произведением. Следовательно,

III. Всякое замкнутое подпространство гильбертова простран-
ства есть также гильбертово пространство.

Пр и м е р. Пространство l2 (см. пример 3 п. 1 § 4) есть гильбертово
пространство, если скалярное произведение его элементов x = {xn},
y = {yn} определить по формуле

(x, y) =
∞∑
n=1

xnyn; (4)

сходимость ряда в правой части формулы (4) следует из неравенства

|xnyn| �
1

2
(|xn|2 + |yn|2).

Другие примеры гильбертова пространства см. ниже в п. 4 и в § 6.

2. Проекция вектора на подпространство. Два вектора в пред-
гильбертовом пространстве R называют ортогональными, если их
скалярное произведение равно нулю.

Тот факт, что векторы x и y ортогональны, обозначают так: x ⊥ y.
Два множества в предгильбертовом пространстве R называют орто-
гональными друг к другу, если каждый вектор первого множества
ортогонален к каждому вектору второго множества. Ортогональность
двух множеств S1, S2 ⊂ R обозначается так: S1 ⊥ S2. Легко проверить,
что совокупность всех векторов, ортогональных к некоторому мно-
жеству S ⊂ R, есть замкнутое подпространство в R. Это подпро-
странство называют ортогональным дополнением в R и обозначают
R� S.
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I. Не р а в е н с т в о Б е п п о Ле в и (Beppo Levi). Пусть M — под-
пространство в предгильбертовом пространстве R, а x — вектор
в R, отстоящий от M на расстоянии d; тогда для любых двух
векторов y1, y2 ∈ M

|y1 − y2| �
√
|x− y1|2 − d2 +

√
|x− y2|2 − d2. (1)

Док а з а т е л ь с т в о. Положим z1 = x− y1, z2 = x− y2; при любом
комплексном λ �= 1 вектор

y1 − λy2

1− λ

принадлежит M, и потому∣∣∣x− y1 − λy2

1− λ

∣∣∣2 � d2,

т. е.

|z1 − λz2|2 � d2|1− λ|2, (2)

[(z1, z1) − d2] − λ[(z1, z2) − d2] − λ[(z2, z1) − d2] +

+ λλ[(z2, z2) − d2] � 0. (3)

Очевидно (2), а значит и (3), имеет также место при λ = 1. Отсюда,
повторяя рассуждение, проведенное на с. 108, получим, что

|(z1, z2) − d2|2 � [(z1, z1) − d2][(z2, z2) − d2]. (4)

Но

|y1 − y2|2 = |z1 − z2|2 = (z1 − z2, z1 − z2) =

= |z1|2 + |z2|2 − (z1, z2) − (z2, z1) =

= [|z1|2 − d2] + [|z2|2 − d2] − [(z1, z2) − d2] − [(z2, z1) − d2] �

� [|z1|2 − d2] + [|z2|2 − d2] + 2|(z1, z2) − d2|;
следовательно, в силу (4)

|y1 − y2|2 � [|z1|2 − d2] + [|z2|2 − d2] +

+ 2

√
[|z1|2 − d2][|z2|2 − d2] = (

√
|z1|2 − d2 +

√
|z2|2 − d2)2,

а отсюда следует неравенство (1).

II. Если M — замкнутое подпространство в гильбертовом про-
странстве H, а x — произвольный вектор в H, то в M существует
и притом только один вектор x′ такой, что x− x′ ⊥ M.

До к а з а т е л ь с т в о. Положим

d = inf
y∈M

|x− y|;
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существует последовательность yn ∈ M такая, что

d = lim
n→∞

|x− yn|. (5)

Неравенство Беппо Леви

|yn − ym| �
√
|x− yn|2 − d2 +

√
|x− ym|2 − d2

показывает, что {yn} — фундаментальная последовательность и потому
имеет предел; обозначим его x′. Очевидно, x′ ∈ M, ибо M замкнуто.
Переходя в (5) к пределу, получим

d = |x− x′|.
Докажем, что x− x′ ⊥ M, т. е. что

(x− x′, y) = 0 для всех y ∈ M.

Положим x− x′ = x′′ и
t = − (x′′

, y)

(y, y)
. (6)

Так как x′ − ty ∈ M, то

d2 � |x− (x′ − ty)|2 = |x′′ + ty|2 = (x′′ + ty, x′′ + ty) =

= (x′′, x′′) + t(x′′, y) + t(y, x′′) + tt(y, y).

Подставляя сюда значение t из (6) и вспоминая, что (x′′, x′′) = d2,
получаем:

− |(x′′
, y)|2

(y, y)
� 0;

следовательно, (x′′, y) = 0.
Остается доказать единственность вектора x′.
Предположим, что также x = y′ + y′′, где y′ ∈ M, y′′ ⊥ M. Тогда

x′ + x′′ = y′ + y′′, следовательно,

x′ − y′ = y′′ − x′′,

где x′ − y′ ∈ M, y′′ − x′′ ⊥ M. Но в таком случае x′ − y′ ортогонален
к самому себе, т. е.

(x′ − y′, x′ − y′) = 0,

и потому x′ − y′ = 0, x′ = y′.

Вектор x′ ⊥ M, для которого x − x′ ⊥ M, называют проекцией
вектора x на подпространство M.

Понятие проекции вдпускает особенно простую интерпретацию
в трехмерном пространстве.

Пусть, например, M — совокупность всех векторов, исходящих из
начала координат и лежащих в одной плоскости π (рис. 3). Тогда
формула x = x′ + x′′ представляет собой разложение произвольного
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вектора x на две составляющие: x′ и x′′, из которых первая лежит
в плоскости π, а вторая ⊥ π.

Рис. 3.

Следовательно, в этом случае данное нами определение проекции
совпадает с обычным определением проекции вектора на плоскость.

Очевидно, предложение II можно сформулировать следующим об-
разом.

II′. Если M — замкнутое подпространство в гильбертовом про-
странстве H, то всякий вектор x ∈ H можно и притом единствен-
ным образом представить в виде x = x′ + x′′, где x′ ∈ M, x′′ ∈ H�M.

Если, в частности, x ⊥ H � M, то также x′′ = x− x′ ⊥ H � M; так
как, с другой стороны, x′′ ∈ H � M, то x′′ = 0 и x = x′ ∈ M. Другими
словами:

III. Замкнутое подпространство M есть ортогональное допол-
нение своего ортогонального дополнения H � M:

H � (H � M) = M. (7)

Отметим еще следующее важное следствие предложения II.
IV. Подпространство M тогда и только тогда плотно в H,

когда в H не существует ненулевого вектора, ортогонального к M.

До к а з а т е л ь с т в о. Замыкание M есть замкнутое подпростран-
ство в H, совпадающее с H тогда и только тогда, когда M плотно в H.
Следовательно, если M плотно в H, то всякий вектор x, ортогональный
к M, ортогонален также к M = H и потому равен нулю. Обратно, если
всякий вектор x, ортогональный к M (а значит, и к M), равен нулю,
то H � M = (0) и формула (7) дает M = H � (H � M) = H � {0} = H.

3. Ограниченные линейные функционалы в гильбертовом про-
странстве.

Те о р ем а Ф . Ри с с а. Всякий ограниченный линейный функци-
онал f в гильбертовом пространстве H представляется и притом
единственным образом в виде

f(x) = (x, y), (1)
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где y — фиксированный вектор в H. При этом

|f | = |y|. (2)

Обратно, при любом y ∈ H формула (1) определяет ограниченный
линейный функционал в H.

До к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через M совокупность всех век-
торов x, для которых f(x) = 0; очевидно, M — замкнутое подпро-
странство в H. Если M = H, то f = 0 и (1) выполняется при y = 0.
Рассмотрим поэтому тот случай, когда M �= H. В силу III п. 2 в этом
случае H � M �= (0) и потому в H � M существует вектор z �= 0.
Очевидно, f(z) �= 0, ибо в противном случае вектор z принадлежал бы

M. Вектор u = x− f(x)

f(z)
z принадлежит M, ибо

f(u) = f(x) − f(x)

f(z)
f(z) = 0;

следовательно, u ⊥ z. Это означает, что (u, z) = 0, т. е.

(x, z) − f(x)

f(z)
(z, z) = 0.

Отсюда

f(x) =

(
x,

f(z)z

(z, z)

)
,

так что вектор y =
f(z)

(z, z)
z удовлетворяет соотношению (1).

Единственность вектора y очевидна, ибо если также f(x) = (x, y′),
то (x, y − y′) = 0 для всех x ∈ H; взяв x = y − y′, получим, что y − y′ =
= 0, т. е. y′ = y.

Остается доказать формулу (2). Но из (1) следует, что

|f(x)| = |(x, y)| � |x||y|,
причем знак равенства достигается при x = y, следовательно, |f | = |y|.
Последнее утверждение теоремы очевидно (см. предыдущее неравен-
ство).

Доказанная теорема означает, что существует сохраняющее норму
соответствие f ↔ y между ограниченными линейными функционалами
f в H и векторами y ∈ H. Нетрудно проверить, что если f1 ↔ y1
и f2 ↔ y2, то α1f1 + α2f2 ↔ α1y1 + α2y2; такое соответствие называют
антилинейным.

Пусть H1 — подпространство в H. Функцию (x, y)1, заданную для
всех x, y ∈ H1, называют билинейной формой 1), если:

1) Термин «билинейная форма» не совсем точен в силу условия 4); тем
не менее мы будем им пользоваться, поскольку он общепринят. В книге
Н. Бурбаки [4] вместо него применяется термин «полуторалинейная форма».
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1) (x1 + x2, y)1 = (x1, y)1 + (x2, y)1,
2) (x, y1 + y2)1 = (x, y1)1 + (x, y2)1,
3) (αx, y)1 = α(x, y)1,
4) (x, αy)1 = α(x, y)1

для всех x, y, x1, y1, x2, y2 ∈ H1 и всех чисел α. Очевидно, билинейная
форма эрмитова тогда и только тогда, когда (y, x)1 = (x, y)1.

Билинейную форму (x, y)1, заданную на подпространстве H1 ⊂ H,
называют ограниченной, если

|(x, y)1| � C|x||y|, (3)

где C — некоторая постоянная. Из теоремы Ф. Рисса вытекает
С л е д с т в и е. Всякая ограниченная билинейная форма (x, y)1,

заданная на подпространстве H1, плотном в H, представляется
и притом единственным образом в виде

(x, y)1 = (x, Ay), x, y ∈ H1, (4)

где A — ограниченный оператор в H с областью определения
DA = H. Следовательно, (x, y)1 продолжается с сохранением нера-
венства (3) до ограниченной билинейной формы во всем простран-
стве H.

До к а з а т е л ь с т в о. Из неравенства (3) вытекает, что при фик-
сированном y форма (x, y)1 есть ограниченный линейный функционал
в H1 и потому продолжается единственным образом до ограниченного
линейного функционала в H (см. II п. 4 § 4). На основании теоремы Ф.
Рисса (x, y)1 = (x, y′), где y′ ∈ H и

|y′| � C|y|. (5)

Положим y′ = Ay; очевидно, оператор A линеен и в силу (5) ограни-
чен, причем DA = H1. Следовательно, он продолжается с сохранением
неравенства (5) до ограниченного линейного оператора с областью
определения DA = H. При этом

(x, Ay) = (x, y′) = (x, y)1 для всех x, y ∈ H1.

Последнее утверждение следствия вытекает из того, что (x, Ay)
определено для всех x, y ∈ H и |A| � C.

4. Ортогональные системы векторов в гильбертовом простран-
стве. Множество векторов гильбертова пространства называют ор-
тогональной системой, если каждые два различных вектора этого
множества ортогональны.

I. Если x1, x2, . . ., xn — ортогональная система, то

|x1 + x2 + . . . + xn|2 = |x1|2 + |x2|2 + . . . + |xn|2.



116 Гл. I. Основные сведения из топологии и функционального анализа

Действительно, (xj , xk) = 0, при j �= k, и потому

|x1 + x2 + . . . + xn|2 = (x1 + x2 + . . . + xn, x1 + x2 + . . . + xn) =

= (x1, x1) + (x2, x2) + . . . + (xn, xn) = |x1|2 + |x2|2 + . . . + |xn|2.
II. Если {xn} — счетная ортогональная система, то ряд

x1 + x2 + x3 + . . . (1)

сходится тогда и только тогда, когда сходится ряд

|x1|2 + |x2|2 + |x3|2 + . . . . (2)

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть sn — сумма первых n членов ряда (1),
а σn — сумма первых n членов ряда (2). Тогда в силу I

|sn+p − sn|2 = |xn+1 + . . . + xn+p|2 =

= |xn+1|2 + . . . + |xn+p|2 = σn+p − σn,

так что {sn} — фундаментальная последовательность в H тогда и толь-
ко тогда, когда {σn} — фундаментальная числовая последовательность.

Вектор x называют нормированным, если |x| = 1. Если x �= 0, то

вектор y =
1

|x| x — нормированный. Переход от x к y называют нор-

мированием вектора x. Ортогональную систему, все векторы которой
нормированы, называют ортонормальной системой.

Если e — элемент ортонормальной системы, то скалярное произве-
дение

α = (x, e)

называется коэффициентом Фурье вектора x относительно элемен-
та e.

III. Если e1, e2, . . ., en — векторы ортонормальной системы и

αk = (x, ek), k = 1, 2, . . . , n, (3)

— соответствующие коэффициенты Фурье, то

n∑
k=1

|αk|2 � |x|2. (4)

До к а з а т е л ь с т в о. Положим

y = x−
n∑
k=1

akek.
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Из (3) легко следует, что y ⊥ ek, k = 1, 2, . . ., n, и потому векторы
α1e1, . . ., αnen, y образуют ортогональную систему; следовательно,
в силу I

|x|2 =
n∑
k=1

|αkek|2 + |y|2 =
n∑
k=1

|αk|2 + |y|2,

откуда
n∑
k=1

|αk|2 � |x|2.

Неравенство (4) называют неравенством Бесселя. Из этого неравен-
ства непосредственно следует, что

IV. Всякий вектор x имеет не более счетного числа отличных
от нуля коэффициентов Фурье относительно фиксированной орто-
нормальной системы.

Далее,
V. Если e1, e2, e3, . . . — счетная ортонормальная система в H

и αk = (x, ek), k = 1, 2, 3, . . ., — соответствующие коэффициенты
Фурье вектора x ∈ H, то ряд

∞∑
k=1

αkek (5)

сходится в H и разность x −
∞∑
k=1

αkek есть вектор, ортогональный

ко всем векторам e1, e2, . . ..

До к а з а т е л ь с т в о. Из II и (4) следует, что ряд (5) сходится.
Далее, (

x−
n∑
k=1

αkek, ep
)

= 0 при n > p;

переходя в этом равенстве к пределу и пользуясь непрерывностью
скалярного произведения (см. п. 1), заключаем, что(

x−
∞∑
k=1

αkek, ep
)

= 0 для всех p = 1, 2, 3, . . . .

Пусть теперь {eν} — произвольная ортонормальная система в H

(ν — индекс, пробегающий произвольное множество). В силу IV для
каждого x ∈ H в {eν} существует не более счетного числа элементов
таких, что (x, eν) �= 0; пусть это будут элементы eνk

, k = 1, 2, 3, . . ..
Условимся писать

∑
ν
ανeν вместо

∑
k

aνk
eνk

; в силу V этот ряд сходится

и вектор x−∑
ν
ανeν ортогонален ко всем eν .

Ортонормальную систему называют полной, если не существует
ненулевого вектора, ортогонального ко всем векторам этой системы.
Другими словами, полнота системы означает, что эту систему нельзя
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дополнить до более широкой ортонормальной системы путем присоеди-
нения новых элементов.

В силу IV п. 2 справедливо следующее утверждение.
VI. Ортонормальная система полна тогда и только тогда, когда

подпространство, на нее натянутое, плотно в H.

VII. Во всяком (ненулевом) гильбертовом пространстве суще-
ствует полная ортонормальная система.

До к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим в H всевозможные ортонормаль-
ные системы; при H �= (0) такие системы существуют, например, си-
стемы, состоящие из одного нормированного элемента. Для двух таких
систем {eν}, {e′μ} условимся писать {eν} ≺ {e′μ}, если каждое eν
есть некоторое e′μ. Тогда совокупность всех ортонормальных систем
в H станет частично упорядоченным множеством, удовлетворяющим
условию леммы Цорна (см. добавление I); именно, верхней гранью
линейно упорядоченного множества ортонормальных систем является
ортонормальная система, полученная объединением всех ортонормаль-
ных систем этого множества. На основании леммы Цорна в H су-
ществует максимальная ортонормальная система. Она и будет полной
ортонормальной системой в H.

Отметим, что в сепарабельном гильбертовом пространстве H можно
обойтись без применения леммы Цорна. Действительно, пусть {xn} —
последовательность, плотная в H. Выбросим из этой последователь-
ности каждый вектор xn, который является линейной комбинацией
предыдущих векторов x1, . . ., xn−1; мы получим новую конечную или
бесконечную последовательность, — обозначим ее {yn}, — в которой
никакой вектор yn не является линейной комбинацией предыдущих
и линейная оболочка которой содержит {xn} и потому плотна в H.

Пусть Mn — подпространство, натянутое на y1, y2, . . ., yn; обозна-
чим через y′n+1 проекцию вектора yn+1 на Mn и положим 1)

e1 =
1

|y1| y1, en+1 =
1

|yn+1 − y′

n+1|
(yn+1 − y′n+1), n = 1, 2, . . . . (6)

1) Построение векторов en по формулам (6) называют процессом ортогона-
лизации. Мы предоставляем читателю доказательство следующих формул:

en =
1√

Dn−1Dn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 y2 . . . yn

(y1, y1) (y2, y1) . . . (yn, y1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(y1, yn−1) (y2, yn−1) . . . (yn, yn−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
где

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(y1, y1) (y2, y1) . . . (yn, y1)

(y1, y2) (y2, y2) . . . (yn, y2)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(y1, yn) (y2, yn) . . . (yn, yn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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Тогда векторы {en} образуют конечную или счетную ортонормальную
систему, линейная оболочка которой совпадает с линейной оболочкой
векторов yn и потому плотна в H; следовательно, в силу VI система
{en} полна в H. Одновременно мы доказали, что

VIII. В сепарабельном гильбертовом пространстве существует
конечная или счетная полная ортонормальная система.

Очевидно, верно и обратное утверждение. Именно, если в гильбер-
товом пространстве H существует конечная или счетная полная
ортонормальная система {en}, то H сепарабельно. Действительно,
конечные линейные комбинации векторов en с рациональными коэф-
фициентами образуют счетное множество, плотное в H.

IX. Для ортонормальной системы {eν} в H следующие утвержде-
ния эквивалентны:

1) {eν} полна в H;
2) всякий вектор x ∈ H представляется в виде

x =
∑
ν

ανeν , где αν = (x, eν); (7)

3) для всякого вектора x ∈ H

|x|2 =
∑
ν

|αν |2; (8)

4) для всяких двух векторов x, y ∈ H

(x, y) =
∑
ν

ανβν , где αν = (x, eν), βν = (y, eν). (9)

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть {eν} полна; по доказанному в V, вектор
x −∑

ν
ανeν ортогонален ко всем eν и потому равен нулю; следова-

тельно, из 1) следует 2). Пусть имеет место 2); умножая обе части
равенства (7) скалярно на y и пользуясь непрерывностью скалярного
произведения, получаем (9); следовательно, из 2) следует 4).

Пусть имеет место 4); полагая в (9) y = x, получаем (8); следо-
вательно, из 4) следует 3). Пусть имеет место 3) и пусть вектор x
ортогонален ко всем eν ; тогда все αν = 0, так что |x|2 = 0, и потому
x = 0. Таким образом, всякий вектор x, ортогональный ко всем eν ,
равен нулю, т. е. {eν} полна; значит, из 3) следует 1), и предложение
IX доказано.

X. Все полные ортонормальные системы в данном гильбертовом
пространстве имеют одинаковую мощность.

До к а з а т е л ь с т в о. В конечномерном пространстве полная орто-
нормальная система есть базис этого пространства и, следовательно,
число ее элементов равно размерности пространства. Поэтому мы мо-
жем считать данное гильбертово пространство H бесконечномерным.
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Пусть {eν} и {e′μ} — две полные ортонормальные системы в H

и пусть a и b — их мощности. При фиксированном ν скалярное
произведение (eν , e

′
μ) отлично от нуля хотя бы при одном μ (ибо {e′μ}

полна) и в силу IV не более чем для счетного множества значений μ.
Каждому eν поставим в соответствие e′μ такие, что (eν , e′μ) �= 0; это
соответствие есть не менее чем однозначное и не более чем счетнознач-
ное отображение {eν} на {e′μ}. Следовательно, a � b. Меняя ролями
a и b, получим, что b � a, и потому a = b.

Мощность полной ортонормальной системы в H называют размер-
ностью H и обозначают dimH.

Линейный оператор A из гильбертова пространства H1 в гильбер-
тово пространство H2 называют изометрическим, если он не изме-
няет скалярное произведение, т. е. если (Ax, Ay) = (x, y) для всех
x, y ∈ DA. Изометрический оператор A в H называют унитарным,
если DA = RA = H. Два гильбертовых пространства H1, H2 назы-
вают изометричными, если существует изометрический оператор A
с DA = H1 и RA = H2. В этом случае говорят, что A осуществляет
изометрическое отображение H1 на H2

1).
XI. Два гильбертовых пространства изометричны тогда и толь-

ко тогда, когда они имеют одинаковую размерность.

До к а з а т е л ь с т в о. Необходимость условия очевидна. Обратно,
пусть H′, H′′ — два гильбертовых пространства одинаковой размерно-
сти, а {e′ν}, {e′′ν} — полные ортонормальные системы в H′ и H′′ соответ-
ственно; по условию их мощности равны, так что множество индексов
можно считать для обеих систем одним и тем же. Каждому вектору
f ′ =

∑
ν
ανe

′
ν в H′ поставим в соответствие вектор f ′′ =

∑
ν
ανe

′′
ν с теми

же коэффициентами Фурье. В силу предложения II и формул (8)–(9)
это соответствие есть изометрическое отображение пространства H′ на
все пространство H′′, так что H′ и H′′ изометричны.

Прим е р. Пусть {ν} — произвольное множество мощности a. Рас-
смотрим всевозможные числовые функции x = {xν}, ν ∈ {ν}, облада-
ющие свойствами:

1) {xν} отлична от нуля лишь для счетного числа элементов ν;
2) ряд

∑
ν
|xν |2 сходится.

Обозначим через l2a совокупность всех таких функций x = {xν}
и определим в l2a операции умножения на число, сложения и скалярное

1) Это понятие изометрии совпадает в данном случае с понятием изометрии
нормированных пространств (см. п. 1 § 4), так как скалярное произведение
выражается через норму по формуле

(x, y) =
1

4
{|x + y|2 − |x − y|2 + i|x + iy|2 − i|x − iy|2}.
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произведение формулами

αx = {αxν}, x+ y = {xν + yν}, (x, y) =
∑
ν

xνyν

при x = {xν} ∈ l2a, y = {yν} ∈ l2a. Повторяя обычные рассуждения (см.
пример п. 1), можно показать, что l2a — гильбертово пространство.
Простейшая полная ортонормальная система в l2a получается, если
положить eν0 = {δνν0}, где δνν0 = 0 при ν �= ν0 и δν0ν0 = 1. Ее мощность
равна a и, следовательно, l2a есть гильбертово пространство размерно-
сти a.

Этот пример показывает, что существуют гильбертовы простран-
ства какой угодно размерности.

5. Ортогональная сумма подпространств. Пусть Mν — замкну-
тые взаимно ортогональные подпространства в гильбертовом простран-
стве H. Минимальное замкнутое пространство, содержащее все Mν ,
называют ортогональной суммой подпространств Mν и обозначают
через ⊕

ν
Mν . Если подпространств Mν — конечное число, например,

M1, M2, . . ., Mn, или счетное число, например, M1, M2, M3, . . ., то
применяются также обозначения

M1 ⊕ M2 ⊕ . . .⊕ Mn

и
M1 ⊕ M2 ⊕ M3 ⊕ . . .

соответственно.
Выясним, из каких векторов состоит ортогональная сумма подпро-

странств.
I. Ортогональная сумма M = M1 ⊕ M2 ⊕ . . .⊕ Mn конечного чис-

ла подпространств есть совокупность всех векторов

x = x1 + x2 + . . . + xn, xk ∈ Mk.

Док а з а т е л ь с т в о. Каждый такой вектор принадлежит M. Об-
ратно, если x ∈ M, то, обозначая через xk проекцию x на Mk, мы полу-
чим, что вектор x− (x1 + . . . + xn), с одной стороны, принадлежит M,
с другой же стороны, ортогонален к каждому Mk (так как может быть
записан в виде суммы (x − xk) + (−x1) + . . . + (−xk−1) + (−xk+1) +
+ . . . + (−xn), каждое слагаемое которой ⊥ Mk), а поэтому и к M.
Следовательно, этот вектор равен нулю, и потому x = x1 + . . . + xn.

II. Ортогональная сумма M = M1 ⊕ M2 ⊕ M3 ⊕ . . . счетного чис-
ла подпространств есть совокупность всех векторов

x = x1 + x2 + x3 + . . . ,

где xk ∈ Mk и ряд в правой части сходится.
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Док а з а т е л ь с т в о. Каждый такой вектор принадлежит M. Об-
ратно, пусть x ∈ M и пусть x′ — проекция x на M1 ⊕ M2 ⊕ . . . ⊕ Mn;
в силу I x′ = x1 + . . . + xn, где xk ∈ Mk. Отсюда

|x1 + . . . + xn|2 = |x′|2 � |x|2,
т. е.

|x1|2 + . . . + |xn|2 � |x|2.
Поэтому ряд |x1|2 + |x2|2 + . . ., а следовательно, и ряд x1 + x2 + . . .
сходятся; разность x − (x1 + x2 + . . .) принадлежит M и ортогональна
к каждому Mk, а значит к M, и потому равна нулю.

III. Ортогональная сумма M = ⊕
ν
Mν произвольного числа под-

пространств есть совокупность всех векторов x =
∑
ν
xν , где:

1) xν ∈ Mν ;
2) xν отлично от нуля лишь для конечного или счетного числа

индексов ν;
3) ряд

∑
ν
xν сходится.

До к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, каждый такой вектор принадлежит
M. Обратно, если x ∈ M, то x есть предел конечных линейных ком-
бинаций векторов из Mν и потому принадлежит ортогональной сумме
счетного числа некоторых из Mν . Поэтому остается применить II.

Если x =
∑
ν
xν , y =

∑
ν
yν — векторы из M = ⊕

ν
Mν , то, очевидно,

αx =
∑
ν

αxν , x+ y =
∑
ν

(xν + yν), (x, y) =
∑
ν

(xν , yν).

6. Прямая сумма гильбертовых пространств. Определим снача-
ла прямую сумму конечного числа гильбертовых пространств. Пусть
H1, H2, . . ., Hn — n гильбертовых пространств; обозначим через
H = H1 ⊕ H2 ⊕ . . .⊕ Hn совокупность всех систем x = {x1, x2, . . . , xn},
где xn ∈ Hk, k = 1, 2, . . ., n. Определим в H сумму, произведение на
число и скалярное произведение формулами

x+ y = {x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn},
αx = {αx1, αx2, . . . , αxn}, (x, y) = (x1, y1) + (x2, y2) + . . . + (xn, yn),

где x = {x1, x2, . . . , xn}, y = {y1, y2, . . . , yn}. Легко проверить, что то-
гда H станет гильбертовым пространством. Это пространство называют
прямой суммой пространств H1, H2, . . ., Hn.

Пусть теперь дано счетное множество гильбертовых пространств
H1, H2, H3, . . .; обозначим через H = H1 ⊕ H2 ⊕ H3 ⊕ . . . совокуп-
ность всех счетных систем x = {x1, x2, x3, . . .}, xk ∈ Hk, таких, что
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∞∑
k=1

|xk|2 <∞. Определим в H сумму, произведение на число и скаляр-

ное произведение формулами

x+ y = {x1 + y1, x2 + y2, x3 + y3, . . .},

αx = {αx1, αx2, . . .}, (x, y) =
∞∑
k=1

(xk, yk),

где x = {x1, x2, . . .} ∈ H, y = {y1, y2, . . .} ∈ H. Легко показать, что
H станет тогда гильбертовым пространством. Его называют прямой
суммой пространств H1, H2, H3, . . ..

Перейдем теперь к случаю произвольного, хотя бы и несчетного,
множества гильбертовых пространств. Пусть N — произвольное мно-
жество индексов ν и пусть каждому индексу ν поставлено в соот-
ветствие гильбертово пространство Hν . Если мы каждому индексу ν
поставим в соответствие элемент xν пространства Hν , то получим
комплекс x = {xν}.

Рассмотрим совокупность H всех таких комплексов {xν}, удовле-
творяющих следующим условиям:
1◦. В {xν} имеется не более счетного числа элементов, отличных от

нуля;
2◦. Ряд

∑ |xν |2 сходится.
Положим для элементов x = {xν}, y = {yν} совокупности H:

x+ y = {xν + yν}, αx = {αxν}, (x, y) =
∑
ν

(xν , yν);

при этом определении основных операций H образует гильбертово
пространство, которое мы будем называть прямой суммой пространств
Hν и обозначать ⊕

ν
Hν .

Элементы xν0 пространства Hν0 можно отождествить с теми ком-
плексами x = {xν}, в которых xν = 0 при ν �= ν0. Тогда Hν0 станет
подпространством пространства H = ⊕

ν
Hν . Если проделать это для

каждого ν ∈ N, то пространство H окажется прямой ортогональной
суммой своих подпространств Hν .

Отметим, что некоторые из пространств Hν , или даже все, могут
совпадать друг с другом; так, например, H ⊕ H есть совокупность всех
пар {x1, x2}, где x1 ∈ H и x2 ∈ H.

7. График оператора. Пусть A — оператор из H1 в H2, не
обязательно линейный. Совокупность BA всех пар {x, Ax}, x ∈ DA,
в прямой сумме H1 ⊕ H2 называют графиком оператора A.

Понятие графика оператора является естественным обобщением
обычного понятия графика функции одного вещественного переменно-
го y = f(x). Именно, обычный график есть не что иное, как совокуп-
ность всех точек (x, f(x)) плоскости, которую можно рассматривать
как прямую сумму двух одномерных пространств.
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Очевидно, что два оператора совпадают тогда и только тогда, когда
их графики совпадают.

Множество S ⊂ H1 ⊕ H2 тогда и только тогда будет графиком
некоторого оператора, когда из соотношений {x, y} = S, {x, y′} = S
следует y = y′.

Действительно, всякий график удовлетворяет этому условию, ибо
y = Ax; обратно, если это условие выполнено, то равенство y = Ax
определяет оператор A, графиком которого служит S. Легко также
видеть, что оператор A линеен тогда и только тогда, когда его
график BA есть подпространство в H1 ⊕ H2.

8. Замкнутые операторы; замыкание оператора. Оператор A из
H1 в H2 называют замкнутым, если его график BA замкнут в H1 ⊕H2.

Таким образом, замкнутость оператора A означает, что из соотно-
шений

xn ∈ DA, {xn, Axn} → {x, y}
следует соотношение {x, y} ∈ BA, т. е. x ∈ DA и y = Ax. Другими
словами, замкнутость оператора A означает, что из соотношений

xn ∈ DA, xn → x, Axn → y

следуют соотношения x ∈ DA и y = Ax.
I. Всякий ограниченный линейный оператор, определенный во

всем пространстве H, замкнут.
Действительно, такой оператор непрерывен и потому уже из со-

отношений xn → x следует соотношение 1) Axn → Ax. Поэтому если
Axn → y, то Ax = y.

Читатель легко убедится также в справедливости следующих пред-
ложений.

II. Если оператор A замкнут, то оператор A − λ1 также за-
мкнут.

III. Если оператор A замкнут и оператор A−1 существует, то
оператор A−1 также замкнут.

Если оператор A не замкнут, то по определению его график BA не

замкнут в H1 ⊕ H2. Может случиться, что замыкание BA множества
BA в H1 ⊕ H2 есть также график некоторого оператора. Этот опера-
тор называют замыканием оператора A; мы будем обозначать его Ã.
В этом случае говорят также, что оператор A допускает замыкание Ã.
Таким образом, по определению

BÃ = BA.

1) В этом состоит отличие непрерывности от замкнутости. Если оператор A
замкнут, то из xn → x, xn ∈ DA, вообще говоря, не следует, что Axn сходится.
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Очевидно, Ã есть минимальное замкнутое расширение оператора A.
Легко сформулировать условие существования замыкания, не пользу-
ясь понятием графика. Множество BA, которое должно быть графиком
некоторого оператора, состоит из элементов вида {x, Ax}, x ∈ DA, и их
пределов; поэтому

IV. Оператор A допускает замыкание Ã тогда и только тогда,
когда из соотношений

xn ∈ DA, x′n ∈ DA, xn → x′, x′n → x, Axn → y, Ax′n → y′

следует, что y = y′. В этом случае область определения DÃ за-
мыкания состоит из тех и только тех векторов x, для которых
существует последовательность xn ∈ D, удовлетворяющая услови-
ям: xn → x, Axn сходится. При этом

Ãx = lim
n→∞

Axn.

Если оператор A линеен, то, очевидно, предыдущее условие можно
упростить, потребовав, чтобы из соотношений

xn ∈ DA, xn → 0, Axn → y

следовало y = 0.

9. Сопряженный оператор. Рассмотрим произвольный оператор
A из H1 в H2, область определения которого плотна в H1. Может
случиться, что при некоторых y ∈ H2 имеет место представление вида

(Ax, y) = (x, z)

для всех x ∈ DA. Обозначим через D∗ совокупность всех таких век-
торов y и определим оператор A∗ из H2 в H1 с областью определения
DA∗ = D∗ формулой

A∗y = z.

Этот оператор A∗ называют сопряженным к оператору A. Отметим,
что вектор z однозначно определяется вектором y. Действительно, если
также

(Ax, y) = (x, z′),

то (x, z − z′) = 0, т. е. вектор z − z′ ортогонален к области определения
DA оператора A. Так как последняя плотна в H1, то это возможно
лишь тогда, когда z − z′ = 0, т. е. z = z′.

Мы видим здесь, что исходное предположение о плотности DA

является весьма существенным; в противном случае нельзя было бы
однозначно определить сопряженный оператор.

Отметим, что сопряженный оператор всегда линеен.
I. Если оператор A имеет обратный A−1 и если DA и DA−1

плотны в H1, H2 соответственно, то

(A−1)∗ = A∗−1

. (1)
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Док а з а т е л ь с т в о. При x ∈ DA, y ∈ D(A−1)∗

(x, y) = (A−1Ax, y) = (Ax, (A−1)∗y);

это показывает, что
(A−1)∗y ∈ DA∗

и
A∗(A−1)∗y = y. (2)

С другой стороны, при x ∈ DA−1 , y ∈ DA∗

(x, y) = (AA−1x, y) = (A−1x, A∗y);

это показывает, что
A∗y ∈ D(A−1)∗

и
(A−1)∗A∗y = y. (3)

Равенства (2) и (3) в совокупности означают, что оператор (A−1)∗

является обратным к A∗, т. е. верна формула (1).
Читатель легко проверит также следующие свойства сопряженного

оператора (при этом предполагается, что области определения всех
рассматриваемых операторов плотны в H и что A, B — операторы из
H1 в H2):

а) (λA)∗ = λA∗;
б) если A ⊂ B, то A∗ ⊃ B∗;
в) (A+B)∗ ⊃ A∗ +B∗;

если A, B — операторы из H2 в H3 и из H1 в H2 соответственно, то
г) (AB)∗ ⊃ B∗A∗;

и если A — оператор в H, то
д) (A+ λ1)∗ = A∗ + λ1.
Сопряженный оператор можно описать при помощи графика. Опре-

делим для этого оператор U1 из H1 ⊕ H2 в H2 ⊕ H1 формулой

U1{x, y} = {iy, −ix}.
Легко убедиться в том, что U1 изометрически отображает H1 ⊕ H2 на
H2 ⊕ H1. Аналогично определим оператор U2, изометрически отобража-
ющий H2 ⊕ H1 на H1 ⊕ H2, формулой

U2{y, x} = {ix, −iy}.
При этом, как легко видеть,

U2U1 = 1. (4)

Применим ко всем векторам графика BA оператор U1; мы получим
множество всех пар {iAx, −ix}, x ∈ DA; обозначим его B′

A. Тогда

BA∗ = (H2 ⊕ H1) � B
′
A, (5)
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т. е. график оператора A∗ есть ортогональное дополнение множе-
ства B′

A в H2 ⊕ H1. Действительно, это ортогональное дополнение
состоит из тех и только тех пар {y, z}, которые удовлетворяют условию

({iAx, −ix}, {y, z}) = 0

для всех x ∈ DA. Но это условие равносильно условию

(Ax, y) − (x, z) = 0,

откуда
y ∈ DA∗ , z = A∗y, {y, z} ∈ BA∗ .

Так как ортогональное дополнение есть замкнутое подпростран-
ство, то из (5) следует, что A∗ — всегда замкнутый линейный опера-
тор. Докажем теперь следующее важное предложение.

II (ф о н Не й м а н [2]). Если линейный оператор A с плотной
областью определения допускает замыкание Ã, то

Ã∗ = A∗, (6)

DA∗ плотно в H2 и
A∗∗ = Ã.

Если, в частности, оператор A замкнут, то A∗∗ = A.

До к а з а т е л ь с т в о. Так как BÃ = BA, то B′
Ã

= U1BA = U1BA =

= B
′
A, и потому

BÃ∗ = (H2 ⊕ H1) � B
′
Ã

= (H2 ⊕ H1) � B
′
A = BA∗ .

Отсюда следует (6). Далее из (5) заключаем, что

B
′
A = (H2 ⊕ H1) � BA∗ .

Применим ко всем векторам в левой и правой частях последнего

соотношения оператор U2. В силу (4) он отображает B
′
A на BA;

кроме того, по определению, U2 отображает BA∗ на B′
A∗ , и потому

(H2 ⊕ H1) � BA∗ на (H1 ⊕ H2) � B′
A∗ . Следовательно, получаем соот-

ношение
BA = (H1 ⊕ H2) � B

′
A∗ . (7)

Из (7) следует, что DA∗ плотно в H2. Действительно, в противном
случае существовал бы отличный от нуля вектор z ∈ H2, ортогональный
к DA∗ , а значит, {z, 0} ⊥ BA∗ , и потому {0, −iz} ∈ (H1 ⊕ H2) � B′

A∗ =
= BA, что невозможно при z �= 0. Кроме того, (7) означает, что BA есть
график оператора A∗∗; с другой стороны, BA как замыкание множества
BA есть график оператора Ã. Следовательно, A∗∗ = Ã. Если оператор

A замкнут, то Ã = A и A∗∗ = A.
Оператор A в гильбертовом пространстве (не обязательно линей-

ный) называют эрмитовым, если (Ax, y) = (x, Ay) для всех x, y ∈ DA.
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Эрмитов оператор с областью определения, плотной в H, называют
симметрическим оператором. Очевидно, оператор A в H с плотной
в H областью определения будет симметрическим тогда и только тогда,
когда

A ⊂ A∗. (8)

Так как сопряженный оператор линеен и замкнут, то из (8) за-
ключаем, что симметрический оператор A допускает замыкание
и линеен, если DA — подпространство.

Оператор A в H с плотной в H областью определения называют
самосопряженным, если A = A∗.

Из этого определения непосредственно вытекает, что самосопря-
женный оператор замкнут. Кроме того, из соотношений а), д) (с. 126)
заключаем:

III. Если A — самосопряженный оператор, то при любых веще-
ственных α и β оператор αA+ β1 также самосопряженный.

IV. Симметрический оператор A в H, область значений RA

которого совпадает с H, есть самосопряженный оператор.

До к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, надо только доказать, что DA∗ =
= DA. Но если y ∈ DA∗ и z = A∗y, то в силу условия RA = H

существует вектор y′ ∈ DA, для которого z = Ay′. Отсюда при любом
x ∈ DA

(Ax, y) = (x, A∗y) = (x, Ay′) = (Ax, y′)

и (Ax, y − y′) = 0. Так как множество всех векторов Ax совпадает с H,
то заключаем отсюда, что y − y′ = 0, т. е. y = y′ ∈ DA.

V. Если A — самосопряженный оператор в H, то

U = (A+ i1)(A− i1)−1

— унитарный оператор в H.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть A — самосопряженный оператор в H.
Тогда при x ∈ DA

|Ax± ix|2 = (Ax, Ax) ∓ i(Ax, x) ± i(x, Ax) + (x, x) =

= |Ax|2 + |x|2. (9)

Поэтому равенство Ax± ix = 0 возможно только при x = 0, и оператор
U = (A + i1)(A − i1)−1 существует. Далее, RA±i1 плотно в H. Дей-
ствительно, если, например, z ⊥ RA+i1, то 0 = (z, Ax+ ix) = (z, Ax)−
− (iz, x), откуда z ∈ DA∗ = DA и Az = iz, что, как мы только что
видели, возможно лишь при z = 0. Докажем, что RA+i1 = H. Пусть
y ∈ H; так как RA+i1 плотно в H, то существует

yn = Axn + ixn → y. (10)

В силу (9)

|yn − ym|2 = |A(xn − xm) + i(xn − xm)|2 = |A(xn − xm)|2 + |xn − xm|2,
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и потому xn и Axn сходятся к некоторым векторам x и z; так как A за-
мкнут, то x ∈ DA и z = Ax. Но тогда в силу (10) y = Ax+ ix ∈ RA+i1;
следовательно, RA+i1 = H и, аналогично, RA−i1 = H. Это означает,
что DU = RU = H. Кроме того, из (9) вытекает, что U изометричен,
и потому U унитарен. Действительно, если y ∈ H, то y = (A − i1)x
и Uy = (A+ i1)(A− i1)−1(A− i1)x = (A+ i1)x. Поэтому (9) означает,
что |Uy|2 = |y|2.

Оператор A называют положительно определенным, если

(Ax, x) � 0 для всех x ∈ DA.

VI (ф о н Не йм а н [2]). Если A — замкнутый линейный опера-
тор из H1 в H2 с областью определения DA, плотной в H1, то A∗A —
положительно определенный самосопряженный оператор в H1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положительная определенность опера-
тора A∗A непосредственно следует из соотношений (A∗Ax, x) =
= (Ax, Ax) � 0 при x ∈ DA∗A. Остается доказать, что A∗A —
самосопряженный оператор. Перепишем для этого (5) в виде

B
′
A ⊕ BA∗ = H2 ⊕ H1. (11)

В силу (11) вектор {0, −ix} из H2 ⊕ H1 можно представить в виде

{0, −ix} = {iAy, −iy} + {z, A∗z}, y ∈ DA, z ∈ DA∗ ,

т. е.
0 = iAy + z, − ix = −iy +A∗z = −iy − iA∗Ay.

Отсюда x = (1 + A∗A) y, так что область значений оператора 1 + A∗A
совпадает со всем пространством H1. Докажем, что A∗A+ 1 — симмет-
рический оператор; в силу IV тем самым будет доказано, что A∗A+ 1,
а значит, в силу III, и A∗A — самосопряженный оператор.

Очевидно, A∗A + 1 — эрмитов, следовательно, надо только дока-
зать, что DA∗A+1 плотно в H1. Пусть x0 — вектор в H1, ортогональ-
ный к DA∗A+1. По доказанному выше, x0 можно представить в виде
x0 = (A∗A+ 1) y0, так что ((A∗A+ 1) y0, y) = 0 для всех y ∈ DA∗A+1.
Полагая, в частности, y = y0, получим

((A∗A+ 1) y0, y0) = |Ay0|2 + |y0|2 = 0,

откуда y0 = 0 и x0 = (A∗A+ 1) y0 = 0. Итак, в H1 не существует век-
тора x0 �= 0, ортогонального к DA∗A+1; следовательно, DA∗A+1 плотно
в H1.

10. Случай ограниченного оператора.
I. Если A — ограниченный оператор из H1 в H2, то A допускает

замыкание Ã; при этом DÃ = DA и |Ã| = |A|.
До к а з а т е л ь с т в о. В силу II п. 4 § 4 оператор A продолжает-

ся единственным образом до ограниченного оператора Ã с областью

5 Наймарк М.А.
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определения DÃ = DA и нормой |Ã| = |A|. Легко видеть, что этот

оператор Ã есть замыкание оператора A.

II. Замыкание изометрического оператора U есть также изо-
метрический оператор с областью определения DU и областью
значений RU .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как изометрический оператор U огра-

ничен, то в силу I он допускает замыкание Ũ , причем DŨ = DU .
Если x, y ∈ DŨ , то существуют xn, yn ∈ DU такие, что xn → x,
yn → y. Переходя к пределу в равенстве (Uxn, Uyn) = (xn, yn), полу-
чим: (Ũx, Ũy) = (x, y), следовательно, Ũ изометричен. Соотношение
RŨ = RU получается, если применить формулу DŨ = DU к обратному
оператору U−1.

Так как A∗ = Ã∗, то при изучении оператора, сопряженного к огра-
ниченному оператору A, достаточно рассмотреть случай оператора A
с областью определения = H1. Итак, пусть A — ограниченный оператор
из H1 в H2 с областью определения DA = H1. Тогда для любого y ∈ H2

линейный функционал
f(x) = (Ax, y)

ограничен, ибо

|f(x)| = |(Ax, y)| � |Ax||y| � |A||x||y|.
На основании теоремы Ф. Рисса (см. п. 3) существует вектор z ∈ H1

такой, что f(x) = (x, z), т. е.

(Ax, y) = (x, z);

при этом
|z| � |A||y|.

Это означает, что DA∗ = H2 и

|A∗y| = |z| � |A||y|;
следовательно, A∗ ограничен и

|A∗| � |A|. (1)

Применим этот результат к A∗; мы получим, что A∗∗ ограничен и

|A∗∗| � |A∗|.
Но, очевидно.

A∗∗ = A,

так что |A| � |A∗|. Комбинируя этот результат с (1), получаем

|A∗| = |A|.
Таким образом,
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III. Если A — ограниченный оператор из H1 в H2 с областью
определения = H1, то A∗ есть ограниченный оператор из H2 в H1

с областью определения = H2 и |A∗| = |A|. При этом
α) A∗∗ = A;
β) (αA)∗ = αA∗;
γ) если A, B — ограниченные операторы из H1 в H2, то

(A+B)∗ = A∗ +B∗;

δ) если A, B — ограниченные операторы в H, то (AB)∗ = B∗A∗;
ε) если T — оператор из H2 в H1, DT плотно в H2 и A —

ограниченный оператор в H1 с областью определения H1, то

(AT )∗ = T ∗A∗.

Соотношения β)–δ) являются частным случаем соотношений а), в),
г) п. 9.

Докажем утверждение ε). В силу г) п. 9 (AT )∗ ⊃ T ∗A∗; поэтому
достаточно доказать обратное включение.

Пусть η ∈ D(AT )∗ . Тогда для всех ξ ∈ DAT = DT

(Tξ, A∗η) = (ATξ, η) = (ξ, (AT )∗η);

следовательно, A∗η ∈ DT∗ , η ∈ DT∗A∗ и T ∗A∗η = (AT )∗η.
Отметим еще, что

|A∗A| = |A|2. (2)

Действительно,

|A|2 = sup
|x|=1

|Ax|2 = sup
|x|=1

(Ax, Ax) = sup
|x|=1

(A∗Ax, x) �

� sup
|x|=1

|A∗Ax||x| = |A∗A|;

с другой стороны, |A∗A| � |A∗||A| = |A|2.
IV. Ограниченный оператор A в H с областью определения DA =

= H эрмитов тогда и только тогда, когда A∗ = A.
Действительно, так как DA = H, то соотношение A∗ ⊃ A переходит

в A∗ = A.

V. Оператор U из H1 в H2 с областью определения DU = H1

изометричен тогда и только тогда, когда

U∗U = 1.

Док а з а т е л ь с т в о. Если U изометричен, то для всех x, y ∈ H1

(x, y) = (Ux, Uy).

Поэтому Ux ∈ DU∗ и U∗Ux = x, т. е. U∗U = 1. Обратно, если U∗U = 1,
то

(x, y) = (U∗Ux, y) = (Ux, Uy),

т. е. U изометричен.

5*
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VI. Оператор U из H1 в H2 изометрически отображает H1 на H2

тогда и только тогда, когда

U∗U = 1, UU∗ = 1.

Док а з а т е л ь с т в о. Из U∗U = 1 следует, что DU = H1 и что U
изометрически отображает H1 в H2. С другой стороны, из UU∗y = y
следует, что RU = H2.

Частным случаем этого предложения является
VII. Оператор U в H унитарен тогда и только тогда, когда

U∗U = 1, UU∗ = 1.

VIII. Ограниченный линейный оператор A из H1 в H2, определен-
ный всюду в H1, вполне непрерывен тогда и только тогда, когда
оператор A∗A вполне непрерывен.

До к а з а т е л ь с т в о. Необходимость есть частный случай предло-
жения II п. 6 § 4; докажем достаточность. Пусть оператор A∗A вполне
непрерывен и пусть xn — ограниченная последовательность элементов
из H1, |xn| < c. Из нее можно выделить подпоследовательность x′n
такую, что {A∗Ax′n} сходится. Но тогда

|Ax′n −Ax′m|2 = (A(x′n − x′m), A(x′n − x′m)) =

= (A∗Ax′n −A∗Ax′m, x
′
n − x′m) � |A∗Ax′n −A∗Ax′m||x′n − x′m| �

� 2c |A∗Ax′n −A∗Ax′m| → 0 при n, m→ 0,

так что последовательность {Ax′n} сходится. А это и означает, что
оператор A вполне непрерывен.

IX. Если линейный оператор A из H1 в H2, определенный всюду
в H1, вполне непрерывен, то оператор A∗ также вполне непрерывен.

Это утверждение следует из предложения VIII, ибо оператор
(A∗)∗A∗ = AA∗ вполне непрерывен.

11. Обобщение на операторы в пространстве Банаха. Понятие
сопряженного оператора естественным образом переносится на опера-
торы в пространстве Банаха. Мы рассмотрим только случай ограни-
ченного линейного оператора A в пространстве Банаха X с областью
определения = X.

В этом случае при любом f ∈ X ′ формула f1(x) = f(Ax) опреде-
ляет линейный функционал f1 ∈ X ′ и соответствие f → f1 определяет
линейный оператор в X ′, рассматриваемом как пространство Банаха.
Этот оператор называют сопряженным к A и обозначают A′; таким
образом, по определению,

(A′f)(x) = f(Ax). (1)
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Равенство (1) можно записать в более удобной форме, если условиться
писать (x, f) вместо f(x); тогда (1) примет вид

(x, A′f) = (Ax, f).

Легко видеть, что A′ также ограничен и что |A′| = |A|; легко также
проверить справедливость соотношений 1)

(αA)′ = αA′, (A+B)′ = A′ +B′, (AB)′ = B′A′.

12. Операторы проектирования. Пусть M — замкнутое подпро-
странство в гильбертовом пространстве H. Каждому вектору x ∈ H

отнесем его проекцию x1 на M. Полученное соответствие есть оператор
в H; обозначим его через P , так что по определению Px = x1. Оператор
P называют оператором проектирования на M. Если нужно подчерк-
нуть, что P есть оператор проектирования именно на M, то пишут
PM вместо P . Из определения проекции вытекает, что |Px| � |x|;
следовательно, оператор проектирования ограничен.

I. Оператор P эрмитов, линеен и удовлетворяет соотношению

P 2 = P.

Действительно, полагая

Px = x1, Py = y1, x2 = x− x1, y2 = y − y1,

имеем
x2 ⊥ x1, y1; y2 ⊥ x1, y1.

Следовательно,

(Px, y) = (x1, y1 + y2) = (x1, y1)

и
(x, Py) = (x1 + x2, y1) = (x1, y1),

так что (Px, y) = (x, Py) и P эрмитов, а значит (будучи всюду опре-
деленным) и линеен. Так как x1 ∈ M, то Px1 = x1, т. е. P

2x = Px для
любого x ∈ H; это означает, что P 2 = P .

Обратно,
II. Всякий эрмитов оператор P в H с областью определения = H,

удовлетворяющий соотношению P 2 = P , есть оператор проектиро-
вания.

До к а з а т е л ь с т в о. Так как P 2 = P , то

|Px|2 = (Px, Px) = (P 2x, x) = (Px, x) � |Px||x|,
1) Сравнивая эти соотношения с β)–δ) на с. 131, мы видим, что при пере-

ходе к гильбертовому пространству это определение сопряженного оператора
не совсем совпадает с определением сопряженного оператора в гильбертовом
пространстве. Объясняется это антилинейностью соответствия f ↔ y между
функционалами и элементами гильбертова пространства (см. п. 3).
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откуда |Px| � |x|. Это означает, что P ограничен и, следовательно,
непрерывен. Обозначим через M совокупность всех векторов x, удо-
влетворяющих условию

Px = x.

В силу непрерывности линейного оператора P множество M есть
замкнутое подпространство в H. Если x — произвольный вектор, то,
полагая x1 = Px, x2 = (1− P )x, имеем

x = x1 + x2 и Px1 = P 2x = Px = x1;

следовательно, x1 ∈ M. Кроме того, для любого y ∈ M имеем Py = y,
и потому

(y, x2) = (y, (1− P )x) = ((1− P ) y, x) = (y − Py, x) = 0,

так что x2 ⊥ M. Это означает, что x1 = Px есть проекция вектора x на
M, так что P — оператор проектирования на M.

III. Произведение двух операторов проектирования PM1
, PM2

есть также оператор проектирования тогда и только тогда, когда
операторы PM1

, PM2
перестановочны. В этом случае

PM1
PM2

= PM,

где M = M1 ∩ M2.

Док а з а т е л ь с т в о. Если PM1
PM2

— оператор проектирования, то
PM1

PM2
эрмитов, т. е.

PM1
PM2

= (PM1
PM2

)∗ = P ∗
M2
P ∗

M1
= PM2

PM1
.

Это означает, что PM1
, PM2

перестановочны.
Обратно, если это условие выполнено, то PM1

PM2
эрмитов и

(PM1
PM2

)2 = P 2
M1
P 2

M2
= PM1

PM2
;

в силу II это означает, что PM1
PM2

есть оператор проектирования.
Пусть M — подпространство, на которое он проектирует. Так как
PM1

PM2
x ⊂ M1 для любого x ∈ H, то M ⊂ M1; аналогично, M ⊂ M2,

и потому M ⊂ M1 ∩ M2. Обратно, если x ∈ M1 ∩ M2, то PM1
PM2

x =
= PM1

x = x; следовательно, x ∈ M; это означает, что M1 ∩ M2 ⊂ M,
и потому M1 ∩ M2 = M.

IV. Подпространства M1, M2 ортогональны тогда и только
тогда, когда

PM1
PM2

= 0.

Док а з а т е л ь с т в о. Утверждение непосредственно следует из ра-
венства

(PM2
x, PM1

y) = (PM1
PM2

x, y), x, y ∈ H.

V. Сумма
Q = PM1

+ PM2
+ . . . + PMn
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конечного числа операторов проектирования есть оператор проек-
тирования тогда и только тогда, когда

PMj
PMk

= 0 при j �= k, (1)

т. е. когда подпространства M1, M2, . . ., Mn попарно ортогональ-
ны; в этом случае

PM1
+ PM2

+ . . . + PMn
= PM,

где
M = M1 ⊕ M2 ⊕ . . .⊕ Mn.

Док а з а т е л ь с т в о. Если условия (1) выполнены, то, как легко
проверить, Q2 = Q, так что Q — оператор проектирования. Обратно,
пусть Q — оператор проектирования; докажем, что выполняются усло-
вия (1). Если Q — оператор проектирования, то для любого x ∈ H

|x|2 � (Qx, x) =
n∑
i=1

(PMi
x, x) � (PMj

x, x) + (PMk
x, x),

так что
|PMj

x|2 + |PMk
x|2 � |x|2.

Полагая здесь x = PMk
y, получим

|PMj
PMk

y|2 + |PMk
y|2 � |PMk

|2;
следовательно, |PMj

PMk
y| = 0 и PMj

PMk
= 0.

Докажем последнее утверждение. Пусть условия (1) выполнены
и пусть M — подпространство, на которое проектирует Q. Тогда для
любого x ∈ H

Qx = PM1
x+ PM2

x+ . . . + PMn
x ⊂ M1 ⊕ M2 ⊕ . . .⊕ Mn,

так что
M ⊂ M1 ⊕ M2 ⊕ . . .⊕ Mn. (2)

Обратно, если x ∈ M1 ⊕ M2 ⊕ . . . ⊕ Mn, то x = x1 + x2 + . . . + xn, где
xk ∈ Mk. В силу (1)

PMj
xk =

{
0 при j �= k,

xk при j = k.

Отсюда следует, что

Qx = PM1
x+ PM2

x+ . . . + PMn
x = x1 + x2 + . . . + xn = x,

и потому x ∈ M. Таким образом, также M1 ⊕ M2 ⊕ . . . ⊕ Mn ⊂ M

и сравнение с (2) дает

M1 ⊕ M2 ⊕ . . .⊕ Mn = M.

VI. Соотношение M1 ⊃ M2 равносильно каждому из соотноше-
ний: α) PM1

PM2
= PM2

PM1
= PM2

; β) |PM2
x| � |PM1

x| для всех x ∈ H.
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Док а з а т е л ь с т в о. Пусть M1 ⊃ M2; тогда PM2
x ⊂ M1 и потому

PM1
PM2

x = PM2
x для всех x ∈ H.

Это означает, что PM1
PM2

= PM2
; применяя операцию ∗ к обеим частям

этого равенства, получим, что также PM2
PM1

= PM2
.

Таким образом, из M1 ⊃ M2 следует α). Пусть теперь имеет
место α). Тогда |PM2

x| = |PM2
PM1

x| � |PM1
x|; следовательно, из α)

следует β). Пусть, наконец, имеет место β). Отметим, что в силу
соотношения |x|2 = |PM1

x|2 + |(1 − PM1
)x|2 подпространство M1 есть

совокупность всех векторов x, для которых |x| = |PM1
x|, и M2 есть

совокупность всех векторов x, для которых |x| = |PM2
x|. Но из β)

следует, что если |x| = |PM2
x|, то |x| = |PM1

x|; это означает, что если
x ∈ M2, то x ∈ M1, т. е. что M2 ⊂ M1.

VII. Разность PM1
− PM2

операторов проектирования есть опе-
ратор проектирования тогда и только тогда, когда M2 ⊂ M1.
В этом случае

PM1
− PM2

= PM1	M2
.

Док а з а т е л ь с т в о. Если M2 ⊂ M1, то согласно VI PM1
PM2

=
= PM2

PM1
= PM2

; отсюда легко следует, что (PM1
− PM2

)2 = PM1
−

− PM2
, так что PM1

− PM2
есть оператор проектирования. Обратно,

пусть PM1
− PM2

= PM есть оператор проектирования на некоторое
подпространство M. Тогда

PM1
= PM2

+ PM (3)

и, следовательно, в силу V

0 = PM2
PM = PM2

(PM1
− PM2

) = PM2
PM1

− PM2
;

в силу VI отсюда следует, что M2 ⊂ M1. Кроме того, из (3) заключаем,
что M1 = M2 ⊕ M, и потому M = M1 � M2.

VIII. Если M1, M2, M3, . . . — счетное множество взаимно орто-
гональных подпространств, то для любого вектора x ∈ H ряд

PM1
x+ PM2

x+ PM3
x+ . . . (4)

сходится и его сумма равна PMx, где

M = M1 ⊕ M2 ⊕ . . . .

Док а з а т е л ь с т в о. Положим PMk
x = xk; векторы xk взаимно

ортогональны и

|x1|2 + . . . + |xn|2 = (PM1
x, x) + . . . + (PMn

x, x) =

= (PM1⊕...⊕Mn
x, x) � |x|2;
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следовательно, ряд
∞∑
k=1

|xk|2, а потому и ряд (4), сходятся. Обозначим

через Px сумму ряда (4). Переходя к пределу в соотношениях

(PM1
x+ . . . + PMn

x, y) = (x, PM1
y + . . . + PMn

y) =

= (PM1
x+ . . . + PMn

x, PM1
y + . . . + PMn

y),

выражающих, что PM1
+ . . . + PMn

— оператор проектирования (см. I
и II), заключаем, что

(Px, y) = (x, Py) = (Px, Py).

Следовательно, P = P ∗ = P 2 и P — оператор проектирования. Пусть
P = PM; очевидно, Px ∈ M1 ⊕ M2 ⊕ . . ., и потому

M ⊂ M1 ⊕ M2 ⊕ . . . . (5)

Обратно, если x ∈ M1 ⊕ M2 ⊕ . . ., то, полагая x = x1 + x2 + . . ., xk ∈
∈ Mk, легко заключаем, что Px = x; следовательно, x ∈ M. Таким об-
разом, M1 ⊕ M2 ⊕ . . . ⊂ M и сравнение с (5) дает: M = M1 ⊕ M2 ⊕ . . ..

Применяя аналогичные рассуждения, можно доказать следующее
предложение.

IX. Если Mν— система взаимно ортогональных подпространств,
то для любого вектора x ∈ H ряд

∑
ν
PMν

x содержит не более

счетного числа членов, отличных от нуля, и сходится. Его сумма
равна PMx, где M = ⊕

ν
Mν .

13. Приводимость. Пусть M — замкнутое подпространство в H,
а P — оператор проектирования на M. Будем говорить, что подпро-
странство M приводит оператор A (или, оператор A приводится
подпространством M), если из x ∈ DA следует, что также Px ∈ DA и

APx = PAx.

I. Ограниченный оператор A, определенный во всем простран-
стве H, тогда и только тогда приводится замкнутым подпро-
странством M, когда он перестановочен с оператором проектиро-
вания P на это подпространство.

Это утверждение непосредственно следует из самого определения
приводимости.

II. Ограниченный эрмитов оператор A, определенный во всем
пространстве H, тогда и только тогда приводится замкнутым
подпространством M, когда M инвариантно относительно A, т. е.
когда из x ∈ M следует Ax ∈ M.

До к а з а т е л ь с т в о. Необходимость этого условия очевидна. До-
кажем его достаточность. Итак, пусть M инвариантно относительно A.
Так как PMx ∈ M, то APMx ∈ M; следовательно, PMAPMx = APMx
для всех x ∈ H, т. е.

PMAPM = APM. (1)
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Переходя к сопряженному оператору в обеих частях этого равенства,
получим

PMAPM = PMA. (2)

Сравнение (1) с (2) дает: APM = PMA, так что A и PM перестановоч-
ны. В силу I отсюда следует, что M приводит A.

14. Частично изометрические операторы. Оператор U из H1 в H2

будем называть частично изометрическим, если он изометричен на
некотором замкнутом подпространстве M пространства H1 и равен
нулю на его ортогональном дополнении H1 � M. Подпространство M

называется начальной областью, а его U -образ в H2 — конечной
областью оператора U . Легко проверить, что U∗U = PM, UU∗ = PN,
где N — конечная область оператора U , а PM, PN — операторы
проектирования в H1, H2 на M и N соответственно.

Действительно, U∗U — самосопряженный оператор в H1, равный
нулю в H1 �M. Поэтому (U∗Ux, y) = (x, U∗Uy) = 0 для любых x ∈ H1,
y ∈ H1 � M, откуда U∗Ux ∈ M для всех x ∈ H1, а значит, при x ∈ M

также x− U∗Ux ∈ M. С другой стороны,

(x, y) = (Ux, Uy) = (U∗Ux, y), (x− U∗Ux, y) = 0

для всех x ∈ M, y ∈ M. Следовательно, вектор x− U∗Ux ортогонален
к M. Но тогда x = U∗Ux, т. е. U∗U = 1 на M, U∗U = PM. Аналогично
доказываем, что UU∗ = PN. Одновременно видим, что U∗ — частично
изометрический оператор из H2 в H1 с начальной областью N и конеч-
ной M.

Оператор U частично изометричен, тогда и только тогда, ко-
гда выполняется одно из следующих условий:

1) U∗U — оператор проектирования;
2) UU∗U = U ;
3) UU∗ — оператор проектирования;
4) U∗UU∗ = U∗.
В самом деле, если U — частично изометрический оператор с на-

чальной областью M, то U∗U = PM — оператор проектирования, так
что условие 1) выполняется. Обратно, пусть U∗U — оператор проек-
тирования, а M — подпространство в H, на которое U∗U проектирует.
Тогда U∗Ux = 0 при x ∈ H � M и, следовательно, также

|Ux|2 = (U∗Ux, x) = 0, Ux = 0.

С другой стороны, при x ∈ M

U∗Ux = x, |Ux|2 = (U∗Ux, x) = (x, x) = |x|2,
так что U — частично изометрический оператор. Соотношение 2) про-
веряется непосредственно; обратно, если оно имеет место, то умножая
слева на U∗, получим, что (U∗U)2 = U∗U , т. е. 1) имеет место. Условия
3) и 4) получаем, заменяя оператор U оператором U∗.
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15. Матричное представление оператора. Пусть A, B — два
множества; пусть элементам α множества A поставлены в соответствие
пространства Hα, а элементам β множества B — пространства H′

β.
Посмотрим, как представить ограниченные операторы из H = ⊕

α∈A
Hα

в H′ = ⊕
β∈B

H′
β при помощи ограниченных операторов из Hα в H′

β.

Пусть A — такой оператор; рассмотрим элемент x(α0) = {xα}, в ко-
тором xα = 0 при α �= α0. Пусть Ax

(α0) = {yβ}; неравенство
|Ax|2 � C2|x|2 (1)

при x = x(α0) принимает вид:
∑
β∈B

|yβ |2 � C2|xα0
|2. Отсюда

|yβ0
| � C|xα0

|. (2)

Положим
Aβ0α0

xα0
= yβ0

;

в силу неравенства (2) Aβ0α0
— ограниченный оператор из Hα0

в H′
β0

и

Ax(α0) = {Aβα0
xα0

}.
Мы видим, таким образом, что оператору A соответствует матрица
‖Aβα‖ ограниченных операторов из Hα в H′

β .
Рассмотрим подробнее свойства этой матрицы. Произвольный эле-

мент x из H можно представить в виде

χ =
∑
α∈A

x(α),

причем в этой сумме будет не более счетного числа элементов, отлич-
ных от нуля. Отсюда в силу непрерывности оператора A

Ax =
∑
α∈A

Ax(α) =
∑
α∈A

{Aβαxα} =
{∑
α∈A

Aβαxα
}
, (3)

и условие (1) ограниченности оператора A перепишется в виде∑
β∈B

∣∣∣∣ ∑
α∈A

Aβαxα
∣∣∣∣2 � C2

∑
α∈A

|xα|2. (4)

Матрицу Aβα, удовлетворяющую неравенству (4), мы будем называть
ограниченной.

Равенство (3) устанавливает, таким образом, взаимно однозначное
соответствие A ∼ ‖Aβα‖ между совокупностью всех ограниченных опе-
раторов A из H в H′ и совокупностью всех ограниченных матриц ‖Aβα‖
операторов из Hα в H′

β . При этом нормой оператора A, как следует из
самого ее определения, является наименьшее из чисел C, для которых
выполнено неравенство (4).
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Пусть, в частности, ‖Aβα‖ — диагональная матрица, т. е. Aβα = 0
при β �= α. Тогда неравенство (4) принимает вид∑

α

|Aααxα|2 � C2
∑
α

|xα|2.

Положим
C ′ = sup

α
|Aαα|.

Тогда
|Aααxα|2 � |Aαα|2|xα|2 � C ′2|xα|2

и, следовательно, ∑
α

|Aααxα|2 � C ′2
∑
α

|xα|2.

Отсюда
|A|2 � C ′2.

С другой стороны, при заданном ε > 0 существует α0 такое, что

|Aα0α0
|2 > C ′2 − ε;

поэтому существует вектор x0α0
∈ Hα0

такой, что

|Aα0α0
x0α0

|2 > (C ′2 − ε)|x0α0
|2.

Но тогда неравенство (4) не выполняется при C2 = C ′2 − ε, xα = x0α0
,

xα = 0 при α �= α0, следовательно, C
′2 — наименьшее из чисел C2, для

которых выполняется неравенство (4). Другими словами, C совпадает
с нормой оператора A, т. е.

|A| = sup
α

|Aαα|.

Если A ∼ ‖Aβα‖, B ∼ ‖Bβα‖, C ∼ ‖Cβα‖, то
A+B ∼ ‖Aβα +Bβα‖, aA ∼ ‖aAβα‖,
A∗ ∼ ‖A∗

αβ‖, CA ∼
∥∥∥∥ ∑
β∈B

CγβAβα
∥∥∥∥,

причем ряд
∑
β∈B

CγβAβαxα сильно сходится для любого вектора

xα ∈ Hα. Все эти соотношения проверяются непосредственно, и мы
предоставляем их доказательство читателю.

Рассмотрим еще тот частный случай, когда все пространства Hα, H′
β

одномерны. Выберем в пространствах Hα, H′
β векторы eα, e′β единичной

длины. Так как Aβαeα ∈ H′
β, то вектор Aβαeα кратен вектору e′β ;

положим
Aβαeα = aβαe

′
β .

Оператор Aβα полностью определяется числом aβα, следовательно,
матрица ‖Aβα‖, а потому и оператор A, полностью определяется
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числовой матрицей ‖aβα‖. Всякий вектор x ∈ H имеет вид x = {ξαeα},
где не более счетного множества чисел ξα отлично от нуля и

∑
α
|ξα|2 <

<∞; поэтому формула (3) перепишется в виде

Ax =
{(∑

α∈A

aβαξα
)
e′β
}
.

Сформулированные выше свойства соответствия A ∼ ‖Aβα‖ теперь
означают, что умножению на число, сложению и умножению операто-
ров A отвечают аналогичные действия с соответствующими матрицами
‖aβα‖.

§ 6. Интегрирование на локально бикомпактном
пространстве

1. Основные понятия; постановка задачи. Пусть T — локально
бикомпактное хаусдорфово топологическое пространство. Условимся
обозначать через L совокупность всех комплексных непрерывных на
T функций, равных нулю вне некоторого бикомпактного множества,
своего для каждой функции, далее, через Lr — совокупность всех
вещественных, а через L+ — совокупность всех неотрицательных
вещественных функций из L. Если надо будет подчеркнуть, что L, Lr

и L+ отнесены именно к T , то мы будем писать L(T ), Lr(T ), L+(T )
вместо L, Lr, L+.

Очевидно, L и Lr (комплексно, соответственно вещественно) линей-
ны и Lr вместе с функцией x содержит также |x| и x ∩ 1 = min{x, 1};
поэтому оно вместе с каждыми двумя функциями x, y содержит также

x ∩ y = min(x, y) =
1

2
(x+ y − |x− y|),

x ∪ y = max(x, y) =
1

2
(x+ y + |x− y|).

Далее, очевидно, если x, y ∈ L+ и c � 0, то также cx, x + y, x ∩ y,
x ∪ y ∈ L+. Легко видеть, что Lr = L+ − L+. Действительно, если
x ∈ Lr, то, положив

x+ = x ∪ 0, x− = (−x) ∪ 0,

будем иметь: x+ ∈ L+, x− ∈ L+ и x = x+ − x−.
Интегралом на L называется всякий линейный функционал I,

удовлетворяющий условию

I(x) � 0 при x ∈ L+.

Очевидно, что если x ∈ Lr, то I(x) вещественно, и если x, y ∈ Lr, то
I(x) � I(y) при x � y.

Основная задача состоит в продолжении функционала I на бо-
лее широкое, чем L, пространство функций. Если, например, взять
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в качестве T отрезок [ 0, 1] с обычной топологией, а в качестве I(x) —

интеграл Римана
1∫
0

x(t) dt, то описанный ниже процесс продолжения

приведет к интегралу Лебега на отрезке [ 0, 1].

2. Основные свойства интеграла. Будем называть носителем
функции x ∈ L наименьшее бикомпактное множество Qx ⊂ T , вне
которого x(t) = 0; положим

‖x‖ = sup
t∈Qx

|x(t)| = sup
t∈T

|x(t)|.

В излагаемых ниже предложениях I обозначает интеграл на L.
Отметим, что равенство (x1, x2) = I(x1x2) определяет положительно
определенную эрмитову форму на L (см. п. 1 § 5).

I. Для любой функции x ∈ L

|I(x)| � I(|x|). (1)

Док а з а т е л ь с т в о. Если I(x) = 0, то (1) очевидно. Предположим
поэтому, что I(x) �= 0, и положим I(x) = ρeiϕ, ρ > 0, 0 � ϕ < 2π,

e−iϕx = y1 + iy2, где y1, y2 ∈ Lr.

Отсюда |I(x)| = ρ = I(e−iϕx) = I(y1) + iI(y2) = I(y1) � I(|y1|) � I(|x|).
II. Для любого бикомпактного множества Q ⊂ T существует

зависящая только от Q константа CQ такая, что

|I(x)| � CQ‖x‖ (2)

для всех x ∈ L, удовлетворяющих условию Qx ⊂ Q.

Д о к а з а т е л ь с т в о. На основании леммы Урысона (см. II п. 8
§ 2) существует функция y0 ∈ L+, нигде не превосходящая единицы
и равная единице на Q. Из соотношения |x| � yQ‖x‖ и (1) вытекает,
что |I(x)| � I(|x|) = ‖x‖I(yQ), следовательно, (2) имеет место при
CQ = I(yQ).

III. Если X — некоторое направленное вниз множество функций
x ∈ L+, частично упорядоченное при помощи соотношения �, и если

inf
x∈X

x = 0, (3)

то для каждого ε > 0 существует функция xε ∈ X такая, что
x(t) < ε для всех функций x из X, удовлетворяющих условию
x(t) � xε(t), и потому

inf
x∈X

I(x) = 0. (4)

Док а з а т е л ь с т в о. Положим при x ∈ X и фиксированном ε Tx =
= {t: x(t) � ε}; тогда Tx бикомпактны, Tx2

⊂ Tx1
при x2 � x1 и в силу

(3) пересечение всех Tx пусто. На основании I п. 6 § 2 существует
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функция xε ∈ X такая, что Txε
= ∅, следовательно, также Tx = ∅ для

всех x � xε, x ∈ X. Это означает, что x(t) < ε для всех x � xε. Так как
Qx ⊂ Qxε

⊂ Qx1
при ε < 1, x < xε, то (2) даст теперь I(x) � CQx1

· ε;
отсюда следует (4).

3. Расширение интеграла на полунепрерывные снизу функции.
Будем рассматривать вещественные функции, которые могут также
принимать значения +∞, −∞. Такая функция x называется полу-
непрерывной снизу, если для любой точки t0 и любого h < x(t0)
существует окрестность U(t0) такая, что

h < x(t) для всех t ∈ U(t0). (1)

Аналогично, функция x называется полунепрерывной сверху, если для
любой точки t0 и любого h > x(t0) существует окрестность V (t0) такая,
что

h > x(t) для всех t ∈ V (t0).

Очевидно, всякая непрерывная вещественная функция полунепрерывна
снизу и сверху.

Обозначим через M+ совокупность всех неотрицательных по-
лунепрерывных снизу функций, а через N+ — совокупность всех
неотрицательных полунепрерывных сверху функций. Условимся, что
a + ∞ = +∞ + a = +∞ для любого a > −∞; что a · (+∞) = +∞
для любого a > 0 и что 0 · (+∞) = 0. Для произвольного множества
X ⊂M+ положим ∑

x∈X

x = sup{y}, (1′)

где {y} — совокупность всевозможных конечных сумм функций x ∈X.

I. 1) Если x ∈M+ и α � 0, то также αx ∈M+;
2) если x1, . . ., xn ∈M+, то также x1 ∩ . . . ∩ xn ∈M+;
3) если X ⊂M+, то sup

x∈X
x ∈M+ и

∑
x∈X

x ∈M+.

До к а з а т е л ь с т в о. Утверждение 1) очевидно. Далее, если h <
< (x1 ∩ . . . ∩ xn)(t0), то h < xk(t0) для k = 1, . . ., n; следовательно,
существуют такие окрестности Uk(t0), что h < xk(t) при t ∈ Uk(t0),

и потому h < (x1 ∩ . . . ∩ xn)(t) при t ∈
n⋂
k=1

Uk(t0). Этим доказана

справедливость утверждения 2). Пусть теперь h < sup
x∈X

x(t0). Тогда

h < x0(t0) при некотором x0 ∈ X; поэтому существует такая окрест-
ность U(t0), что h < x0(t) при t ∈ U(t0), так что подавно h < sup

x∈X
x(t).

Этим доказано, что sup
x∈X

x(t) = M+. Наконец, пусть x1, x2 ∈ M+.

Если h < x1(t0) + x2(t0), то h можно записать в виде h = h1 + h2,
где h1 < x1(t0), h2 < x2(t0). Существуют такие окрестности U1(t0),
U2(t0), что h1 < x1(t) при t ∈ U1(t0), h2 < x2(t) при t ∈ U2(t0), и пото-
му h = h1 + h2 < x1(t) + x2(t) при t ∈ U1(t0) ∩ U2(t0). Следовательно,
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x1 + x2 ∈ M+. Отсюда, применяя индукцию, заключаем, что сумма
любого конечного числа функций из M+ также принадлежит M+.
Под суммой же любого числа функций из M+, как указано выше,
понимается верхняя грань сумм конечного числа таких функций; она
поэтому также принадлежит M+.

II. Всякая функция x из M+ есть верхняя грань множества Yx
всех функций y ∈ L+, удовлетворяющих условию y � x.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение очевидно для точек, в кото-
рых x(t) обращается в нуль. Если же x(t0) > 0, то для любого h,
0 < h < x(t0), существует окрестность U(t0), в которой x(t) > h.
С другой стороны, на основании леммы Урысона существует функ-
ция y0 ∈ L+ с носителем Qy0 ⊂ U(t0), удовлетворяющая условиям:
y0(t0) = h, y0(t) � h. Так как 0 � y � x и h произвольно в (0, x(t0)), то
отсюда следует, что sup

y∈Yx

y(t0) = x(t0).

Верхним интегралом I(x) функции x ∈M+ мы будем называть

I(x) = sup
y∈Yx

I(y),

где Yx — множество всех функций y ∈ L+, удовлетворяющих условию
y � x. Если x ∈ L+, то Yx содержит x, и потому I(x) = I(x). Далее, из
определения непосредственно следует, что

I(x1) � I(x2) при x1 � x2, x1, x2 ∈M+ (2)

и что
I(cx) = cI(x) при x ∈M+, c > 0.

III. Пусть X — произвольное направленное вверх множество
в M+, частично упорядоченное при помощи соотношения �. Тогда

I(sup
x∈X

x) = sup
x∈X

I(x).

Док а з а т е л ь с т в о. Положим x0 = sup
x∈X

x. Если X ⊂ L+ и x0 ∈ L+,

то утверждение следует из III п. 2, ибо тогда inf
x∈X

(x0 − x) = 0, сле-

довательно, I(x0) − sup
x∈X

I(x) = inf
x∈X

I(x0 − x) = 0. Пусть теперь X —

произвольное множество в M+. В силу (2) I(x0) � I(x) для всех
x ∈X, и потому I(x0) � sup

x∈X
I(x). Следовательно, надо доказать проти-

воположное неравенство. По определению I(x0) для этого достаточно
показать, что I(y0) � sup

x∈X
I(x) для всех y0 ∈ Yx0

, т. е. для всех y0 ∈ L+,

удовлетворяющих неравенству y0 � x0. Обозначим для этого через Y
объединение всех Yx, x ∈ X. Очевидно, Y ⊂ Yx0

и

x0 = sup
x∈X

x = sup
x∈X

( sup
y∈Yx

y) = sup
Y
y. (3)
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Пусть y0 ∈ Yx0
, т. е. y0 � x0. Из (3) заключаем, что

y0 = y0 ∩ x0 = sup
y∈Y

(y0 ∩ y);

следовательно, в силу сказанного в начале доказательства

I(y0) = sup
y∈Y

I(y0 ∩ y).

Таким образом, учитывая (3), имеем

I(y0) = sup
y∈Y

I(y0 ∩ y) � sup
y∈Y

I(y) = sup
x∈X

sup
y∈Yx

I(y) = sup
x∈X

I(x),

и предложение полностью доказано.

IV. Если x1, x2 ∈M+, то I(x1 + x2) = I(x1) + I(x2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Функции y1 + y2, где y1 � x1, y2 � x2,
y1, y2 ∈ L+, образуют направленное вверх множество в M+, частично
упорядоченное при помощи соотношения � и удовлетворяющее усло-
вию sup(y1 + y2) = x1 + x2. Отсюда в силу III

I(x1 + x2) = sup[I(y1) + I(y2)] = I(x1) + I(x2).

V. Если X ⊂M+, то

I
(∑
x∈X

x
)

=
∑
x∈X

I(x). (4)

Док а з а т е л ь с т в о. Для конечных сумм равенство (4) получается
по индукции из IV, а в силу III отсюда следует (4) для произвольной
суммы, ибо она является верхней гранью конечных сумм.

4. Верхний интеграл произвольной неотрицательной веще-
ственной функции. Будем рассматривать произвольные неотрицатель-
ные вещественные функции, которые могут принимать также значения
+∞. Для любой такой функции x обозначим через Zx совокупность
всех функций z из M+ , удовлетворяющих условию z � x; такие
функции всегда существуют, например функция z(t) = +∞ для всех
t ∈ T . Верхним интегралом I(x) мы будем называть

I(x) = inf
x∈Zx

I(z).

Если x ∈ M+, то x ∈ Zx, и потому для x ∈ M+ это определение
верхнего интеграла совпадает с прежним. Из определения очевидно,
что

I(x1) � I(x2) при x1 � x2 (1)

и
I(cx) = c I(x) при c � 0. (2)

Кроме того,
I(x1 + x2) � I(x1) + I(x2). (3)
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Действительно, если z1 � x1, z2 � x2, то z1 + z2 � x1 + x2, и потому
I(x1 + x2) � I(z1 + z2) = I(z1) + I(z2). Переходя к нижним граням
по z1, z2, получим (3). Отметим еще следующие свойства верхнего
интеграла.

I. Для любой неубывающей последовательности функций xn � 0

I(sup
n
xn) = sup

n
I(xn). (4)

До к а з а т е л ь с т в о. Так как xn � sup
n
xn, то I(xn) � I(sup

n
xn),

и потому sup
n
I(xn) � I(sup

n
xn); следовательно, достаточно доказать

противоположное неравенство. Оно очевидно, если sup
n
I(xn) = +∞;

поэтому рассмотрим тот случай, когда sup
n
I(xn) < +∞. Пусть ε — про-

извольное положительное число. По определению верхнего интеграла
существуют функции zn ∈M+ такие, что zn � xn и I(zn) < I(xn) +

ε

2
n .

Положим u1 = z1, un = z1 ∪ z2 ∪ . . . ∪ zn (n > 1). Тогда un+1 � un,
un � xn и

un+1 + un ∩ zn+1 = un ∪ zn+1 + un ∩ zn+1 = un + zn+1,

откуда
I(un+1) + I(un ∩ zn+1) = I(un) + I(zn+1).

Следовательно,

I(un+1) = I(un) + I(zn+1) − I(un ∩ zn+1) � I(un) + I(zn+1) − I(xn) �

� I(un) + I(xn+1) − I(xn) +
ε

2
n+1

.

Складывая почленно эти неравенства при n = 1, 2, . . ., m− 1, получим
I(um) � I(xm) + ε, следовательно, в силу III п. 3

sup
m
I(xm) + ε � I(sup

m
Um) � I(sup

m
xm).

Ввиду произвольности числа ε > 0 отсюда следует формула (4).

Очевидно, (4) можно также записать в виде

I( lim
n→∞

xn) = lim
n→∞

I(xn). (5)

II. Для любого конечного или счетного числа функций xn � 0

I
(∑

n

xn
)

�
∑
n

I(xn). (6)

Док а з а т е л ь с т в о. Для конечного числа слагаемых утверждение
получается по индукции из (3); а тогда для счетного числа слагаемых

оно получается, если применить (5) к конечным суммам
n∑
k=1

xk вме-

сто xn.
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Функция x(t) � 0 называется нулевой, если I(x) = 0. Из (1), (2),
(4) и (6) заключаем:

III. Если 0 � x1 � x2 и x2 — нулевая функция, то и x1 и αx2
при α � 0 — также нулевые функции; верхняя грань неубывающей
последовательности нулевых функций есть нулевая функция; сум-
ма конечного или счетного числа нулевых функций есть нулевая
функция.

5. Внешняя мера множества. Характеристической функцией
множества A ⊂ T называют функцию

ξA(t) =

{
1 при t ∈ A,

0 при t /∈ A.

Число μ(A) = I(ξA) называется внешней мерой множества A.
Так как ξA1

� ξA2
при A1 ⊂ A2, то в силу (1) п. 4

μ(A1) � μ(A2) при A1 ⊂ A2. (1)

Далее, из соотношения ξA1∪A2∪... � ξA1
+ ξA2

+ . . . и II п. 4 вытекает,
что для любого конечного или счетного числа множеств A1, A2, . . .

μ(A1 ∪A2 ∪ . . .) � μ(A1) + μ(A2) + . . . . (2)

Аналогично, если A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ . . ., то ξA1
� ξA2

� . . . и ξA1∪A2∪... =
= sup

n
ξAn

; применяя I п. 4, заключаем, что

μ(A1 ∪A2 ∪ . . .) = lim
n
μ(An) при A1 ⊂ A2 ⊂ . . . . (3)

I. Если B — произвольное семейство попарно непересекающихся
открытых множеств V ⊂ T , то

μ
( ⋃
V ∈B

V
)

=
∑
V ∈B

μ(V ). (4)

Утверждение непосредственно следует из V п. 3, ибо характеристиче-
ская функция открытого множества V полунепрерывна снизу 1).

Аналогично из III п. 3 заключаем:
II. Если B — произвольное направленное семейство открытых

множеств V , упорядоченное при помощи операции включения ⊂, то

μ
( ⋃
V ∈B

V
)

= sup
V ∈B

μ(V ).

III. Внешняя мера всякого бикомпактного множества Q конечна.

1) Действительно, если t0 ∈ V , то некоторая окрестность U(t0) ⊂ V , и пото-
му из 1 = ξV (t0) > h следует ξV (t) > h при t ∈ U(t0). Если же t0 /∈ V , то для
произвольного t ∈ T

ξV (t) � 0 > h.

Аналогично, если A замкнуто, то ξA полунепрерывна сверху.
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Действительно, на основании леммы Урысона существует функция
y ∈ L+, не превосходящая единицы и равная единице на Q. Тогда
ξQ � y, и потому

μ(Q) = I(ξQ) � I(y) = I(y) < +∞.

IV. Для любого множества A внешняя мера μ(A) есть нижняя
грань внешних мер μ(U) открытых множеств U ⊃ A.

До к а з а т е л ь с т в о. Утверждение очевидно, если μ(A) = +∞.
Пусть μ(A) < +∞; тогда для всякого ε > 0, ε < 1, существует

функция x ∈ M+ такая, что ξA(t) � x(t) и I(x) < μ(A) + ε. Поло-
жим U = {t: x(t) > 1 − ε}; так как x ∈ M+, то, как легко видеть,
U открыто и U ⊃ A. С другой стороны, x � (1 − ε) ξU , и потому

μ(U) �
1

1− ε
I(x) <

1

1− ε
[μ(A) + ε]; ввиду произвольности ε отсюда

следует утверждение.

Множество A называется нулевым, если μ(A) = 0. Из (1) и (2)
заключаем:

V. Всякая часть нулевого множества есть нулевое множество;
объединение конечного или счетного числа нулевых множеств есть
нулевое множество.

Кроме того,
VI. Функция x(t) � 0 является нулевой тогда и только тогда,

когда A = {t: x(t) > 0} есть нулевое множество.

До к а з а т е л ь с т в о. Если x(t) — нулевая функция, то, так как
ξA � sup

n
(nx), в силу (4) п. 4 имеем μ(A) � sup

n
nI(x) = sup 0 = 0.

Обратно, если A — нулевое множество, то, так как x � sup
n
nξA, имеем

I(x) � sup
n
nI(ξA) = 0.

VII. Если I(x) < +∞, то A = {t: x(t) = +∞} есть нулевое мно-
жество.

До к а з а т е л ь с т в о. Так как ξA �
1

n
x, то

μ(A) = I(ξA) �
1

n
I(x);

перейдя здесь к пределу при n→ ∞, получим, что μ(A) = 0.

6. Эквивалентные функции. Будем говорить, что некоторое свой-
ство имеет место почти всюду на T , если совокупность всех точек
t ∈ T , для которых это свойство не имеет места, есть нулевое множе-
ство.

Две комплексные всюду определенные и конечные функции x1, x2
будем называть эквивалентными и писать x1 ∼ x2, если x1(t) = x2(t)
почти всюду на T . Из V п. 5 легко следует, что все свойства экви-
валентности (см. с. 20) будут выполнены, так что совокупность всех



§ 6. Интегрирование на локально бикомпактном пространстве 149

комплексных функций разбивается на классы эквивалентных между
собой функций.

Легко видеть, что если x1 ∼ x2, y1 ∼ y2, то cx1 ∼ cx2 (при любом
комплексном c) и x1 + y1 ∼ x2 + y2.

До сих пор мы рассматривали функции, определенные для всех
t ∈ T ; для дальнейшего нам удобно будет рассматривать функции,
определенные и конечные лишь почти всюду на T . Две такие функции
x1, x2 мы по-прежнему будем называть эквивалентными и писать
x1 ∼ x2, если x1(t) = x2(t) почти всюду на T . Совокупность всех
комплексных функций, определенных и конечных почти всюду на T ,
также распадается на классы эквивалентных между собой функций.

Каждый такой класс ξ содержит функции, всюду определенные
и конечные. Мы определим сумму ξ + η двух классов ξ, η и произ-
ведение c ξ класса ξ на комплексное число c как классы, содержащие
сумму x + y и произведение cx, где x, y — всюду определенные
и конечные функции из ξ, η соответственно. В силу сказанного выше
это определение не зависит от выбора x и y.

Легко проверить, что все аксиомы линейного пространства будут
при этом выполнены, следовательно, классы эквивалентных почти
всюду определенных функций образуют линейное пространство.

Распространим теперь верхний интеграл I(x) на все функции
x(t) � 0, определенные почти всюду на T , считая I(x) = I(y), где y —
любая неотрицательная всюду определенная, конечная и эквивалент-
ная x функция.

Это определение не зависит от выбора функции y ∼ x. Действи-
тельно, если y1, y2 всюду определены и конечны и y1 ∼ x и y2 ∼ x, то
y1 ∼ y2 и, следовательно, I(|y1 − y2|) = 0. Так как y1 � y2 + |y1 − y2|,
то I(y1) � I(y2) + I(|y1 − y2|) = I(y2) и, аналогично, I(y2) � I(y1);

следовательно, I(y1) = I(y2).
Легко видеть, что перечисленные в п. 4 свойства верхнего ин-

теграла остаются в силе: например, если x1 � x2 почти всюду, то
I(x1) � I(x2), и т. д.

Определим I(|ξ|) формулой

I(|ξ|) = I(|x|) при x ∈ ξ.

Это определение не зависит от выбора функции x ∈ ξ, ибо если x1 ∼ x2,
то также |x1| ∼ |x2|; следовательно, по доказанному выше, I(|x1|) =
= I(|x2|). При этом в силу (1), (2) и (3) п. 4

I(|c ξ|) = |c| I(|ξ|), I(|ξ + η|) � I(|ξ| + |η|) � I(|ξ|) + I(|η|) (1)

и в силу VI п. 5

I(|ξ|) = 0 тогда и только тогда, когда ξ = 0. (2)

7. Пространства �
1
и L1. Обозначим через �

1
совокупность всех

классов ξ эквивалентных комплексных функций x, определенных для
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почти всех t ∈ T и удовлетворяющих условию I(|ξ|) < +∞. Эти классы
образуют линейное пространство, ибо в силу (1) и (2) п. 6, если ξ1,
ξ2 ∈ �1

, то

I(|c ξ1|) = |c| I(|ξ1|) < +∞,

I(|ξ1 + ξ2|) � I(|ξ1| + |ξ2|) � I(|ξ1|) + I(|ξ2|) < +∞.

Определим в �
1
норму, положив ‖ξ‖1 = I(|ξ|); предыдущие нера-

венства показывают, что все аксиомы нормы выполняются, так что �
1

становится при этом нормированным пространством.
В дальнейшем нам удобно будет не различать эквивалентные между

собой функции; в таком случае класс ξ можно заменить любой функ-
цией x ∈ ξ и писать ‖x‖1 = I(|x|) вместо ‖ξ‖1.

Отметим, что если (xn) — произвольная последовательность почти
всюду определенных функций, так что xn(t) не определена на нуле-
вом множестве An, то все функции xn(t) определены на множестве

T −
∞⋃
n=1

An, где
∞⋃
n=1

An — нулевое множество.

I. Если xn ∈ �1 и ряд
∞∑
n=1

‖xn‖1 сходится, то

а) ряд
∞∑
n=1

xn(t) абсолютно сходится почти всюду;

б) функция s(t) =

⎧⎪⎨⎪⎩
∞∑
n=1

xn(t), если все xn(t) определены и ряд
сходится,

0 в противном случае,
есть элемент пространства �1

;

в) ряд
∞∑
n=1

xn сходится по норме к s.

До к а з а т е л ь с т в о. В силу (6) п. 4

I

( ∞∑
n=1

|xn|
)

�
∞∑
n=1

I(|xn|) =
∞∑
n=1

‖xn‖1 < +∞;

на основании VII п. 5 отсюда заключаем, что ряд
∞∑
n=1

|xn(t)| сходится
почти всюду на t.

Далее, |s| �
∞∑
n=1

|xn| почти всюду на T , и потому

I(|s|) � I

( ∞∑
n=1

|xn|
)

�
∞∑
n=1

‖xn‖1 < +∞.

Следовательно, s ∈ �1
.
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Наконец, из неравенства
∣∣∣s − n∑

k=1

xk

∣∣∣ �
∞∑

k=n+1

|xk|, справедливого

почти всюду на T , заключаем, что∥∥∥∥s− n∑
k=1

xk

∥∥∥∥
1

�
∞∑

k=n+1

‖xk‖1 → 0

при n→ ∞, так что ряд
∞∑
k=1

xk сходится по норме к s.

II. Пространство �1 полно.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть (xn) — фундаментальная последова-

тельность в �
1
; тогда можно выбрать подпоследовательность xnk

так,

что ‖xnk+1
− xnk

‖1 �
1

2k+1
, и потому ряд ‖xn1

‖1 + ‖xn2
− xn1

‖ + . . . схо-

дится. В силу I тогда ряд xn1
+ (xn2

− xn1
) + (xn1

− xn2
) + . . . сходится

по норме к некоторому элементу x ∈ �1
, т. е. ‖x− xnk

‖ → 0 при k→∞.
Так как исходная последовательность xn фундаментальна, то также

‖x− xn‖1 → 0 при n→ ∞, и полнота �
1
доказана.

З а м е ч а н и е. Из этого доказательства и предложения I вытекает,

что если xn ∈ �1 и ‖x− xn‖1 → 0, то существует подпоследователь-
ность xnk

такая, что xnk
(t) → x(t) почти для каждого t ∈ T .

Если x ∈ L, то I(|x|) = I(|x|) <∞; следовательно, x входит в один

из классов ξ ∈ �
1
. Отождествляя x с этим классом ξ, мы можем

считать, что L — подпространство в �
1
. Замыкание L в �

1
есть полное

по норме ‖x‖1 подпространство в �
1
; это замыкание мы обозначим

через L1. В силу этого определения L плотно в L1. Функции, принад-
лежащие L1, мы будем называть суммируемыми.

В силу неравенства (1) п. 2

|I(x)| � ‖x‖1 (1)

для всех x ∈ L; это означает, что I(x) есть ограниченный линейный
функционал в L и, следовательно, продолжается единственным об-
разом, с сохранением неравенства (1), до ограниченного линейного
функционала в L1 (см. II п. 4 § 4), который мы также обозначим через
I(x). Этот функционал I(x) называется интегралом функции x ∈ L1.

Очевидно, всякая нулевая функция x суммируема и I(|x|) = 0,
ибо нулевую функцию можно рассматривать как предел по норме ‖ ‖1
последовательности функций xn = 0, принадлежащих L.

Совокупность всех вещественных функций x ∈ L1 образует веще-
ственное линейное подпространство в L1; оно называется веществен-
ным пространством L1.

Из предыдущих рассуждений вытекает, что вещественное про-
странство L1 полно.
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III. Если x ∈ L1, то |x| ∈ L1 и

|I(x)| � I(|x|). (2)

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть xn ∈ L и ‖x− xn‖1 → 0; из неравенства∣∣|x| − |xn|
∣∣ � |x − xn| вытекает, что ‖|x| − |xn|‖1 � ‖x − xn‖1 → 0.

Так как |xn| ∈ L+, то отсюда следует, что |x| ∈ L1. Кроме того, пере-
ходя к пределу в неравенстве |I(xn)| � I(|xn|) и пользуясь непрерыв-
ностью функционала I(x) по норме ‖x‖1, получим (2).

IV. Если x ∈ L1 и x � 0, то

I(x) = I(x) = ‖x‖1. (3)

Действительно, (3) справедливо для x ∈ L+; так как I(x) и ‖x‖1
непрерывны по норме ‖x‖1 и всякий неотрицательный элемент x из L1

есть предел по этой норме последовательности xn ∈ L+ (см. доказа-
тельство предложения III), то (3) справедливо для всех неотрицатель-
ных x из L1.

Из III следует
V. Если вещественные функции x, y принадлежат L1, то также

x ∩ y = 1
2

(x + y − |x − y|) и x ∪ y = 1
2

(x + y + |x − y|) принадле-

жат L1.

VI. Если xn � 0 почти всюду, xn ∈ L1 и ряд
∞∑
n=1

I(xn) сходится,

то ряд
∞∑
n=1

xn сходится в L1 по норме к элементу x ∈ L1 и I(x) =

=
∞∑
n=1

I(xn).

Утверждение непосредственно следует из I и непрерывности функ-
ционала I(x) по норме в L1.

VII. Если xn — неубывающая (невозрастающая) последова-
тельность вещественных функций из L1, а последовательность
I(xn) ограничена сверху (снизу), то функция x = limxn ∈ L1 и
I(x) = lim

n→∞
I(xn).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим случай неубывающей последо-
вательности (случай невозрастающей последовательности сводится
к нему переходом от xn, x к −xn, −x). Имеем xn+1 − xn � 0 при
n = 1, 2, 3, . . .. Тогда почти всюду x = x1 + (x2 − x1) + (x3 − x2) + . . .,
причем ряд I(x2 − x1) + I(x3 − x2) + . . . = lim

n→∞
I(xn) − I(x1) схо-

дится. На основании VI x − x1 = (x2 − x1) + (x3 − x2) + . . . ∈ L1

и I(x− x1) = lim
n→∞

I(xn) − I(x1). Отсюда x ∈ L1 и I(x) = lim
n→∞

I(xn).

VIII. Полунепрерывная снизу неотрицательная функция x(t) сум-
мируема тогда и только тогда, когда I(x) < +∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость очевидна; докажем доста-
точность. Пусть x ∈ M+ и I(x) < +∞. По определению I(x) для
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любого ε > 0 существует y ∈ L+ такая, что y � x и I(x) < I(y) + ε.
Но x − y � 0 и полунепрерывна снизу, следовательно, в силу IV п. 3

I(x) = I(y + x − y) = I(y) + I(x − y) и I(x − y) = I(x) − I(y) < ε.
Отсюда x ∈ L1 по определению L1.

IX. Полунепрерывная сверху конечная неотрицательная функ-
ция x суммируема тогда и только тогда, когда I(x) < +∞.

До к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, в доказательстве нуждается толь-
ко достаточность условия. Итак, пусть x(t) � 0, конечна, непрерывна
сверху и I(x) < +∞. По определению I(x), для любого ε > 0 существу-
ет функция y ∈M+ такая, что y � x, I(y) � I(x) + ε. Тогда y − x ∈M+

и y − x � y. Отсюда I(y − x) � I(y) < I(x) + ε < ∞, и потому (см.
VIII) y − x ∈ L1, y ∈ L1; следовательно, также x = y − (y − x) = L1.

X. Если неотрицательная функция x суммируема, то для каж-
дого ε > 0 существуют конечная функция z ∈ N+ с бикомпактным
носителем и функция y ∈ M+ такие, что z � x � y почти всюду
и I(y − z) < ε.

До к а з а т е л ь с т в о. Если x � 0 и x ∈ L1, то существует функция
u ∈ L+ такая, что I(|x − u|) < ε

4
; по определению I это означает,

что существует функция v ∈ M+, для которой I(v) <
ε

2
и |x − u| � v

почти всюду. Таким образом, почти всюду −v � x − u � v и (u− v) ∪
∪ 0 � x � u + v; следовательно, функции z = (u − v) ∪ 0, y = u + v
будут удовлетворять поставленным требованиям 1).

XI. Для всякой неотрицательной суммируемой функции x суще-
ствуют неубывающая последовательность конечных zn ∈ N+ с би-
компактными носителями и невозрастающая последовательность
yn ∈M+ такие, что lim

n→∞
zn � x � lim

n→∞
yn почти всюду и

I( lim
n→∞

zn) = I(x) = I( lim
n→∞

yn), а lim
n→∞

zn ∼ x ∼ lim
n→∞

yn.

Док а з а т е л ь с т в о. Полагая в X ε =
1

n
, получим конечные функ-

ции z′n ∈ N+ с бикомпактными носителями и функции y′n ∈M+ такие,

что z′n � x � y′n и I(y′n − z′n) <
1

n
. Тогда функции

zn = z′1 ∪ z′2 ∪ . . . ∪ z′n, yn = y′1 ∩ y′2 ∩ . . . ∩ y′n

1) Для всюду определенной и конечной функции x соотношение z � x � y
будет выполняться всюду, ибо в этом случае существует функция v ∈ M+, для

которой I(v) <
ε

2
и |x − u| � v всюду (см. п. 4).
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будут удовлетворять поставленным требованиям, ибо в силу VII

I(x− lim
n→∞

zn) = lim
n→∞

I(x− zn) � lim
n→∞

I(yn − zn) �

� lim
n→∞

I(y′n − z′n) � lim
n→∞

1

n
= 0,

и аналогично I( lim
n→∞

yn − x) = 0.

XII. Если неотрицательная функция x суммируема, то для каж-
дого ε > 0 существует такое бикомпактное множество Q, что
I(xξT−Q) < ε.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть y, z — те же, что и в предложении X,
и пусть Q — носитель z. Тогда I(xξT−Q) = I((x− z) ξTQ

) � I(y − z) <
< ε.

8. Суммируемые множества. Множество A называется суммиру-
емым, если его характеристическая функция ξA(t) суммируема; в этом
случае число μ(A) = I(ξA) называется мерой 1) (точнее, I-мерой) мно-
жества A. В силу IV п. 7 мера суммируемого множества совпадает
с его внешней мерой μ(A) = μ(A).

I. Всякое нулевое множество суммируемо, и его мера равна нулю.
Действительно, если A — нулевое множество, то ξA — нулевая

функция, следовательно, ξA ∈ L1 и μ(A) = I(ξA) = 0.
II. Если A1, A2 суммируемы и A1 ⊂ A2, то μ(A1) � μ(A2).
Утверждение непосредственно следует из (1) п. 5.
III. Объединение конечного числа и пересечение конечного или

счетного числа суммируемых множеств суммируемо и для конечно-
го числа попарно не пересекающихся суммируемых множеств A1,
A2, . . . , An

μ(A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An) = μ(A1) + μ(A2) + . . . + μ(An).

Утверждения непосредственно следуют из соотношений 2)

ξA1∪A2∪...∪An
= ξA1

∪ ξA2
∪ . . . ∪ ξAn

,

ξA1∩A2∩...∩An
= ξA1

∩ ξA2
∩ . . . ∩ ξAn

,

ξA1∩A2∩...∩An
↘ ξA1∩A2∩...,

ξA1∪A2∪...∪An
= ξA1

+ ξA2
+ . . . + ξAn

, если Aj ∩ Ak = ∅ при j �= k,
предложений V, VII п. 7 и линейности пространства L1 и функционала
I(x).

1) В дальнейшем термин «мера» всегда будет означать меру, таким образом
определенную при помощи некоторого интеграла I.

2) Символы xn ↘ x (xn ↗ x) обозначают, что xn — невозрастающая (неубы-
вающая) последовательность, сходящаяся к x.
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IV. Если A1, A2, . . . суммируемы и ряд μ(A1) + μ(A2) + . . . сходит-
ся, то множество A1 ∪A2 ∪ . . . суммируемо и

μ(A1 ∪A2 ∪ . . .) � μ(A1) + μ(A2) + . . . .

Если, кроме того, множества Ak попарно не пересекаются, то

μ(A1 ∪A2 ∪ . . .) = μ(A1) + μ(A2) + . . . .

Утверждения следуют из соотношений

ξA1∪A2∪...∪An
↗ ξA1∪A2∪... � ξA1

+ ξA2
+ . . . ,

ξA1∪A2∪... = ξA1
+ ξA2

+ . . . , если Aj ∩Ak = ∅ при j �= k,

и предложений V, VI, VII п. 7.
V. Если A1, A2 суммируемы и A1 ⊃ A2, то A1 −A2 суммируема и

μ(A1 −A2) = μ(A1) − μ(A2).

Действительно, если A1 ⊃ A2, то

ξA1−A2
= ξA1

− ξA2

и утверждение следует из линейности L1 и I(x).

VI. Если A1, A2, A3, . . . суммируемы и A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ . . ., то

μ(A1 ∩A2 ∩ . . .) = lim
n→∞

μ(An);

если же A1 ⊂ A2 ⊂ . . . и lim
n→∞

μ(An) конечен, то A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪ . . .
суммируемо и

μ(A1 ∪A2 ∪A3 ∪ . . .) = lim
n→∞

μ(An).

Док а з а т е л ь с т в о. В первом случае ξAn
↘ ξA1∩A2∩..., а во втором

ξAn
↗ ξA1∪A2∪..., и утверждение следует из VII п. 7.

VII. Открытое (замкнутое) множество суммируемо, если μ(A) <
< +∞; в частности, открытое (замкнутое) множество, содержа-
щееся в бикомпактном множестве, суммируемо.

Действительно, характеристическая функция открытого (замкнуто-
го) множества A полунепрерывна снизу (сверху) и остается применить
VIII и IX п. 7 и III п. 5.

VIII. Всякое бикомпактное множество суммируемо; всякое от-
крытое множество с бикомпактным замыканием суммируемо.

Утверждение непосредственно следует из VII.

IX. Для суммируемости множества A необходимо и достаточно,
чтобы для каждого ε > 0 существовали суммируемое открытое
множество U ⊃ A и бикомпактное множество Q ⊂ A такие, что

μ(U −Q) < ε.
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Док а з а т е л ь с т в о. Условие достаточно, ибо оно означает, что
ξQ � ξA � ξU , I(ξU − ξQ) < ε, и потому

‖ξA − ξQ‖1 � ‖ξU − ξQ‖1 = I(ξU − ξQ) < ε.

Так как ξQ ∈ L1, то также ξA ∈ L1.

Обратно, пусть A суммируемо. В силу IV п. 5 существует множе-
ство U такое, что μ(U) < μ(A) +

ε

2
. Далее, на основании X п. 7 суще-

ствует конечная функция z ∈ N+ с бикомпактным носителем Qz такая,
что z � ξA (см. с. 153) и I(ξA − z) <

ε

4
. Положим Q = {t: z(t) � δ}, где

δ > 0; тогда Q — замкнутое подмножество в Qz и потому бикомпактно.
Пусть t ∈ Q; тогда ξA(t) � z(t) � δ > 0, следовательно, ξA(t) = 1
и t ∈ A. Поэтому Q ⊂ A и множество B = A−Q суммируемо. Из нера-
венства z � ξQ + δξB вытекает, что I(z) � μ(Q) + δμ(B) � μ(Q) +
+ δμ(A), и потому μ(A) < I(z) +

ε

4
< μ(Q) + δμ(A) +

ε

4
. Взяв δ так,

чтобы δμ(A) <
ε

4
, заключаем, что множества U и Q будут обладать

требуемыми свойствами.

Из IX следует, что мера всякого суммируемого множества A есть
верхняя грань мер бикомпактных множеств Q ⊂ A.

X. Если A суммируемо, то существуют последовательность от-
крытых множеств Un ⊃ A и конечная или счетная последователь-
ность непересекающихся бикомпактных множеств Qn ⊂ A таких,

что
∞⋂
n=1

Un −A и A−
∞⋃
n=1

Qn — нулевые множества.

До к а з а т е л ь с т в о. Положим в IX ε =
1

n
; мы получим открытые

множества Un такие, что μ(Un −A) <
1

n
, и потому μ

( ∞⋂
n=1

Un −A
)
<

1

n

для всех n, т. е. μ
( ∞⋂
n=1

Un −A
)

= 0.

Множества Qn построим по индукции. В силу IX (при ε = 1)
существует Q1 ⊂ A такое, что μ(A − Q1) < 1; далее, в силу IX (при

ε =
1

2
) существует Q2 ⊂ A − Q1 такое, что μ(A − Q1 − Q2) <

1

2
,

и т. д. На n-м шаге, если еще A −Q1 − . . . − Qn−1 не пусто, получим

Qn ⊂ A−Q1 − . . .−Qn−1 такое, что μ(A−Q1 − . . .−Qn) <
1

n
. Отсюда

μ
(
A−

∞⋃
n=1

QN
)
<

1

n
для всех n, т. е. μ

(
A−

∞⋃
n=1

Qn
)

= 0.

XI. Если μ(A) < ∞, то A содержится в объединении непере-
секающихся нулевого множества и конечного или счетного числа
бикомпактных множеств.

Для доказательства достаточно применить X к суммируемому от-
крытому множеству U ⊃ A (см. IV п. 5).
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9. Измеримые множества. Множество A называется измеримым,
если его пересечение с любым бикомпактным множеством суммируемо.
Из этого определения и предложений III и VIII п. 8 следует, что всякое
суммируемое множество измеримо и что пространство T измеримо.

I. Объединение и пересечение конечного или счетного числа из-
меримых множеств измеримы.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть An измеримы, а Q — произвольное би-
компактное множество, так что An ∩Q суммируемы. Из соотношения(⋂

n

An
)⋂

Q =
⋂
N

(
An
⋂
Q
)

и III п. 8 следует, что
(⋂
n
An
)⋂

Q суммируемо, следовательно,
⋂
n
An

измеримо. Далее, из соотношений(⋂
n

An
)⋂

Q =
⋃
n

(
An
⋂
Q
)
,

μ

( n⋃
k=1

(
An
⋂
Q
))

� μ(Q)

и предложения VI п. 8 заключаем, что также
(⋃
n
An
)⋂

Q суммируемо,

следовательно,
⋃
n
An измеримо.

II. Если A, B измеримы и A ⊃ B, то A−B измеримо.
Действительно, для произвольного бикомпактного Q(A− B) ∩Q =

= (A ∩Q) − (B ∩Q), и утверждение следует из V п. 8.
В частности, дополнение T −A всякого измеримого множества A

измеримо.
III. Всякое замкнутое и всякое открытое множества измеримы.
До к а з а т е л ь с т в о. Если A замкнуто, а Q бикомпактно, то A ∩Q

бикомпактно, и значит суммируемо, поэтому все замкнутые множества
измеримы. Но тогда и открытые множества, являющиеся дополнениями
замкнутых, измеримы.

IV. Если A измеримо и μ(A) < +∞, то A суммируемо.
До к а з а т е л ь с т в о. В силу XI п. 8 A ⊂ ∪Qn, где Q0, Q1, Q2, . . .

попарно не пересекаются, Q0 — нулевое множество, а Qn (n � 1) —
бикомпактные множества; следовательно, A = ∪(A ∩Qn), где A ∩ Q0,
A ∩ Q1, A ∩ Q2, . . . — непересекающиеся суммируемые множества;
отсюда при любом n

μ(A ∩Q0) + μ(A ∩Q1) + . . . + μ(A ∩Qn) =

= μ[(A ∩Q0) ∪ (A ∩Q1) ∪ . . . ∪ (A ∩Qn)] � μ(A),

следовательно, ряд μ(A ∩ Q0) + μ(A ∩ Q1) + μ(A ∩ Q2) + . . . сходится
и A ∩Q суммируемо на основании IV п. 8.
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V. Если A измеримо, A ⊂ B и B суммируемо, то A суммируемо.
Утверждение непосредственно следует из IV, ибо μ(A) � μ(B) <

< +∞.
Множество A называется локально нулевым, если его пересечение

с каждым бикомпактным множеством есть нулевое множество. Из это-
го определения непосредственно следует

VI. Всякое локально нулевое множество измеримо; объединение
и пересечение конечного или счетного числа локально нулевых мно-
жеств есть локально нулевое множество.

VII. Если A — локально нулевое множество и μ(A) < +∞, то
A — нулевое множество.

Доказательство аналогично доказательству предложения IV.

VIII. Если A — локально нулевое множество, то ‖xξA‖1 = 0,
следовательно, I(xξA) = 0 для любой функции x ∈ L1.

До к а з а т е л ь с т в о. Утверждение справедливо для функций x ∈
∈ L, ибо тогда xξA отлична от нуля лишь на нулевом множестве
Qx ∩A, где Q — носитель x. Но для любой функции x ∈ L1 существует
последовательность xn ∈ L такая, что ‖x − xn‖1 → 0. Тогда также
‖xξA − xnξA‖1 → 0, и потому

‖xξA‖1 � ‖xξA − xnξn‖1 + ‖xnξA‖1 = ‖xξA − xnξA‖1 → 0,

что возможно лишь при ‖xξA‖1 = 0.

О некотором свойстве мы будем говорить, что оно имеет место
локально почти всюду на T , если совокупность всех точек t, для ко-
торых это свойство не имеет места, есть локально нулевое множество.

10. Измеримые функции. Будем рассматривать вещественные
функции, локально почти всюду определенные и конечные. Такая
функция x называется измеримой, если при любом вещественном a
множество 1) A = {t: x(t) > a} измеримо. Очевидно, константа есть
измеримая функция. Кроме того, из соотношений

{t: x(t) � a} = T − {t: x(t) > a},
{t: a < x(t) � b} = {t: x(t) > a} − {t: x(t) > b},
{t: x(t) = a} =

∞⋂
n=1

{
t: a− 1

n
< x(t) � a

}
,

{t: x(t) < a} = {t: x(t) � a} − {t: x(t) = a},
{t: x(t) � a} = {t: x(t) > a} + {t: x(t) = a}

и I–II п. 9 вытекает, что в случае измеримой функции x каждое из
множеств {t: x(t) �}, {t: a < x(t) � b}, {t: x(t) = a}, {t: x(t) < a},
{t: x(t) � a} также измеримо.

1) При этом учитываются лишь те t ∈ T , для которых x(t) определена.
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Две функции x1, x2 называются локально эквивалентными, если
множество {t: x1(t) �= x2(t)} является локально нулевым.

I. Если x1, x2 локально эквивалентны и x1 измерима, то x2
также измерима.

До к а з а т е л ь с т в о. Положим

A1 = {t: x1(t) > a}, A2 = {t: x2(t) > a}, B = {t: x1(t) �= x2(t)}.
В силу соотношений A2 − (A1 ∩ A2) ⊂ B, A1 − (A1 ∩ A2) ⊂ B множе-
ства A2 − (A1 ∩ A2), A1 − (A1 ∩ A2) локально нулевые; отсюда и из
измеримости множества A1 заключаем, что множества A1 ∩ A2 =
= A1 − (A1 − (A1 ∩A2)) и A2 = (A1 ∩A2) ∪ (A2 − (A1 ∩A2)) измеримы.

II. Функция x измерима, если множество {t: x(t) > r} измеримо
при любом рациональном r.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть a — произвольное вещественное число,
а rn — убывающая последовательность рациональных чисел, сходя-

щаяся к a. Тогда {t: x(t) > a} =
∞⋃
n=1

{t: x(t) > rn}; следовательно,

множество {t: x(t) > a} измеримо.

III. Если x1, x2 измеримы, то A = {t: x1(t) < x2(t)} измеримо.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть rn — последовательность всех рацио-
нальных чисел; тогда множество A измеримо в силу соотношения

A =
∞⋃
n=1

[{t: x1(t) < rn} ∩ {t: x2(t) > rn}].

IV. Если x1, x2 измеримы и c — произвольное вещественное число,
то: 1) cx1 измерима; 2) x1 + c измерима; 3) x1 + x2 измерима 1); 4) |x1|
измерима; 5) x21 измерима; 6) x1x2 измерима; 7) если, кроме того,
x2 обращается в нуль лишь на локально нулевом множестве, то

x1

x2измерима.

До к а з а т е л ь с т в о. Утверждение 1) следует из соотношений

{t: cx1 > a} =
{
t: x1 >

a

c

}
при c > 0,

{t: cx1 > a} =
{
t: x1 <

a

c

}
при c < 0;

при c = 0 функция cx1 измерима как константа, равная нулю. Утвер-
ждение 2) следует из соотношения

{t: x1 + c > a} = {t: x1 > a− c},
1) В точках t, где x1(t), x2(t) являются бесконечностями разных знаков,

мы можем приписать сумме x1(t) + x2(t) любое значение или считать ее
неопределенной. Так как эти точки образуют локально нулевое множество, то
сумма x1 + x2 будет измеримой при любом из этих способов ее определения.
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а тогда утверждение 3) — из соотношения

{t: x1 + x2 > a} = {t: x1 > a+ (−1)x2}
и предложения III. Далее, утверждения 4) и 5) следуют соответственно
из соотношений

{t: |x1| > a} = {t: x1 > a} ∪ {t: x1 < −a},
{t: x21 > a} =

{ {t: x1 >
√
a} ∪ {t: x1 < −√

a} при a � 0,

T при a < 0,

а тогда утверждение 6) вытекает из формулы

x1x2 =
1

4
[(x1 + x2)

2 − (x1 − x2)
2].

Наконец, если x2 обращается в нуль лишь на локально нулевом мно-
жестве, то 1/x2 измерима в силу соотношений 1){

t:
1

x2

> a
}

=
{
t: x2 <

1

a

}
при a > 0,{

t:
1

x2

> a
}

= {t: x2 � 0} ∪
{
t: x2 <

1

a

}
при a < 0,{

t:
1

x2

> 0
}

= {t: x2 � 0};

следовательно, функция
x1

x2

= x1 · 1

x2

также измерима.

V. Если неотрицательная функция x измерима, то функция xc

измерима при любом положительном c.
Действительно,

{t: [x(t)]c > a} = {t: x(t) > a
1
c } при a � 0,

{t: [x(t)]c > a} = T при a < 0.

VI. Если xn — последовательность измеримых функций, ограни-
ченная локально почти всюду, то sup

n
xn и inf

n
xn измеримы.

До к а з а т е л ь с т в о. Измеримость функции sup
n
xn следует из со-

отношения

{t: sup
n
xn(t) > a} =

∞⋃
n=1

{t: xn(t) > a},

а функции inf
n
xn — переходом к −xn.

1) В тех точках t, где x2(t) = 0, мы для определенности положим
1

x2(t)
=

= +∞; любое другое определение не нарушит измеримости функции
1

x2(t)
,

ибо совокупность таких точек t есть, по предположению, локально нулевое
множество.
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VII. Если xn — последовательность измеримых функций, сходя-
щаяся к конечному пределу локально почти всюду, то предельная
функция 1) x измерима.

Утверждение непосредственно следует из формулы

lim
n
xn = inf

n
sup
n
xn+k = sup

n
inf
n
xn+k

и предложения VI.
Комплексная функция x = x1 + ix2 называется измеримой, если ее

вещественная и мнимая части x1, x2 измеримы.
Из этого определения и предложений IV и V следует, что если x, y

измеримы, то |x|, c x (при любом комплексном c), x + y, xy,
x

y
(если

{t: y = 0} — локально нулевое множество) также измеримы. Кроме
того, предложение VII остается справедливым и для комплексных
функций.

VIII. Функция x суммируема тогда и только тогда, когда она
измерима и I(|x|) < +∞.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть x ∈ L1. Тогда существует последова-
тельность xn ∈ L такая, что ‖x− xn‖1 → 0. Из доказательства предло-
жений II и I п. 7 вытекает, что некоторая подпоследовательность xnk

сходится почти всюду к x. Так как xnk
измеримы, то x измерима в силу

VII. Кроме того, I(|x|) = I(|x|) <∞, ибо |x| ∈ L1.
Обратно, пусть x измерима и I(|x|) < +∞. Тогда x = y + iz, где

y, z — вещественные измеримые функции, и также I(|y|) < +∞,
I(|z|) < +∞. Поэтому достаточно рассмотреть случай вещественной
функции. Далее, в этом случае x = x ∪ 0− (−x) ∪ 0 и I(x ∪ 0) < +∞,
I((−x) ∪ 0) < +∞. Поэтому достаточно рассмотреть случай x � 0.

Положим A = {t: x(t) > a}, где a > 0. Множество A измеримо

и (в силу неравенства ξa �
1

a
x) μ(A) �

1

a
I(x) < +∞; следовательно,

A суммируемо (IV п. 9). Далее, из условия I(x) < +∞ следует, что
{t: x(t) = +∞} — нулевое множество (VII п. 5); поэтому, заменив x
эквивалентной ей функцией, мы можем считать x всюду определенной
и конечной. Положим

Anm = {t: 2−nm < x(t) � 2−n(m+ 1)}, ξnm = ξAnm

и

xn =
∞∑
m=1

2−nmξnm.

По доказанному выше, множества

Anm = {t: x(t) > 2−nm} − {t: x(t) > 2−n(m+ 1)}

1) При этом учитываются лишь те t, для которых x(t) определено.

6 Наймарк М.А.
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суммируемы, следовательно, ξnm ∈ L1. Кроме того, xn � x и потому
∞∑
m=1

2−nmI(ξnm) � I(x) < +∞; следовательно, xn ∈ L1 (см. VII п. 7).

Но xn ↗ x, I(xn) � I(x) < +∞, следовательно, также x ∈ L1 (VI п. 7).

IX. Если x измерима и почти всюду |x| � y, где y ∈ L1, то также
x ∈ L1.

Действительно, I(|x|) � I(y) < +∞ и утверждение следует из VIII.
Неотрицательная функция x называется суммируемой по Лебе-

гу, если множество A = {t: x(t) > a} суммируемо при любом a > 0

и sup s = inf s < ∞, где s =
∞∑

k=−∞

ckμ(Ak), s =
∞∑

k=−∞

ck+1μ(Ak),

Ak = {t: ck < x(t) � ck+1}, 0 < ck < ck+1, ck → +∞ при k → +∞,
ck → 0 при k → −∞, а sup s и inf s берутся по всевозможным таким
системам чисел ck; при этом суммам s и s приписывается значение +∞,
если соответствующие ряды расходятся. В случае неотрицательной
суммируемой по Лебегу функции x число sup s = inf s называется
интегралом по Лебегу функции x и обозначается

∫
s(t) dμ.

Произвольная вещественная функция x называется суммируемой
по Лебегу, если функции x1 = x ∪ 0, x2 = (−x) ∪ 0 суммируемы по Ле-
бегу, и в этом случае по определению

∫
x(t) dμ =

∫
x1(t) dμ− ∫

x2(t) dμ.
Наконец, комплексная функция x = x1 + ix2 называется суммируемой
по Лебегу, если вещественные функции x1, x2 суммируемы по Лебегу,
и в этом случае по определению

∫
x(t) dμ =

∫
x1(t) dμ+ i

∫
x2(t) dμ.

Отметим, что s (s) образует направленное неубывающее (соответ-
ственно невозрастающее) множество, частично упорядоченное услови-
ем s′ � s (s′ � s), если множество точек деления ck для s (s) является
частью множества точек деления c′k для s′ (s′). Поэтому sup s = lim s,
inf s = lim s, и для суммируемой по Лебегу неотрицательной функции∫
x(t) dμ = lim s = lim s.

X. Если x ∈ L1, то x суммируема по Лебегу и I(x) =
∫
T

x(t) dμ.

Обратно, если x суммируема по Лебегу, то x ∈ L1 и I(x) =
∫
T

x(t) dμ.

До к а з а т е л ь с т в о. Как и в доказательстве предложения VIII,
достаточно ограничиться случаем функции x � 0, всюду определенной
и конечной. Пусть x ∈ L1, и пусть Anm, ξnm — те же, что и в доказа-
тельстве предложения VIII. Положим еще

Bnm =
{
t: x(t) > 2−n

1

m + 1

}
−
{
t: x(t) > 2−n

1

m

}
, ηnm = ξBnm

,

xn =
∞∑
m=1

w−nmξnm +
∞∑
m=1

2−n
1

m + 1
ηnm,
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yn =
∞∑
m=1

2−n(m+ 1) ξnm +
∞∑
m=1

2−n
1

m
ηnm.

Тогда xn � x � yn, xn ↗ x, yn ↘ y; кроме того, так как

yn − xn =
∞∑
m=1

(
2−nξnm +

1

m(m + 1)
ηnm

)
�

�
∞∑
m=1

(
2−nmξnm + 2−n

1

m + 1
ηnm

)
= xn � x,

то I(yn) � 2I(x) < +∞. Поэтому yn ∈ L1 и

I(xn) → I(x), I(yn) → I(x) (1)

(см. VII п. 7). Но

I(xn) =
∞∑
m=1

(
2−nmμ(Anm) + 2−n

1

m + 1
μ(Bnm)

)
,

I(yn) =
∞∑
m=1

(
2−n(m+ 1)μ(Anm) + 2−n

1

m
μ(Bnm

) (2)

— суммы вида s, s для x; поэтому (1) означает, что x суммируема по
Лебегу и

∫
x(t) dμ = I(x).

Обратно, если x суммируема по Лебегу, то суммы (2) сходятся
к

∫
T

x(t) dμ (см. абзац перед предложением X) и потому ‖x − xn‖1 =

= I(x − xn) � I(yn − xn) → 0; отсюда x ∈ L1, следовательно, I(x) =
=

∫
T

x(t) dμ.

XI. Если x ∈ L1 и An — последовательность суммируемых мно-
жеств такая, что μ(An) → 0, то 1) I(xξAn

) =
∫
An

x(t) dμ→ 0.

Док а з а т е л ь с т в о. Функция xξAn
измерима и в силу неравенства

|xξAn
| � |x| суммируема. Выберем функцию y ∈ L так, чтобы ‖x −

− y‖1 < ε. Тогда также

‖xξAn
− yξAn

‖1 < ε

2
и потому |I(xξAn

) − I(yξAn
)| < ε

2
.

С другой стороны, если |y| � c, то |yξAn
| � c ξAn

и, следовательно,
‖yξAn

‖1 � cμ(An).
Таким образом, при достаточно больших n

|I(xξAn
| � |I(xξAn

) − I(yξAn
)| + ‖yξAn

‖1 < ε

2
+ cμ(An) < ε.

1) Если A — произвольное суммируемое множество, x — суммируемая
функция, то под

∫
A

x(t) dμ понимается
∫

ξA(t) x(t) dμ.

6*
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XII. Всякая непрерывная функция измерима.
Действительно, если x — вещественная непрерывная функция, то

множество {t: x(t) > a} открыто и потому измеримо; отсюда следует
утверждение и для любой комплексной непрерывной функции.

Аналогично можно показать, что все почти всюду конечные функ-
ции из M+ и N+ измеримы.

XIII. Если x ∈ L1 и x � 0, то для каждого ε > 0 существует
такая функция y ∈ L+, что ‖x − u‖1 < ε; если, кроме того, x � C,
то функцию u можно также выбрать � C.

До к а з а т е л ь с т в о. В силу X п. 7 существуют такие z ∈ N+ и y ∈
∈M+, что z � x � y почти всюду и I(y − z) <

ε

2
. Тогда также

‖y − x‖1 = I(y − x) � I(y − z) <
ε

2
. (3)

Далее, по определению интеграла функции y ∈M+ (см. п. 3) существу-
ет такая функция u ∈ L+, что u � y и I(y) < I(u) +

ε

2
; следовательно,

‖y − u‖ = I(y − u) <
ε

2
. (4)

Из (3) и (4) заключаем, что ‖x − u‖1 < ε. Если, кроме того, x � C,
то, заменив y функцией y1 = y ∩ C, мы не нарушим неравенств x � y
и (3); тогда u � y1 � C.

11. Вещественное пространство L2. Обозначим через L2 сово-
купность всех измеримых вещественных функций x, для которых
x2 ∈ L1; при этом мы снова не считаем различными эквивалентные
между собой функции. Если x ∈ L2, то, очевидно, cx ∈ L2 при любом
вещественном c. Кроме того, если x, y ∈ L2, то также x+ y ∈ L2, ибо
(x+ y)2 � 2x2 + 2y2 (см. IV и IX п. 10). Следовательно, L2 — линейное
пространство.

Из формулы

xy =
1

4
(|x+ y|2 − |x− y|2)

теперь вытекает, что если x, y ∈ L2, то xy ∈ L1. Определим в L2

скалярное произведение формулой

(x, y) = I(xy).

Легко проверить, что все аксиомы скалярного произведения будут
выполнены, так что L2 станет тогда вещественным предгильберто-
вым пространством. Будем называть его вещественным простран-
ством L2. Норму в этом пространстве обозначим через ‖x‖2, так что

‖x‖2 =
√

(x, x) =
√
I(x2).

Неравенство Коши–Буняковского (см. п. 1 § 5) примет тогда вид

|I(xy)|2 � I(x2) I(y2).
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I. Вещественное пространство L2 полно.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть xn — фундаментальная последователь-
ность в L2; тогда можно выбрать подпоследовательность xnk

так, что

‖xznk+1
− xnk

‖2 < 1

2
k+1

,

и потому ряд

‖xn1
‖2 + ‖xn2

− xn1
‖2 + ‖xn3

− xn2
‖2 + . . .

сходится. Отсюда следует, что функция

z = |xn1
| + |xn2

− xn1
| + |xn3

− xn2
| + . . .

принадлежит L2, ибо, обозначая через zk k-ю частичную сумму этого
ряда, имеем: z2k ↗ z2, z2k ∈ L1 и

‖z2k‖1 = ‖zk‖22 � (‖xn1
‖2 + ‖xn2

− xn1
‖2 + ‖xn3

− xn2
‖2 + . . .)2

(см. VII п. 7). Аналогично находим, что функция

u = |(xn1
| − xn1

) + [|xn2
− xn1

| − (xn2
− xn1

)] + . . .

принадлежит L2, и потому также

x = z − u = xn1
+ (xn2

− xn1
) + . . . = lim

k→∞
xnk

= L2.

При этом

‖x− xnk
‖2 = ‖(xnk+1

− xnk
) + (xnk+2

− xnk+1
) + . . . ‖2 �

� ‖xnk+1
− xnk

‖2 + ‖xnk+2
− xnk+1

‖2 + . . . → 0 при k → ∞.

Так как xn фундаментальна в L2, то также ‖x− xn‖2 → 0 при n→ ∞,
и полнота L2 доказана.

Доказанное предложение I означает, что вещественное L2 есть
вещественное гильбертово пространство.

II. Множество Lr плотно в L2.

До к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, достаточно доказать, что для вся-
кой неотрицательной функции x ∈ L2 и всякого ε > 0 существует
функция y ∈ L+ такая, что ‖x− y‖2 < ε.

Положим для этого xn = x ∩ n; тогда xn измерима, 0 � x2n < x2,
xn ↗ x. На основании IX п. 10 отсюда заключаем, что x2n ∈ L1 и,
следовательно,

xn ∈ L2, x− xn ∈ L2, (x− xn)
2 ∈ L1 и (x− xn)

2 ↘ 0.

Но тогда (см. VII п. 7)

‖x− xn‖22 = I((x− xn)
2) → 0,
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так что, выбрав n достаточно большим, имеем

‖x− xn‖2 �
ε

3
. (1)

Положим

Am =
{
t: xn >

1

m

}
=
{
t: x2n >

1

m2

}
, ym = xnξAm

.

Так как x2n ∈ L1, то Am — суммируемое множество. Отсюда и из
неравенств

0 � ym � nξAm
(2)

вытекает, что и ym ∈ L1. Кроме того, 0 � (xn − ym)2 ↘ 0 при m → ∞
и (xn − ym)2 ∈ L1, следовательно (см. VII п. 7),

‖xn − ym‖22 = I((xn − ym)2) → 0 при m→ ∞.

Поэтому, выбрав m достаточно большим, имеем

‖xn − ym‖2 < ε

3
. (3)

Так как ym ∈ L1 и удовлетворяет условию (2), то в силу XIII п. 10
существует функция y ∈ L+ такая, что

‖ym − y‖1 < ε2

18n
, 0 � y � n.

Но тогда

‖ym − y‖22 = I((ym − y)2) � I(2n|ym − y|) =

= 2n‖ym − y‖1 < 2n
ε2

18n
=

ε2

9
,

что в соединении с (1) и (3) дает ‖x− y‖2 < ε.

12. Комплексное пространство L2. Комплексным простран-
ством L2 называется совокупность всех комплексных измеримых
функций z = x+ iy, для которых функция |z|2 суммируема. При этом
две эквивалентные функции мы не будем считать различными.

Определив в L2 обычным образом операции сложения и умножения
на комплексное число, мы превратим его в комплексное линейное
пространство. Далее, полагая

(z1, z2) = I(z1z2) при z1, z2 ∈ L2,

мы превратим L2 в евклидово пространство. Это пространство полно.
Действительно, из соотношений

‖x+ iy‖22 = ‖x‖22 + ‖y‖22 при x, y ∈ L2
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вытекает, что xn + iyn есть фундаментальная последовательность
в комплексном L2 тогда и только тогда, когда xn, yn — фундаменталь-
ные последовательности в вещественном L2. Таким образом, комплекс-
ное L2 есть комплексное гильбертово пространство.

13. Пространство L∞. Измеримую функцию x = x(t) будем на-
зывать существенно ограниченной, если она локально эквивалентна
ограниченной функции. Совокупность всех существенно ограниченных
вещественных (соответственно комплексных) функций будем назы-
вать вещественным (соответственно комплексным) пространством
L∞; при этом две локально эквивалентные существенно ограниченные
функции не будут считаться различными, так что фактически элемен-
тами пространства L∞ будут являться классы эквивалентных между
собой существенно ограниченных функций.

Определив обычным образом операции сложения и умножения на
число, мы превратим L∞ в линейное пространство. Обозначим теперь
через ‖x‖∞ нижнюю грань совокупности всех чисел, являющихся верх-
ними гранями модулей ограниченных функций, локально эквивалент-
ных функции x ∈ L∞; легко проверить, что ‖x‖∞ будет удовлетворять
всем аксиомам нормы 1).

Пространство L∞ полно. Действительно, это пространство можно
рассматривать как факторпространство пространства всех ограничен-
ных измеримых функций x с нормой ‖x‖ = sup |x(t)|, полного в силу
VII п. 10, по замкнутому подпространству всех тех из этих функций,
которые локально почти всюду равны нулю (см. п. 3 § 4).

14. Положительная и отрицательная части линейного функци-
онала. Пусть p обозначает одно из чисел 1, 2, ∞.

Те о р е м а 1. Всякий ограниченный линейный функционал f
в вещественном пространстве Lp можно представить в виде
f = f+ − f−, где f+, f− — ограниченные линейные функционалы
в Lp с нормами, не превосходящими |f |, неотрицательные на всех
неотрицательных функциях x ∈ Lp.

До к а з а т е л ь с т в о. Обозначим для краткости через ‖x‖ норму x
в Lp (так что ‖x‖ = ‖x‖p, p = 1, 2, ∞) и для x ∈ Lp, x � 0 положим

f+(x) = sup{f(y): 0 � y � x, y ∈ Lp};
так как среди чисел f(y) есть f(y) = 0 (при y = 0) и так как
|f(y)| � |f |‖y‖ � |f |‖x‖, то

F+(x) � 0, f+(x) � |f |‖x‖. (1)

Кроме того, очевидно, f+(cx) = cf+(x) при c > 0. Докажем, что также

f+(x1 + x2) = f+(x1) + f+(x2) при x1, x2 ∈ Lp, x1 � 0, x2 � 0.

1) Для этой нормы применяется также обозначение ess sup |x|.
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Если 0 � y1 � x1, 0 � y2 � x2, то 0 � y1 + y2 � x1 + x2, и потому

f+(x1 + x2) � sup f(y1 + y2) = sup f(y1) + sup f(y2) = f+(x1) + f+(x2).
(2)

С другой стороны, если 0 � y � x1 + x2, то 0 � x1 ∩ y � x1, и так как
y � x1 ∩ y + x2, то, кроме того, 0 � y − x1 ∩ y � x2; отсюда

f+(x1 + x2) = sup f(y) �

� sup f(x1 ∩ y) + sup f(y − x1 ∩ y) � f+(x1) + f+(x2).

Итак, f+ аддитивен на неотрицательных функциях; следовательно, f+

можно расширить до линейного функционала на всем Lp, положив
f+(x1 − x2) = f+(x1) − f+(x2), где x1, x2 неотрицательны. Действи-
тельно, если x = x1 − x2 = y1 − y2, где x1, x2, y1, y2 � 0 и ∈ Lp, то
x1 + y2 = y1 + x2, откуда f+(x1) + f+(y2) = f+(y1) + f+(x2) и, сле-
довательно, f+(x1) − f+(x2) = f+(y1) − f+(y2), так что f+ определен
однозначно. При этом f+ ограничен, ибо в силу (1)

|f+(x)| � f+(|x|) � |f |‖x‖,
так что f+ — неотрицательный ограниченный линейный функционал.

Положим f− = f+ − f . Так как f+(x) � f(x) при x � 0, то
f−(x) � 0 при x � 0. Докажем, что

|f−(x)| � f−(|x|) � |f |‖x‖. (3)

Пусть x � 0; по определению f+(x) для всякого ε > 0 существу-
ет функция y такая, что 0 � y � x и f+(x) < f(y) + ε. Отсюда
f−(x) = f+(x)− f(x) < f(y) − f(x) + ε = −f(x− y) + ε � |f |‖x− y‖ +
+ ε � |f |‖x‖ + ε; следовательно, f−(x) � |f |‖x‖ ввиду произвольности
числа ε. Поэтому для произвольной вещественной функции x из Lp

|f−(x)| � f−(|x|) � |f |‖x‖.
Таким образом, f− также есть неотрицательный ограниченный линей-
ный функционал и равенство f = f+ − f− есть требуемое представле-
ние функционала f .

Функционалы f+ и f− называют положительной и отрицатель-
ной частями функционала f .

15. Теорема Радона–Никодима. Интеграл I называется ограни-
ченным, если все множество T суммируемо; очевидно, это означает,
что функция x(t) ≡ 1 суммируема. Далее, если на L заданы два
интеграла I и J , то J называется абсолютно непрерывным относи-
тельно I, если всякая функция, нулевая относительно I, есть также
нулевая функция относительно J .

В этом случае J-меру μJ называют подчиненной I-мере μI и пишут
μJ < μI ; если также μI < μJ , то μI и μJ называют эквивалентными
и пишут μI ∼ μJ .
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Те о р ем а 2 (Ра до н а –Ни код им а). Если ограниченный инте-
грал J абсолютно непрерывен относительно ограниченного инте-
грала I, то существует единственная с точностью до эквивалент-
ности I-суммируемая функция x0 такая, что для любой функции
x ∈ L1(J) функция xx0 также I-суммируема и J(x) = I(xx0).

До к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим интеграл K = I + J и веществен-
ное гильбертово пространство L2(K). Пусть x ∈ L2(K); так как K
ограничен, то 1 ∈ L2(K), следовательно, x = x · 1 ∈ L1(K) и 1)

|J(x)| � J(|x|) � K(|x|) � ‖x‖2 · ‖1‖2,
где ‖x‖2, ‖1‖2 — нормы в L2(K). Таким образом, J — линейный
функционал в L2(K). На основании теоремы Ф. Рисса (см. п. 3 § 5)
существует функция y ∈ L2(K) такая, что

J(x) = (x, y) = K(xy), (1)

т. е.
J(x) = I(xy) + J(xy), J(x(1− y)) = I(xy). (2)

Так как J — интеграл, то из (1) заключаем, что y неотрицательна,
за исключением некоторого множества A K-меры нуль; заменив y
функцией (1− ξA) y, мы можем считать, что y � 0 для всех t ∈ T .

Далее, можно также считать y < 1 для всех t ∈ T . Действительно,
положив B = {t: y(t) � 1} и заменив в (2) x на xξB, получим

J(xξB(1− y)) = I(xξBy). (3)

Но при x � 0 левая часть в (3) будет � 0 (ибо xξB(1− y) � 0), а пра-
вая � 0 (ибо xξBy � 0); следовательно, J(xξB(1 − y)) = I(xξBy) = 0,
а значит, и J(xξBy) = 0 для всех x � 0 из L2(K) (ибо J абсолютно
непрерывен относительно I), следовательно, и для всех x ∈ L2(K).
Отсюда также

J(x(1− (1− ξB) y)) = I(xy(1− ξB)). (4)

Действительно,

J(x(1− (1− ξB) y)) = J(x(1− y)) + J(xξBy) = J(x(1− y)),

I(xy(1− ξB)) = I(xy) − I(xyξB) = I(xy),

так что (4) следует из (2).
Поэтому, заменив y на (1 − ξB) y, мы не нарушим соотношения

(2) и получим функцию y < 1, y ∈ L2(K). Следовательно, заменив
в (2) функцию x ∈ L2(K), x � 0, функцией x(1 + y + . . . + yn−1), мы
получим, что

I(x(y(1 + y + . . . + yn−1))) = J(x(1− yn)),

1) J(x) � K(x) и I(x) � K(x) для x � 0; следовательно, если x ∈ L1(K),
то x ∈ L1(J) и x ∈ L1(I).
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и потому

I(xy) + I(xy2) + . . . + I(xyn) = J(x(1− yn)) � J(x) < +∞
при x ∈ L2(K), x � 0. На основании VI п. 7 отсюда заключаем, что
xy(1− y)−1 = xy + xy2 + . . . ∈ L1(I) и

I(xy(1− y)−1) = lim
n→∞

J(x(1− yn)) = J(x),

ибо x(1 − yn) ↗ x, x(1 − yn) ∈ L1(J) (см. VII п. 7). Таким образом,
полагая x0 = y(1− y)−1, имеем

J(x) = I(xx0) для всех x ∈ L2(K), x � 0. (5)

Пусть теперь x ∈ M+ и J(x) < +∞; положим xn = x ∩ n. Тогда
xn ∈ L2(K), xn � 0 и xn ↗ x, следовательно, xnx0 ↗ xx0. Подставляя
в (5) xn вместо x и переходя к пределу, получаем, что (5) имеет также
место для всех x ∈ M+ ∩ L1(J) (см. VII п. 7). Пусть, наконец, x —
произвольная неотрицательная функция из L1(J). Существует после-
довательность xn ∈ M+ такая, что xn ↘ x почти всюду по J . Тогда
xnx0 ↘ xx0 почти всюду по I. Действительно, если z — неотрицатель-
ная нулевая функция по J и y ∈ M+ ∩ L1(J), y � z (такая функция y
существует по определению J(z), см. п. 4), то J(y) = I(yx0) � I(zx0),
и поэтому 0 = J(z) = inf J(y) � I(zx0); следовательно, zx0 — нулевая
функция по I. Подставляя в (5) xn вместо x и переходя к пределу,
получим (см. VII п. 7), что (5) имеет место для всех неотрицательных,
а значит всех вообще x ∈ L1(J).

Полагая в (5) x = 1, получаем, что x0 ∈ L1(I).
Если также J(x) = I(xx′0) где x′0 ∈ L1(I), то I(x(x0 − x′0)) = 0;

полагая здесь x = sign(x0 − x′0) (легко видеть, что эта функция изме-
рима по I), мы получим, что I(|x0 − x′0|) = 0, следовательно, x0 и x′0
эквивалентны и теорема полностью доказана.

16. Пространство, сопряженное к L1.
Те ор ем а 3. Если I — ограниченный интеграл, а f — ограничен-

ный линейный функционал в L1(I), то существует единственная
функция y0 ∈ L∞(I), такая, что

f(x) = I(xy0) для всех x ∈ L1(I), (1)

причем
|f | = ‖y0‖∞. (2)

Обратно, при любой функции y0 ∈ L∞(I) формула (2) определяет
ограниченный линейный функционал в L1(I).

До к а з а т е л ь с т в о. Положительная и отрицательная части f+,
f− функционала f являются интегралами на L; кроме того, если
I(|x|) = ‖x‖1 = 0, то также f+(x) = 0 и f−(x) = 0; следовательно, f+

и f− абсолютно непрерывны относительно I.
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На основании теоремы Радона–Никодима существуют функции y+,
y− ∈ L1(I) такие, что

f+(x) = I(xy+), f−(x) = I(xy−)

для всех функций, одновременно f+- и f−-суммируемых, в частности,
для всех x ∈ L1(I). Действительно, при x ∈ L1(I)

f+(|x|) � |f |‖x‖1 <∞, f−(|x|) � |f |‖x‖1 <∞
(см. (1) и (2) п. 14). Полагая y0 = y+ − y−, мы видим, что

f(x) = I(xy0) для всех x ∈ L1(I). (1)

Докажем, что y0 ∈ L∞(I) и что ‖y0‖∞ � |f |. Для этого положим в (1)
x = ξA sign y0, гле A = {t: |y0(t) � |f | + ε}, ε > 0; мы получим тогда

I(ξA sign y0 · y0) = f(ξA sign y0) � |f |‖ξA‖1 = |f |μ(A). (3)

С другой стороны,

(|f | + ε)μ(A) = I((|f | + ε) ξA) � I(|y0|ξA) = I(ξA sign y0 · y0),
что при μ(A) > 0 противоречит неравенству (3).

Следовательно, μ(A) = 0, и вне этого множества A меры нуль
|y0(t)| � |f | + ε. Но это означает, что y0 ∈ L∞(I) и ‖y0‖∞ � |f | + ε;
отсюда ввиду произвольности ε > 0

‖y0‖∞ � |f |. (4)

С другой стороны, очевидно, что для любой функции y0 ∈ L∞(I)
формула (1) определяет линейный функционал в L1(I), ограниченный
в силу неравенства

|f(x)| = |I(xy0)| � ‖y0‖∞‖x‖1.
Отсюда следует, что |f | � ‖y‖∞, что в соединении с (4) дает: ‖y0‖∞ =
= |f |, и теорема полностью доказана.

Эта теорема означает, что соответствие f → y0 есть изометрическое
отображение пространства {L1(I)}′ на пространство L∞(I); поэтому
можно считать, что

[L1(I)]′ = L∞(I).

З а м е ч а н и е 1. Утверждение теоремы 3 справедливо для любо-
го (необязательно ограниченного) интеграла I на L, если T есть
объединение (может быть несчетного числа) попарно непересекаю-
щихся локально нулевого множества T0 и бикомпактных множеств
Tα положительной меры таких, что всякое суммируемое множество
пересекается не более чем со счетным числом множеств Tα 1).

1) В действительности утверждение теоремы 3 справедливо для любого
(не обязательно ограниченного) интеграла I без каких-либо дополнительных
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Док а з а т е л ь с т в о. Положим ξ0 = ξT0
, ξTα

= ξα,

Iα(x) = I(xξα), fα(x) = f(xξα) для x ∈ L1(I).

Тогда Iα — ограниченный интеграл, fα(x) — ограниченный относитель-
но Iα функционал, причем |fα| � |f |; следовательно, fα(x) = Iα(xyα),
где yα ∈ L∞(Iα) и

‖yα‖∞ = |fα| � |f |, (5)

где ‖yα‖∞ есть норма в L∞(Iα).
Таким образом,

f(xξα) = I(xξαyα) для всех x ∈ L1(I). (6)

Положим y = yα на Tα; в силу (5) y ∈ L∞. Множество T − Tα ло-
кально нулевое для Iα, ибо для любого бикомпактного множества Q
Iα(ξQ∩(T−Tα)) = I(ξQξα(1− ξα)) = 0. Следовательно,

‖y‖∞ = sup
α

‖yα‖∞ � |f |. (7)

Очевидно, ξαy = yα; поэтому (6) можно переписать в виде

f(xξα) = I(xyξα) для всех x ∈ L1(I). (8)

Пусть x ∈ L1; тогда каждое из множеств An =
{
t: |x(t)| > 1

n

}
сум-

мируемо (см. доказательство предложения VIII п. 10) и, значит, по
условию пересекается не более чем со счетным числом множеств Tα;

следовательно, множество A = {t: |x(t)| > 0} =
∞⋃
n=1

An обладает тем же

свойством.

Пусть Tα1
, Tα2

, . . . — множества, с которыми пересекается A. Тогда
|x| = |xξ0| + |xξα1

| + |xξα2
| + . . ., следовательно, в силу VIII п. 9 и VI

п. 7 x = xξα1
+ xξα2

+ . . ., где ряд сходится по норме в L1. Поэтому ряд
xy = xyξα1

+ xyξα2
+ . . . также сходится по норме в L1 и в силу (6)

и (8)

f(x) = f(xξα1
) + f(xξα2

) + . . . = I(xyα1
ξα1

) + I(xyα2
ξα2

) + . . . =

= I(xyξα1
) + I(xuξα2

) + . . . = I(xy).

Отсюда

|f(x)| � ‖yα1
‖∞‖xξα1

‖1 + ‖yα2
‖∞‖xξα2

‖1 + . . . �

� ‖y‖∞(‖xξα1
‖1 + ‖xξα2

‖1 + . . .) = ‖y‖∞ · ‖x‖1,
следовательно, |f | � ‖y‖∞. В соединении с (7) это дает ‖y‖∞ = |f |.

условий (см., например. Н. Бурбаки [1] п. 8 § 5 гл. 5); нам, однако, такого рода
общий результат не понадобится.
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З а м е ч а н и е 2. Теорему 3 можно распространить и на комплекс-
ные пространства L1; в этом случае сопряженное пространство (L1)′

изометрично комплексному пространству L∞.
Действительно, пусть f — ограниченный линейный функционал

в комплексном L1; его вещественная и мнимая части, рассматривае-
мые только на вещественном L1, являются ограниченными линейными
функционалами в вещественном L1. Применив к каждому из них
теорему 3, получим, что

f(x) = I(xy0) (1)

для всех вещественных x ∈ L1, где y0 — комплексная функция из
L∞. Ввиду комплексной однородности функционала f(x) равенство (1)
остается справедливым для всех комплексных x ∈ L1. Отсюда, как
и выше, следует, что ‖y0‖∞ = |f |.

17. Комплексные меры. Выше мы видели (X п. 10), что всякий
интеграл I на L представляется в виде

I(x) =
∫
x(t) dμ для всех x ∈ L, (1)

где μ — мера, определенная функционалом I.
Равенство (1) легко распространяется на любые вещественно-ли-

нейные функционалы f в L, ограниченные относительно нормы ‖x‖∞.
Действительно, пусть f = f+ − f− — разложение f на положительную
и отрицательную части согласно теореме п. 14 и пусть μ+, μ− — ме-
ры, определенные неотрицательными функционалами f+, f−; положив
μ = μ+ − μ−, получим 1):

f(x) = f+(x) − f−(x) =
∫
x(t) dμ+ −

∫
x(t) dμ− =

∫
x(t) dμ, (2)

так что (1) будет справедливо для f(x) вместо I(x). При этом мы будем
по-прежнему называть μ мерой (уже произвольного знака), отвечаю-
щей функционалу f .

Рассмотрим теперь комплексно линейный функционал f в L, огра-
ниченный относительно нормы ‖x‖∞. Для его вещественной и мнимой
частей f1, f2, рассматриваемых только на Lr, имеет место форму-
ла (2); пусть μ1, μ2 — соответствующие меры. Полагая μ = μ1 + iμ2,

1) Последнее равенство в (2) есть просто определение интеграла
∫

x(t) dμ.
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мы получим 1):

f(x) = f1(x) = if2(x) =
∫
x(t) dμ1 + i

∫
x(t) dμ2 =

∫
x(t) d(μ+ 1 + iμ2),

т. е.
f(x) =

∫
x(t) dμ (3)

для всех x ∈ Lr. В силу комплексной однородности функционала f
формула (3) будет также иметь место для всех x ∈ L. Функция μ
называется комплексной мерой, определенной функционалом f .

Мы приходим к следующему результату.
Те о р е м а 4. Всякий комплексно линейный функционал f на L,

ограниченный по норме ‖x‖∞, представляется в виде

f(x) =
∫
x(t) dμ,

где μ — некоторая (вообще комплексная) мера на T .

18. Интеграл на прямом произведении пространств.
Те ор ем а 5. Пусть T1 и T2 — локально бикомпактные простран-

ства, а I и J — интегралы на L(T1) и L(T2) соответственно. Тогда

It(Jsx(t, s)) = Js(Itx(t, s)) (1)

для любой функции x(t, s) ∈ L(T1 × T2) и функционал K(x) = ItJsx =
= JsItx есть интеграл на L(T1 × T2).

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть x(t, s) ∈ L(T1 × T2) и пусть A1, A2 —
бикомпактные множества в T1, T2 такие, что x обращается в нуль вне
A1 ×A2. Обозначим через C1 и C2 границы I и J на LA1

(T1) и LA2
(T2)

соответственно (см. II п. 2), где вообще LA(T ) обозначает совокупность
всех функций x ∈ L(T ), равных нулю вне A. Согласно теореме Стоуна
(см. теорему 1 п. 10 § 2) функциями вида

u(t, s) =
n∑
k=1

yk(t) zk(s), yk ∈ LA1
(T1), zk ∈ LA1

(T2),

1) Для x(t) � 0 интегралы в формулах (2) и (3) можно также определить
как общие пределы сумм s, s, аналогичных суммам на с. 162, но построенных
для μ = μ+ − μ−, соответственно μ = μ1 + iμ2. Эти пределы существуют.
Действительно, для μ = μ+ − μ−

s = s+ − s−, s = s+ − s−,

где s+, s−, s+, s− — суммы s, s, построенные соответственно для μ+, μ−;
пределы сумм s+, s+ и s−, s− существуют согласно X п. 10. Аналогично
рассматривается случай μ = μ1 + iμ2. Для произвольных x с конечной нормой
‖x‖∞ интеграл

∫
x(t) dμ определяется теперь обычным образом как линейная

комбинация интегралов с x(t) � 0.
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можно аппроксимировать любую функцию из LA1×A2
(T1 × T2) равно-

мерно на A1 × A2. Следовательно, при данном ε > 0 существует такая
функция u(t, s) этого вида, что

|x(t, s) − u(t, s)| < ε на A1 ×A2.

Отсюда ∣∣∣∣Jsx(t, s) −∑
k

J(zk) yk(t)
∣∣∣∣ = |Js(x− u)| < εC2, (2)

так что Jsx(t, s) есть равномерный предел непрерывных на A1 функций
и потому есть также непрерывная функция, равная нулю вне A1. Кроме
того, из (2) следует, что∣∣∣∣ItJsx−

∑
k

I(yk) J(zk)
∣∣∣∣ < εC1C2.

Отсюда и из аналогичного неравенства для JsItx заключаем, что
|ItJsx− JsItx| < 2εC1C2, так что, в силу произвольности числа ε > 0,
ItJsx = JsItx. Очевидно, ItJsx есть неотрицательный линейный функ-
ционал, т. е. интеграл.

Мера μ, определенная интегралом K, называется произведением
мер μ1, μ2, определенных интегралами I, J , и обозначается μ1 × μ2.

I. Для любой функции x ∈M+(T1 × T2)

K(x) = ItJs(x) = JsIt(x). (3)

До к а з а т е л ь с т в о. В силу II п. 3 имеем x = sup y по множеству
Yx = {y ∈ L+(T1 × T2): y � x}. Но в силу (1) K(y) = ItJs(y); следова-
тельно, применяя III п. 3, получаем 1):

K(x) = sup
y∈Yx

It[Js(y)] = It[ sup
y∈Yx

Js(y)] = ItJs( sup
y∈Yx

y) = ItJs(x).

Аналогично, K(x) = JsIt(x).

II. Для любой всюду определенной неотрицательной функции
x(t, s)

K(x) � ItJs(x). (4)

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть y ∈ M+(T1 × T2), y � x. В силу (3)
тогда K(y) = ItJs(y) � ItJs(x); переходя к нижней грани по y, полу-
чим (4).

III. Если всюду определенная неотрицательная функция x(t, s)
является нулевой по K, то для почти каждого (по I) t ∈ T1 она
нулевая функция по J .

1) Отметим, что Js(y) ∈ L+(T1) (см. доказательство теоремы 5), и потому
Js(x) = sup

y∈Yx

Js(y) ∈ M+(T1) (см. I п. 3).
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Док а з а т е л ь с т в о. Если K(x) = 0, то из (4) вытекает, что также
ItJs(x) = 0. В силу VI п. 5 Js(x) = 0 для почти каждого (по I) t ∈ T ,
т. е. x — нулевая по J для почти каждого (по I) t ∈ T .

IV. Если множество A ⊂ T1 × T2 — нулевое по K, то для почти
каждого (по I) t ∈ T1 множество At = {s: t × s ∈ A} является
нулевым по J .

Для доказательства достаточно применить III к функции x(t, s) =
= ξA(t, s).

Будем говорить, что существует повторный интеграл ItJs функ-
ции x(t, s), если x(t, s) ∈ L1(J) для почти каждого (по I) t ∈ T1
и Js(x) ∈ L1(I); аналогично определяется повторный интеграл JsItx.

Те о р е м а 6 (Ф у б и н и). Если x(t, s) ∈ L1(K), то существуют
оба повторных интеграла ItJs(x), JsIt(x) и

K(x) = ItJs(x) = JsIt(x). (5)

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть сначала x(t, s) всюду определена
и x(t, s) ∈ L1(K). Тогда существует последовательность xn(t, s) ∈
∈ L(K) такая, что ‖x− xn‖1 = K(|x− xn|) → 0 при n→ ∞. Но в силу
(4) K(|x − xn|) � ItJs(|x − xn|); поэтому также ItJs(|x − xn|) → 0.
На основании замечания к доказательству II п. 7 из xn можно вы-
делить подпоследовательность, которую снова обозначим через xn,
такую, что Js(|x − xn|) → 0 для всех t ∈ T1 − A1, где A1 — нулевое
множество по I1. Так как xn — непрерывная функция от s, то, по
самому определению L1(J) (см. п. 7), отсюда следует, что x ∈ L1(J)
для всех t ∈ T1 − A1 и |Jsx − Jsxn| = |Js(x − xn)| � Js(|x − xn|) для
всех t ∈ T1 −A1. Отсюда

It(|Js(x) − Js(xn)|) � ItJs(|x− xn|) → 0 при n→ ∞.

Так как Js(xn) — непрерывные функции от t (см. доказательство
теоремы 5), то это означает, что Js(x) ∈ L1(I) и It(|Js(x) − Js(xn)|) →
→ 0. Но тогда также

|ItJs(x) − ItJs(xn)| = |It(Js(x) − Js(xn))| � It(|Js(x) − Js(xn)|) → 0;

потому, переходя к пределу в равенстве

K(xn) = ItJs(xn),

справедливом в силу теоремы 5, получим K(x) = ItJs(x). Поменяв
в этом рассуждении I и J ролями, получим, что существует также
JsIt(x) и JsIt(x) = K(x). Тем самым теорема доказана для всюду
определенной функции x(t, s) ∈ L1(K).

Пусть теперь x(t, s) ∈ L1(K) и x(t, s) определена на множестве
T1 × T2 − A, где A — нулевое по K множество. Тогда в L1(K)
существует всюду определенная функция y(t, s), равная x(t, s)
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на t1 × T2 − A. По доказанному выше, y ∈ L1(J) для t ∈ T1 − B1, где
B1 — нулевое по I множество, Js(y) ∈ L1(I) и

K(x) = K(y) = ItJs(y). (6)

Но в силу IV множество At = {s: t × s ∈ A} — нулевое по J для
t ∈ T1 − C1, где C1 — нулевое по I множество; с другой стороны,
по определению множества A, x(t, s) = y(t, s) при s ∈ T2 − At для
каждого t ∈ T1 − C1. Поэтому x(t, s) как функция от s эквивалентна
суммируемой функции y(t, s) для каждого t ∈ T1 − (B1 ∪C1). Следова-
тельно, Js(x) ∈ L1(J) и Js(x) = Js(y) для каждого t ∈ T1 − (B1 ∪ C1);
так как B1 ∪ C1 — нулевое по I множество и Js(y) ∈ L1(I), то так-
же Js(x) ∈ L1(I) и ItJs(x) = ItJs(y). Отсюда из (6) заключаем, что
ItJs(x) = K(x). Аналогично доказывается существование повторного
интеграла JsIt(x) и равенство JsIt(x) = K(x).

При некоторых дополнительных ограничениях можно доказать об-
ратное утверждение, т. е. что из существования одного из повторных
интегралов ItJs(x), JsIt(x) следует соотношение x ∈ L1(K).

Мы отметим лишь те частные случаи, которые нам понадобятся
в дальнейшем.

V. Если x(t, s) = x1(t)x2(s), где x1(t), x2(s) — всюду определенные
на T1, T2 неотрицательные функции, то

K(x) = I(x1)J(x2), (7)

за исключением того случая, когда I(x1) = 0, J(x2) = +∞, или
I(x1) = +∞, J(x2) = 0.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть y1 ∈ M+(T1), y2 ∈ M+(T2) и y1 � x1,
y2 � x2; полагая y(t, s) = y1(t) y2(s), имеем: y ∈ M+(T1 × T2), y � x;
но в силу I

K(y) = It[Js(y1y2)] = I[y1J(y2)] = I(y1)J(y2),

и потому

K(x) = inf
y∈Zx

K(y) � inf
y1∈Zx1

,y2∈Zx2

[I(y1)J(y2)] = I(x1)J(x2).

С другой стороны, в силу (4)

K(x) � It[Js(x1x2)] = I[x1J(x2)] = I(x1)J(x2).

Следовательно, K(x) = I(x1)J(x2).

VI. Если одно из множеств A1 ⊂ T1, A2 ⊂ T2 — нулевое по I
(соответственно J), а второе множество — конечной внешней
меры по J (соответственно I), то множество A1 × A2 — нулевое
по K.

Утверждение непосредственно следует из (7) и соотношения
ξA1×A2

(t, s) = ξA1
(t) ξA2

(s).
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VII. Если одно из множеств A1 ⊂ T1, A2 ⊂ T2 — нулевое по I
(соответственно J), а второе — объединение счетного числа мно-
жеств Qν , ν = 1, 2, . . ., конечной по J (соответственно I) внешней
меры, то A1 ×A2 — нулевое по K множество.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть, например, A1 — нулевое по I, A2 =

=
∞⋃
j=1

Qj , где μ2(Qj) < +∞. Тогда A1 ×A2 =
∞⋃
j=1

A1 ×Qj , где A1 ×Qj —

нулевое по K множество в силу VI; следовательно, A1 ×A2 — нулевое
по K множество.

VIII. Если x1(t) ∈ L1(I), x2(s) ∈ L1(J), то 1) x = x1(t)x2(s) ∈
∈ L1(K) и

K(x) = I(x1) J(x2). (8)

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть x1(t), x2(s) всюду определены и ко-
нечны на T1, T2 соответственно и x1(t) ∈ L1(I), x2(s) ∈ L1(J). Тогда
существуют последовательности x1n(t) ∈ L(T1), x2n(s) ∈ L(T2) такие,
что I(|x1 − x1n|) → 0, J(|x2 − x2n|) → 0. Так как

K(|x1(t)x2(s) − x1n(t)x2n(s)|) �

� K(|x1(t)||x2(s) − x2n(s)| + |x2n(s)||x1(t) − x1n(t)|) �

� K(|x1(t)||x2(s) − x2n(s)|)+K(|x2n(s)||x1(t) − x1n(t)|)=

= I(|x1|) J(|x2 − x2n|) + I(|x2n|) J(|x1 − x1n|) → 0

и
x1n(t)x2n(s) ∈ L(T1 × T2), то x = x1(t)x2(s) ∈ L1(K)

и

K(x) = lim
n→∞

K(x1n(t)x2n(s)) = lim
n→∞

I(x1n) J(x2n) = I(x) J(x).

Таким образом, предложение доказано для всюду определенных и ко-
нечных функций x1(t) ∈ L1(I), x2(s) ∈ L1(J).

Пусть теперь x1(s), x2(s) — произвольные функции из L1(I),
L1(J) и A1, A2 — нулевые по I, соответственно J , множества в T1,
T2, на которых x1(t), x2(s) не определены или бесконечны. Тогда
x1(t) = y1(t) на T1 − A1, x2(s) = y2(s) на T2 − A2, где y1(t), y2(s) —
всюду определенные и конечные функции из L1(I), L1(J). Положим
B1 = {t: |y1(t)| > 0}, B2 = {s: |y2(s)| > 0}; тогда функция x1(t)x2(s)
может быть не определена или отлична от y1(t) y2(s) лишь на мно-
жестве (A1 × B2) ∪ (B1 × A2) ∪ (A1 × A2), нулевом по K в силу VII,
ибо B1, B1 — объединения счетного числа суммируемых множеств{
t: |y1(t)| > 1

n

}
,
{
s: |y2(s)| > 1

n

}
, n = 1, 2, 3, . . . (см. доказательство

1) Мы считаем здесь и в дальнейшем x1(t) x2(s) = 0 во всех точках t × s,
для которых один из сомножителей обращается в нуль, независимо от того,
определен или не определен второй сомножитель.
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предложения VIII п. 10). Следовательно,

K(x1(t)x2(s)) = K(y1(t) y2(s)) = I(y1) J(y2) = I(x1) J(x2),

и предложение полностью доказано.

IX. Если x(t, s) ∈ M+(T1 × T2), то из существования одного из
повторных интегралов ItJs(x), JsIt(x) следует, что x ∈ L1(K).

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть x ∈M+(T1 × T2) и существует ItJs(x);
тогда в силу (3) K(x) = ItJs(x) < +∞ и утверждение следует
из VIII п. 7.

X. Если в T1 × T2 имеется счетная база окрестностей с би-
компактными замыканиями и если функция x(t, s) измерима по K,
то из существования одного из повторных интегралов ItJs(|x|),
JsIt(|x|) следует, что x ∈ L1(K).

До к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, достаточно доказать утверждение
для неотрицательных измеримых функций x(t, s) и для одного из по-
вторных интегралов ItJs(x), JsIt(x). Обозначим через X совокупность
всех неотрицательных измеримых по K функций x(t, s), удовлетворя-
ющим условиям:

1) x(t, s) есть J-измеримая функция от s для I-почти всех t ∈ T1;
2) если y(t) = Js(x) существует для почти всех t ∈ T1, то y(t) I-

измерима;
3) если ItJs(x) существует, то x ∈ L1(K).

Нам надо доказать, что X содержит все неотрицательные измери-
мые по K функции. Доказательство проведем в несколько шагов:

а). Если xn ∈ X и xn ↗ x, то x ∈ X.

Функция x удовлетворяет условиям 1) и 2) в силу VII п. 10. Дока-
жем, что x удовлетворяет также условию 3).

Пусть ItJs(x) существует, так что x(t, s) ∈ L1(J) при t ∈ T1 − A1,
где A1 — нулевое (по I) множество, и J(x) ∈ L1(I). Так как xn � x, то
также xn(t, s) ∈ L1(I) при t ∈ T1 −A1 и J(xn) ∈ L1(I). Так как, кроме
того, xn ↗ x, то Js(xn) ↗ Js(x), и потому ItJs(xn) ↗ ItJs(x) (см. VII
п. 7). Но xn ∈ X и ItJs(xn) существует, следовательно, xn ∈ L1(K)
и K(xn) = ItJs(xn) � ItJs(x) < +∞. На основании предложения VII
п. 7 отсюда заключаем, что x ∈ L1(K), x ∈ X.

б). ξA ∈ X для всякого измеримого по K множества A.

Пусть Un, n = 1, 2, 3, . . ., — счетная база окрестностей в T1 × T2
с бикомпактными замыканиями, так что T1 × T2 есть объединение
суммируемых по K множеств Un, и потому A есть объединение сум-
мируемых множеств A ∩ Un. Положим Bn = (A ∩ U1) ∪ . . . ∪ (A ∩ Un);
Bn суммируемо по K, и потому, согласно теореме 6, ξBn

∈ X. Так как
ξBn

↗ ξA, то утверждение следует из п. а).
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в).
n∑
i=1

ciξAi
∈ X для всякого конечного числа n измеримых мно-

жеств Ai и неотрицательных чисел ci.
Утверждение вытекает из п. б).

г).
∞∑
i=1

ciξAi
∈ X для любого счетного числа измеримых множеств Ai

и неотрицательных чисел ci.

Утверждение следует из пп. а) и в), ибо
n∑
i=1

ciξAi
↗

∞∑
i=1

ciξAi
.

Пусть теперь x — произвольная неотрицательная измеримая по K
функция. Положим

Anm = {t: 2−nm < x(t) � 2−n(m+ 1)}, ξnm = ξAnm

и

xn =
∞∑
m=1

2−nmξnm.

Тогда xn ↗ x, xn ∈ X в силу п. г); следовательно, x ∈ X на основании
п. а), и предложение полностью доказано.

19. Интегрирование векторных и операторных функций. Пусть
x — вектор-функция на локально бикомпактном пространстве T со
значениями из некоторого гильбертова пространства H и пусть I — ин-
теграл на L(T ), а μ — мера, определенная этим интегралом. Функция x
называется измеримой (по I), если скалярное произведение (y, x(t)) —
измеримая числовая функция при любом y ∈ H. Пусть x — измеримая
вектор-функция и пусть |x(t)| � α(t), где α ∈ L1(I).

В силу неравенства |(y, x(t))| � |y||x(t)| � α(t)|y| также (y, x(t)) ∈
∈ L1(I) и |∫(y, x(t)) dμ| � |y| ∫ α(t) dμ. Последнее неравенство показы-
вает, что

∫
(y, x(t)) dμ есть ограниченный линейный относительно y

функционал в H. На основании теоремы Ф. Рисса (п. 3 § 5) существует
и притом только один элемент z ∈ H такой, что

∫
(y, x(t)) dμ = (y, z),

причем |z| �
∫
α(t) dμ. Этот элемент z называется интегралом функ-

ции x по мере μ и обозначается
∫
x(t) dμ. Таким образом, по самому

определению (
y,

∫
x(t) dμ

)
=

∫
(y, x(t)) dμ (1)

и ∣∣∣∫ x(t) dμ∣∣∣ �
∫
α(t) dμ при |x(t)| � α(t). (2)

Очевидно, сохраняются обычные свойства интеграла:
∫
c x(t) dμ = c

∫
x(t) dμ,

∫
[x1(t) + x2(t)] dμ =

∫
x1(t) dμ+

∫
x2(t) dμ.
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Кроме того, для любого ограниченного линейного оператора A в H

имеем: ∫
Ax(t) dμ = A

∫
x(t) dμ. (3)

Действительно, в силу соотношений (y, Ax(t)) = (A∗y, x(t)), |Ax(t)| �
� |A||x(t)| � |A|α(t) функция Ax(t) также измерима и ее интеграл
также существует. Кроме того, в силу (1)(
y, A

∫
x(t) dμ

)
=
(
A∗y,

∫
x(t) dμ

)
=

∫
(A∗y, x(t)) dμ =

=
∫
(y, (Ax(t)) dμ =

(
y,

∫
Ax(t) dμ

)
;

отсюда следует (3).
Пусть теперь A(t) — произвольная операторная функция на T ,

каждое значение которой есть ограниченный линейный оператор в H.
Эта функция называется измеримой по I, если A(t)x есть измеримая
вектор-функция при любом x ∈ H. Пусть |A(t)| � α(t), где α(t) ∈ L1(I).
В силу неравенства |A(t)x| � α(t)|x| отсюда заключаем, что существу-

ет
∫
A(t)x dμ, причем в силу (2)∣∣∣∫ A(t)x dμ

∣∣∣ � ∫
α(t) dμ|x|. (4)

Отсюда следует, что формула y =
∫
A(t)x dμ определяет ограниченный

линейный оператор в H; этот оператор называется интегралом опе-
раторной функции A(t) по мере μ и обозначается

∫
A(t) dμ. Таким

образом, по самому определению(∫
A(t) dμ

)
x =

∫
A(t)x dμ

и в силу (4) ∣∣∣∫ A(t) dμ
∣∣∣ �

∫
α(t) dμ при |A(t)| � α(t).

Легко также проверить, что∫
cA(t) dμ = c

∫
A(t) dμ,

∫
[A1(t) +A2(t)] dμ =

∫
A1(t) dμ+

∫
A2(t) dμ

и для любого ограниченного линейного оператора B в H

B
∫
A(t) dμ =

∫
BA(t) dμ,

∫
A(t)B dμ =

∫
A(t) dμ ·B.

По поводу других изложений теории интегрирования см., например,
Н. Бурбаки [1], Р. Халмош [1] и С. Сакс [1]. Изложение здесь во
многом близко к изложению Н. Бурбаки [1].



Гл а в а II

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ПРЕДЛОЖЕНИЯ

ТЕОРИИ НОРМИРОВАННЫХ КОЛЕЦ

§ 7. Основные алгебраические понятия

1. Определение кольца. R называется линейным кольцом, если:
1) R есть линейное пространство;
2) в R введена операция умножения (вообще говоря, некоммутатив-

ного), удовлетворяющая следующим условиям:
а) α(xy) = (αx) y = x(αy),
б) (xy) z = x(yz),
в) (x+ y) z = xz + yz,
г) x(y + z) = xy + xz

для любых x, y, z ∈ R и любых чисел α.
В дальнейшем мы будем рассматривать только линейные кольца

и термин «кольцо» будет означать линейное кольцо 1).
Два элемента x, y кольца R называются перестановочными, если

xy = yx. Кольцо называется коммутативным, если любые два его
элемента перестановочны. В дальнейшем мы, вообще говоря, не будем
предполагать, что кольцо коммутативно.

Подмножество R1 ⊂ R называется подкольцом кольца R, если
применение операций умножения на число, сложения и умножения
к элементам из R1 приводит снова к элементам из R1.

Очевидно, пересечение любого множества подколец кольца R есть
снова подкольцо кольца R. В частности, пересечение множества всех
подколец, содержащих данное множество S ⊂ R, есть минимальное
подкольцо, содержащее S. Мы его обозначим Ra(S).

Очевидно, Ra(S) есть совокупность всех конечных сумм вида s =
=
∑
k

λkak, где ak — произведения конечного числа элементов из S.

1) В алгебре кольцом называют множество R, в котором определены опе-
рации сложения и умножения, удовлетворяющие условиям б)–г), а линейное
кольцо называют алгеброй. Мы отступаем, таким образом, от терминологии,
обычно принятой в алгебре, и вместо термина алгебра применяем термин
кольцо, в значительной степени вошедший в обычай в советской литературе
по нормированным кольцам.
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Действительно, Ra(S) должно содержать все такие элементы s, и эти
элементы образуют кольцо.

Отсюда следует, что если все элементы множества S попарно пе-
рестановочны, то Ra(S) — коммутативное кольцо. Если, в частности,
S состоит из одного элемента x, то Ra(x) — минимальное подкольцо,
содержащее элемент x, — коммутативно.

Коммутативное подкольцо называется максимальным, если оно не
содержится ни в каком другом коммутативном подкольце. Из преды-
дущих рассуждений следует:

I. Всякое коммутативное подкольцо содержится в некотором
максимальном коммутативном подкольце.

До к а з а т е л ь с т в о. Совокупность Σ всех коммутативных подко-
лец кольца R, содержащих данное коммутативное подкольцо A, упо-
рядоченная по включению, есть частично упорядоченное множество,
удовлетворяющее условиям леммы Цорна; именно, верхней гранью ли-
нейного множества этих подколец будет просто их объединение. На ос-
новании леммы Цорна Σ содержит максимальный элемент, который
и будет максимальным коммутативным подкольцом, содержащим A.

Так как всякий элемент x содержится в коммутативном подкольце
Ra(x), то из I следует

II. Всякий элемент x содержится в некотором максимальном
коммутативном подкольце.

При м е ры. 1. Обозначим через C(X) совокупность всех непрерыв-
ных комплексных функций на топологическом пространстве X; опре-
делим в C(X) операции сложения, умножения на число и умножения
соответственно как сложение функций, умножение функции на число
и умножение функций. Очевидно, C(X) станет тогда кольцом; это
кольцо коммутативно.

2. Пусть X — произвольное линейное пространство; обозначим
через A(X) совокупность всех линейных операторов в X с областью
определения X. Определим в A(X) операции сложения, умножения на
число и умножения как соответствующие действия с операторами (см.
п. 6 § 1). Тогда A(X) станет кольцом; A(X) коммутативно, лишь когда
X одномерно.

Если X конечномерно, именно n-мерно, то, относя каждому опера-
тору в X его матрицу в фиксированном базисе, мы можем представить
A(X) как совокупность всех матриц n-го порядка; при этом кольцевые
операции представятся как соответствующие операции над матрицами.

3. Пусть X — пространство Банаха; обозначим через B(X) сово-
купность всех ограниченных линейных операторов в X с областью
определения X (см. п. 4 § 4). Определим снова операции сложения,
умножения на число и умножения как соответствующие действия
с операторами. Тогда B(X) станет кольцом. Очевидно, B(X) есть
подкольцо кольца A(X); B(X) коммутативно также, лишь когда X
одномерно.
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4. Обозначим через W совокупность всех функций eint, n = 0, ±1,
±2, . . .. Очевидно, W есть подмножество кольца C(−∞, ∞) (см. при-
мер 1); Ra(W ) есть совокупность всех конечных тригонометрических
сумм

∑
ckeikt.

5. Обозначим через C(X) совокупность всех вполне непрерывных
линейных операторов в пространстве Банаха X (см. п. 6 § 4); опе-
рации сложения, умножения на число и умножения определим как
соответствующие действия с операторами. Тогда C(X) будет кольцом,
являющимся, очевидно, подкольцом кольца B(X) (см. пример 3).

2. Кольца с единицей. Кольцо R называется кольцом с единицей,
если R содержит элемент e, удовлетворяющий условию

ex = xe = x для всех x ∈ R. (1)

Сам элемент e, удовлетворяющий условию (1), называется единицей
кольца R.

Отметим, что кольцо не может иметь больше одной единицы.
Действительно, если e′ — также единица в R, то

e′x = xe′ = x для всех x ∈ R. (1′)

Полагая в (1) x = e′, а в (1′) x = e, получим

ee′ = e′e = e′ и e′e = ee′ = e,

следовательно, e′ = e.
I. Всякое кольцо R без единицы можно рассматривать как под-

кольцо некоторого кольца R′ с единицей.

До к а з а т е л ь с т в о. Искомое кольцо должно содержать все суммы
x′ = αe + x, x ∈ R; с другой стороны, совокупность всех таких сумм
образует кольцо R′, в котором основные операции определяются фор-
мулами 1)

β(αe+ x) = βae+ βx,

(α1e+ x1) + (α2e+ x2) = (α1 + α2) e+ (x1 + x2),

(α1e+ x1)(α2e+ x2) = α1a2e+ (α1x2 + α2x1 + x1x2).

⎫⎬⎭ (2)

Поэтому кольцо R′ можно реализовать как совокупность всех фор-
мальных сумм x′ = αe+ x; x ∈ R, в которой основные операции опре-
деляются формулами (2); само R получится при α = 0.

1) Отметим, что каждый элемент x′ из R′ представляется е д и н с т в е н-
н ы м о бр а з ом в виде x′ = αe + x, x ∈ R, ибо по условию R не содержит
единицы.
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Кольцо R′ можно также реализовать как совокупность всех пар
{α, x}, x ∈ R, в которой основные операции определяются по формулам

β{α, x} = {βα, βx},
{α1, x1} + {α2, x2} = {α1 + α2, x1 + x2},
{α1, x1}{α2, x2} = {α1a2, χ1x1 + α2x1 + x1x2}

⎫⎬⎭ (2′)

аналогично тому, как определяются комплексные числа. Само кольцо R
можно тогда рассматривать как совокупность всех пар {0, x}, x ∈ R,
и не делать различия между x и {0, x}. Полагая e = {1, 0}, мы получим

{α, x} = α{1, 0} + {0, x} = αe+ x,

так что вторая реализация кольца R′ равносильна первой.

Очевидно, R′ — минимальное кольцо с единицей, содержащее R.
Переход от R к R′ называется присоединением единицы.

Предложение I показывает, что изучение колец без единицы можно
свести к изучению колец с единицей. Однако для некоторых при-
ложений полезно иметь предложения непосредственно о кольцах без
единицы. Поэтому наряду с предложениями о кольцах с единицей мы
часто будем излагать соответствующие предложения о кольцах без
единицы.

Если R — кольцо с единицей, а S — произвольное множество в R,
то пересечение всех подколец с единицей кольца R есть минимальное
подкольцо с единицей, содержащее S; мы будем обозначать его R′

a(S).
Очевидно, R′

a(S) получается из Ra(S) присоединением единицы и по-
тому есть совокупность всех сумм αe+

∑
k

αkak, где ak — произведения

конечного числа элементов из S.

II. Максимальное коммутативное подкольцо R1 кольца R с еди-
ницей есть также кольцо с единицей.

Действительно, в противном случае, присоединив к R1 единицу, мы
получили бы коммутативное подкольцо R′

1, содержащее R1 в качестве
своей правильной части, что противоречит максимальности R1.

Элемент y называется левым обратным элемента x1, если yx = e.
Левый обратный элемент x будем обозначать x−1

l . Аналогично можно
определить правый обратный x−1

r . Если элемент x имеет и левый и пра-
вый обратные, то все левые и правые обратные элемента x совпадают.
Действительно, умножая обе части равенства x−1

l x = e справа на x−1
r ,

получим:

x−1
r = (x−1

l x)x−1
r = x−1

l (xx−1
r ) = x−1

l e = x−1
l .

В этом случае мы будем говорить, что существует обратный x−1

элемента x.

III. Если существует x−1 и если x и y перестановочны, то x−1

и y также перестановочны.
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Действительно, умножая обе части равенства xy = yx слева и спра-
ва на x−1, получим yx−1 = x−1y.

IV. Если A — максимальное коммутативное подкольцо, содержа-
щее x, и если x−1 существует, то x−1 ∈ A.

В самом деле, в силу III x−1 перестановочен со всеми элементами
из A; так как A максимально, то x−1 ∈ A.

Кольцо R с единицей называется телом, если в нем каждый эле-
мент x �= 0 имеет обратный.

V. Если в кольце R с единицей каждый элемент x �= 0 имеет
левый обратный, то R — тело.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть x ∈ R, x �= 0. По условию x имеет в R
левый обратный a, так что

ax = e. (3)

Положим xa = b; тогда b �= 0, так как в противном случае мы получили
бы a = axa = ab = 0, т. е. a = 0, а это противоречит (3). Поэтому b
имеет в R левый обратный y, так что yb = e, т. е.

yxa = e. (4)

Но тогда a имеет в R правый обратный x и левый обратный yx,
следовательно, x = yx (см. с. 184) и из (4) следует xa = e. Это означает,
что a есть одновременно левый и правый обратный, т. е. обратный
для x.

Очевидно, аналогичное предложение имеет место для колец, в ко-
торых каждый элемент x �= 0 имеет правый обратный.

Понятие обратного элемента можно видоизменить таким образом,
чтобы оно стало применимым к кольцам без единицы.

Элемент y ∈ R называется левым квазиобратным элемента x ∈ R,
если e+ y есть левый обратный элемента e+ x в R′, т. е. если

(e+ y)(e+ x) = e. (5)

Раскрывая в (5) скобки и отбрасывая е в обеих частях равенства,
получим

x+ y + yx = 0,

так что в определение левого квазиобратного элемента единица фак-
тически не входит. Аналогично определяются правый квазиобратный
элемент и квазиобратный элемент.

Легко видеть, что для квазиобратного элемента справедливы пред-
ложения, аналогичные III и IV.

Приме ры. 1. Кольцо C(X) (см. пример 1 п. 1) есть кольцо с едини-
цей; именно, единицей этого кольца является функция, тождественно
равная единице на X.

2. Кольца A(X) и B(X) (см. примеры 2 и 3 п. 1) являются кольцами
с единицей, которой служит единичный оператор.
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3. Кольцо C(X) (см. пример 5 п. 1) в случае бесконечномерного X
есть кольцо без единицы. Действительно, если E — оператор из C(X),
удовлетворяющий условию EA = AE = A для всех A ∈ C(X), то, как
легко видеть, E — единичный оператор. Но в случае бесконечномер-
ного X единичный оператор не может быть вполне непрерывным (см.
п. 6 § 4).

3. Центр. Центром кольца R называется совокупность всех тех
элементов a ∈ R, которые перестановочны со всеми элементами этого
кольца.

Центр есть коммутативное надкольцо кольца R.
Действительно, пусть Z — центр кольца R. Его элементы образуют

подкольцо, ибо если элементы a, b ∈ R перестановочны со всеми эле-
ментами кольца R, то этим свойством обладают и элементы λa+ μb, ab.
Элементы подкольца Z, будучи перестановочны со всеми вообще эле-
ментами кольца, перестановочны между собой. Следовательно, Z есть
коммутативное подкольцо.

Если R — кольцо с единицей, то центр заведомо содержит все
элементы вида λe. Если само кольцо R коммутативно, то центр совпа-
дает с R.

4. Идеалы. Совокупность Il элементов кольца R называется его
левым идеалом 1), если:

α) Il �= R;
β) Il — подпространство линейного пространства R;
γ) из x ∈ Il, a ∈ R следует ax ∈ Il.
Аналогично определяется правый идеал Ir.
Отметим, что если R — кольцо с единицей, то правый и левый

идеалы не могут содержать единицу кольца R. Действительно, если бы
e ∈ Il, то из условия γ) следовало бы, что a = ae ∈ Il при любом a ∈ R,
т. е. что Il = R.

I. Элемент x кольца с единицей имеет левый (правый) обратный
тогда и только тогда, когда он не содержится ни в каком левом
(правом) идеале.

Действительно, пусть элемент x не имеет левого обратного. Со-
вокупность Il всех элементов вида yx не может совпадать со всем
кольцом, ибо тогда при некотором y было бы yx = e, т. е. элемент x
имел бы левый обратный y. Поэтому Il есть левый идеал, содержащий
элемент x (y = e).

Пусть, обратно, x принадлежит левому идеалу Il. Если x имеет
левый обратный, то e = x−1

l x ∈ Il, что невозможно. Следовательно, x−1
l

не существует.

1) В абстрактной алгебру все кольцо R также считается идеалом (двусторон-
ним, следовательно, также левым и правым); в отличие от идеалов, введенных
в тексте, R называется несобственным идеалом.
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Левый (правый) идеал кольца R называется максимальным, если
он не содержится ни в каком другом левом (правом) идеале кольца R.

II. Всякий левый (правый) идеал кольца R с единицей содержится
в некотором максимальном левом (правом) идеале.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Совокупность всех левых идеалов I ′l ⊃ Il
кольца R есть частично упорядоченное по включению множество,
удовлетворяющее условию леммы Цорна. Действительно, верхней гра-
нью линейно упорядоченного множества J идеалов I ′k ⊃ Il является
объединение всех идеалов I ′l множества J ; это объединение удовле-
творяет условиям β), γ) и не совпадает с R, ибо оно не содержит
единицы кольца; следовательно, это объединение есть также левый
идеал. На основании леммы Цорна среди идеалов I ′l ⊃ Il имеется по
крайней мере один максимальный идеал.

Из предложений I и II следует
III. Элемент x кольца с единицей имеет левый (правый) обрат-

ный тогда и только тогда, когда он не содержится ни в каком
максимальном левом (правом) идеале.

Множество I элементов кольца R называется двусторонним идеа-
лом в R, если I — одновременно и правый и левый идеал в R. Кольцо R
называется простым, если в нем нет двусторонних идеалов, отличных
от (0).

Пусть I — двусторонний идеал в R. Два элемента x1, x2 из R
назовем эквивалентными относительно I, если x1 − x2 ∈ I. Тогда
все кольцо R разбивается на классы ξ, η, . . . эквивалентных между
собой элементов, которые называются классами вычетов кольца R
по идеалу I. Обозначим через R1 совокупность всех этих классов.
Введем в R1 операции сложения, умножения на число и умножения,
производя эти действия над представителями классов. Так как I —
двусторонний идеал, то результат операций не зависит от выбора этих
представителей.

Следовательно, R1 становится кольцом. Это кольцо называется
факторкольцом (или кольцом вычетов) кольца R по идеалу I и обо-
значается R/I.

Двусторонний идеал называется максимальным, если он не содер-
жится ни в каком другом двустороннем идеале.

IV. Всякий двусторонний идеал кольца с единицей содержится
в некотором максимальном двустороннем идеале.

Доказательство этого предложения аналогично доказательству
предложения II.

Предложения II–IV можно следующим образом перенести на кольца
без единицы.

Левый идеал Il кольца R называется регулярным, если в R суще-
ствует элемент u такой, что xu− x ∈ Il для всех x ∈ R; сам элемент u
называется единичным по идеалу Il. Аналогично определяются регу-
лярный правый идеал Ir и единичный элемент по регулярному правому
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идеалу. Наконец, двусторонний идеал I называется регулярным, если
существует элемент u такой, что

ux− x ∈ I и xu− x ∈ I

для всех x ∈ R.
Если R — кольцо с единицей e, то в качестве элемента u можно

взять e; отсюда видно, что в кольце с единицей всякий идеал регу-
лярен.

V. Всякий регулярный (правый, левый или двусторонний) идеал
продолжается до максимального (соответственно правого, левого,
двустороннего) идеала (который, очевидно, также регулярен).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть, например, Il — регулярный левый
идеал, u — единичный элемент по идеалу Il; тогда u не содержится
ни в каком левом идеале I ′l ⊃ Il. Действительно, если u ∈ I ′l , то также
xy ∈ I ′l ; но, кроме того, x− xu ∈ Il ⊂ I ′l , и потому всякий элемент

x = (x− xu) + xu ∈ I ′l ,

т. е. I ′l = R.
Поэтому к идеалам I ′l ⊃ Il применимо рассуждение, проведенное

в доказательстве предложения II.
Аналогично рассматриваются случаи правого и двустороннего ре-

гулярных идеалов.

VI. Пусть R — кольцо без единицы, а R′ — кольцо, полученное
из R присоединением единицы. Тогда соответствие I ′r → Ir = I ′r ∩R
есть отображение совокупности всех правых идеалов I ′r кольца R′,
не содержащихся целиком в R, на совокупность всех регулярных
правых идеалов кольца R. Это соответствие есть взаимно одно-
значное отображение:

а) множества всех двусторонних идеалов кольца R′, не содержа-
щихся целиком в R, на множество всех регулярных двусторонних
идеалов кольца R;

б) множества всех максимальных правых идеалов кольца R′,
не содержащихся целиком в R, на множество всех максимальных
правых регулярных идеалов кольца R.

Аналогичные утверждения справедливы для левых идеалов.

До к а з а т е л ь с т в о. 1). Пусть Ir — правый идеал кольца R′, не
содержащийся целиком в R; положим Ir = I ′r ∩R. Очевидно, Ir — пра-
вый идеал в R. Докажем, что Ir регулярен. Так как I ′r не содержится
целиком в R, то в I ′r существует элемент y = −e + u, u ∈ R; тогда u
есть единичный элемент по идеалу Ir, ибо

−x+ ux = (−e+ u)x ∈ I ′r ∩R = Ir для всех x ∈ R.

Следовательно, Ir регулярен.
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Обратно, пусть Ir — регулярный правый идеал в R и пусть u —
единичный элемент по идеалу Ir. Тогда, как легко проверить, сово-
купность I ′r всех элементов y ∈ R′, для которых uy ∈ Ir, есть правый
идеал в R′, содержащий Ir. При этом I ′r не содержится целиком в R,
ибо из соотношений

u(u− e) = u2 − u ∈ Ir

следует, что u− e ∈ I ′r, причем u− e /∈ R. Пусть теперь y ∈ R; так как
uy − y ∈ Ir для всех y ∈ R, то y ∈ Ir тогда и только тогда, когда y ∈ I ′r.
Следовательно, Ir = I ′r ∩R, и первое утверждение доказано.

2). Докажем теперь взаимную однозначность соответствия I ′ →
→ I = I ′ ∩ R в случае двусторонних идеалов. Нам надо показать,
что если I ′, J ′ — двусторонние идеалы в R′, не содержащие-
ся целиком в R, и I = I ′ ∩ R = J ′ ∩ R = J , то I ′ = J ′. По-
скольку I ′ и J ′ не содержатся целиком в R, существуют такие
u, v ∈ R, что −e + u ∈ I ′, −e + v ∈ J ′. Так как I ′ и J ′ — двусто-
ронние идеалы, то отсюда заключаем, что −v + vu = v(−e + u) ∈ I,
−u + vu = (−e + v)u ∈ I, поэтому u− v ∈ I. Пусть λe + y ∈ I ′; тогда
λu + uy = u(λe + y) ∈ I, −y + uy = y(−e+ u) ∈ I и, следовательно,
также λu+ y = λu+ uy − (−y + uy) ∈ I. Поскольку I = J ⊂ J ′, отсюда
следует, что λe+ y = λ(e− v) + λ(v − u) + λu+ y ∈ J ′; следовательно,
I ′ ⊂ J ′. Аналогично, J ′ ⊂ I ′, и потому I ′ = J ′.

Доказательство последнего утверждения мы проведем в несколько
шагов:

3). Если Mr — максимальный регулярный правый идеал кольца R
и u, v — элементы кольца R, единичные по идеалу Mr, то v − u ∈
∈Mr.

Положим w0 = v − u. Из соотношений −x+ ux ∈Mr, −x+ vx ∈Mr

следует, что w0x ∈Mr для всех x ∈ R. Положим, далее, W = {w: w ∈
∈ R, wx ∈ Mr для всех x ∈ R} и докажем, что W — регулярный
правый идеал в R, содержащий Mr. В силу максимальности идеала Mr

отсюда будет следовать, что W = Mr, и потому v − u = w0 ∈W = Mr.
Очевидно,W линейно, и если w ∈M , то wx ∈W для всех x ∈ R. Кроме
того, u /∈W . Действительно, если u ∈W , то ux ∈Mr и, следовательно,
x = x− ux+ ux ∈Mr для всех x ∈ R, что невозможно. ПоэтомуW �= R
и W — правый идеал в R. Если x0 ∈ Mr, то x0x ∈ Mr для всех
x ∈ R; следовательно, x0 ∈ W . Это означает, что Mr ⊂ W . Наконец,
x− ux ∈ Mr ⊂ W для всех x ∈ R, и потому W регулярен. Тем самым
3) доказано.

4). Пусть Mr — максимальный регулярный правый идеал коль-
ца R, u — элемент кольца R, единичный по идеалу Mr, I

′
r — правый

идеал в R такой, что I ′r ∩R ⊂Mr и J ′
r = {y: y ∈ R′, uy ∈Mr}. Тогда

I ′r ⊂ J ′
r и J ′

r не зависит от выбора u.
Если также v единичен по Mr, то в силу 3) w0 = v − u ∈ Mr. По-

этому при y = λe+ x, x ∈ R, имеем vy − uy = w0y = λw0 + w0x ∈Mr,
так что uy и vy принадлежат или не принадлежат Mr одновременно.
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Это означает, что J ′
r не зависит от выбора u. Пусть теперь y ∈ I ′r.

Докажем, что y ∈ J ′
r. Так как y ∈ R, то y = λe+ x, x ∈ R. Если λ = 0,

то y = x ∈ I ′r ∩R ⊂Mr. Отсюда uy = ux = ux− x+ x ∈Mr и, значит,
y ∈ J ′

r. Если же λ �= 0, то, умножив, если нужно, на −λ−1, можем
считать, что y = −e + v, v ∈ R. Тогда v единичен по I ′r ∩ R (см. 1),
а значит, и по Mr. Отсюда в силу 3) v = u+w0, где w0 ∈Mr, и потому

uy = u(−e+ u+ w0) = (−u+ u2) + (uw0 − w0) + w0 ∈Mr.

Следовательно, y ∈ J ′
r.

5). Пусть Mr, J
′
r — те же, что в 4). Тогда J ′

r — максимальный
правый идеал в R′, не содержащийся целиком в R, и J ′

r ∩ R = Mr.
Каждый максимальный правый идеал M ′

r в R′, не содержащийся
целиком в R, для которого M ′

r ∩ R = Mr, совпадает с J ′
r, сле-

довательно, однозначно определяется условием M ′
r ∩ R = Mr при

данном Mr.
Пусть M ′

r — максимальный правый идеал, содержащий J ′
r. Тогда

M ′
r ∩ R ⊃ J ′

r ∩ R = Mr (см. 1); в силу максимальности идеала Mr

отсюда заключаем: M ′
r ∩ R = Mr или M ′

r ∩ R = R. Но второй случай
невозможен. Действительно, тогда M ′

r = R или M ′
r = R′, что невоз-

можно. Итак, M ′
r ∩R = Mr, так что в силу 4) M ′

r ⊂ J ′
r. Следовательно,

M ′
r = J ′

r в силу максимальности идеала M ′
r. Одновременно мы видим,

что J ′
r максимален и что каждый максимальный правый идеал M ′

r, не
содержащийся целиком в R и удовлетворяющий условиюM ′

r ∩R = Mr,
совпадает с J ′

r.
6). Пусть M ′

r — максимальный правый идеал в R′, не содержа-
щийся целиком в R. Тогда Ir = M ′

r ∩R — максимальный регулярный
правый идеал в R.

Регулярность идеала Ir была доказана в 1). Пусть Mr — макси-
мальный регулярный правый идеал в R, содержащий Ir. В силу 5)
существует и притом только один максимальный правый идеал J ′

r, не
содержащийся целиком в R и такой, что J ′

r ∩ R = Mr. По условию
M ′
r ∩ R = Ir ⊂ Mr; следовательно, в силу 5) M ′

r ⊂ J ′
r. Отсюда в силу

максимальности M ′
r = J ′

r, и потому Ir = M ′
r ∩R = J ′

r ∩R = Mr.
Из предложений 5) и 6) следует утверждение б).

Для немаксимальных правых регулярных идеалов взаимная одно-
значность отображения I ′r → I ′r ∩ R нарушается. Простым примером

является кольцо R всех матриц вида

(
α β

0 0

)
, где α, β — произволь-

ные комплексные числа. Тогда R′ — кольцо всех матриц

(
α β

0 γ

)
,

где α, β, γ — произвольные комплексные числа. Каждое множество

I ′r =

{(
0 λβ0
0 λγ0

)}
, где γ0 �= 0 и β0 фиксированы, а λ пробегает все

комплексные числа, есть правый идеал в R′, не содержащийся целиком
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в R, и I ′r ∩R = (0). Следовательно, все эти идеалы I ′r переходят в один
и тот же идеал (0) при отображении I ′r → I ′r ∩R.

Доказанное предложение сводит изучение регулярных идеалов в R
к изучению идеалов в R′. В частности, из него следует, что максималь-
ные регулярные (правые, левые, двусторонние) идеалы в R являются
пересечениями с R максимальных (соответственно, правых, левых,
двусторонних) идеалов в R′, не совпадающих с R.

VII. Элемент x кольца R не имеет левого квазиобратного тогда
и только тогда, когда

Il = {z + zx}, z ∈ R,

есть левый идеал. В этом случае Il есть регулярный левый идеал,
не содержащий x.

До к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, Il удовлетворяет условиям β), γ)
определения левого идеала. Поэтому если Il — не левый идеал, то
Il = R; следовательно, существует элемент z ∈ R такой, что

z + zx = −x, т. е. x+ z + zx = 0.

Это означает, что z есть левый квазиобратный к x. Обратно, если x
имеет левый квазиобратный, то в силу только что сказанного x ∈ Il.
Но тогда также −zx ∈ Il, а значит, и

z = z(z + zx) − zx ∈ Il

при любом z ∈ R. Это означает, что Il = R. Из этого рассуждения
следует также, что если Il — идеал, то x /∈ Il. Наконец, элемент u = −x
является единичным по идеалу Il, так что Il регулярен.

Аналогичное предложение можно доказать об элементах, не имею-
щих правого квазиобратного.

VIII. Элемент x кольца R обладает левым квазиобратным то-
гда и только тогда, когда для любого максимального регулярного
левого идеала Ml существует элемент y такой, что

x+ y + yx ∈Ml.

Док а з а т е л ь с т в о. Условие необходимо, ибо достаточно взять
в качестве y левый квазиобратный элемента x. Пусть это условие вы-
полнено, и пусть x не имеет левого квазиобратного. Тогда Il = {z + zx}
есть регулярный левый идеал в R, и потому существует максимальный
регулярный левый идеал Ml ⊃ Il. По условию, существует элемент y
такой, что

x+ y + yx ∈Ml.

Но y + yx ∈ Il ⊂ Ml, следовательно, x ∈ Ml. Отсюда −zx ∈ Ml, и по-
тому

z = −zx+ (z + zx) ∈Ml

для любого z ∈ R, Ml = R, что невозможно.
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5. Радикал. Элемент x0 кольца R с единицей называется обобщен-
ным нульстепенным, если (e+ yx0)

−1
l существует для любого элемен-

та y ∈ R. Совокупность всех обобщенных нульстепенных элементов
кольца R называется радикалом.

I. Радикал кольца с единицей совпадает с пересечением всех его
максимальных левых идеалов.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть элемент x0 принадлежит всем макси-
мальным левым идеалам. Если при некотором y ∈ R не существует
(e + yx0)

−1
l , то элемент z = e + yx0 принадлежит хотя бы одному

левому, следовательно, и максимальному левому идеалу Il. В силу
предположения этому идеалу принадлежит элемент yx0, следовательно,
также

e = z − yx0 ∈ Il,

что невозможно. Итак, (e+ yx0)
−1
l существует при любом y ∈ R, т. е.

x0 принадлежит радикалу. Пусть, обратно, x0 принадлежит радикалу.
Докажем, что x0 содержится во всех максимальных левых идеалах
кольца R. Предположим противное. Пусть x0 /∈ Il. Рассмотрим со-
вокупность всех элементов z вида z = a − yx0, где a ∈ Il, y ∈ R.
Эта совокупность совпадает со всем кольцом, ибо в противном слу-
чае она была бы левым идеалом, содержащим максимальный левый
идеал Il в качестве своей правильной части. В частности, единицу e
можно представить в виде e = a − yx0. Отсюда элемент a = e + yx0,
как элемент идеала Il, не имеет левого обратного, что противоречит
допущению. Предложение I тем самым доказано.

Из предложения I следует, что радикал есть левый идеал.
II. Элемент x0 принадлежит радикалу кольца с единицей тогда

и только тогда, когда для любого элемента а кольца существует
двусторонний обратный (e+ ax0)

−1.

До к а з а т е л ь с т в о. Если (e+ ax0)
−1 существует для всех a ∈ R,

то подавно существует (e + ax0)
−1
l ; следовательно, x0 принадлежит

радикалу. Обратно, пусть x0 принадлежит радикалу и a ∈ R. По опре-
делению радикала существует левый обратный (e+ ax0)

−1
l . Обозначим

через e+ y один из этих левых обратных, так что

(e+ y)(e+ ax0) = e. (1)

Это означает, что e+ y имеет своим правым обратным e+ ax0. Кроме
того, раскрывая скобки в (1), получим, что

y = −yax0 − ax0. (2)

Обозначим через I радикал кольца R. Так как x0 ∈ I и I — левый
идеал, то из (2) следует, что y ∈ I; следовательно, при любом b ∈ R
существует левый обратный (e + by)−1

l . Положив b = e, получим, что
существует (e + y)−1

l . С другой стороны, как мы видели, существует
(e+ y)−1

r = e+ ax0; следовательно, существует двусторонний обратный

7 Наймарк М.А.
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(e+ y)−1 = e + ax0. Но тогда элемент e+ y есть двусторонний обрат-
ный элемента e+ ax0.

Выше мы определили радикал при помощи левых обратных. Ана-
логично можно его определить при помощи правых обратных. Имен-
но, обозначим через I ′ совокупность всех элементов x таких, что
(e + xa)−1

r существует для всех элементов a кольца. Рассуждая, как
в доказательстве предложения I, получим, что I ′ есть пересечение всех
максимальных правых идеалов кольца, следовательно, есть правый
идеал. Далее, как и в доказательстве предложения II, получим, что
I ′ состоит из тех и только тех элементов x0, для которых существует
двусторонний обратный (e+ x0a)

−1 при любом a из кольца.
Докажем, что двусторонние обратные (e + x0a)

−1 и (e + ax0)
−1

существуют или не существуют одновременно. Тем самым будет дока-
зано, что I ′ совпадает с радикалом. Пусть, например, существует

(e+ ax0)
−1 = e+ y.

Тогда
e− x0a− x0ya = (e+ x0a)

−1.

Действительно,

(e+ x0a)(e− x0a− x0ya) − e = −x0[(e+ ax0)(e+ y) − e] a = 0

и

(e− x0a− x0ya)(e+ x0a) − e = −x0[(e+ y)(e+ ax0) − e] a = 0.

Тем самым доказано
III. Пересечение всех максимальных левых идеалов совпадает

с пересечением всех максимальных правых идеалов и есть радикал
кольца.

В частности, отсюда следует, что радикал есть двусторонний
идеал.

Кольцо называется полупростым, если его радикал состоит только
из нуля.

Пусть теперь R — кольцо без единицы, а R′ — кольцо, полученное
из R присоединением единицы. Существование левого обратного эле-
мента e+ yx0 в R′ равносильно существованию левого квазиобратного
элемента yx0 для любого x ∈ R′. Поэтому, полагая y = αa+ z, z ∈ R,
мы можем дать следующее определение обобщенного нульстепенного
элемента, равносильное первоначальному в случае кольца с единицей.
Элемент x0 называется обобщенным нульстепенным, если αx0 + zx0
имеет левый квазиобратный при любых z ∈ R и любых числах α; в этом
определении R уже не обязательно кольцо с единицей. Совокупность
всех обобщенных нульстепенных элементов кольца R (не обязательно



§ 7. Основные алгебраические понятия 195

с единицей) называется его радикалом. Из этого определения непо-
средственно следует, что

I = R ∩ I ′, (3)

где I и I ′ — радикалы колец R и R′ соответственно.
Кольцо R называется радикальным, если оно совпадает со своим

радикалом, и нерадикальным — в противном случае. Из VII п. 4 выте-
кает, что в нерадикальном кольце существуют регулярные, а потому
и максимальные регулярные левые и правые идеалы. Комбинируя
этот результат с VI п. 4 и формулой (3), заключаем:

III′. В нерадикальном кольце радикал есть пересечение всех мак-
симальных регулярных левых идеалов, а также пересечение всех
максимальных регулярных правых идеалов и потому есть двусто-
ронний идеал.

IV. Факторкольцо по радикалу есть полупростое кольцо.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть I — радикал кольца R, а J — радикал
кольца R/I. Пусть элемент ξ кольца R/I принадлежит J . Это означает,
что элемент ζ = αξ + ηξ имеет левый квазиобратный в R/I при любом
η ∈ R/I и любом α. Пусть ζ ′ — этот квазиобратный, так что

ζ ′ + ζ + ζ ′ζ = 0, (4)

и пусть x, y, z, z′ — какие-нибудь представители классов ξ, η, ζ, ζ ′

соответственно. Тогда (4) означает, что

z′ + z + z′z = p, где p ∈ I,

причем можно считать
z = αx+ yx.

Так как p ∈ I, то p имеет левый квазиобратный; обозначим его через
p′. Непосредственной проверкой убеждаемся в том, что p′ + z′ + p′z′

есть левый квазиобратный к z. Следовательно, элемент z = αx + yx
имеет квазиобратный при любом y ∈ R и любом α. Это означает, что
x ∈ I, т. е. что ξ = 0. Итак, всякий элемент ξ ∈ J равен нулю, J = (0);
следовательно, R/I — полупростое кольцо.

Отметим следующий важный пример полупростого кольца. Коль-
цо R линейных операторов в векторном пространстве X называется
неприводимым, если в X нет подпространств, отличных от (0) и все-
го X и инвариантных относительно всех операторов из R.

V. Всякое отличное от (0) неприводимое кольцо R линейных
операторов в векторном пространстве X есть полупростое кольцо.

До к а з а т е л ь с т в о. При фиксированном x ∈ X, x �= 0, совокуп-
ность Rx всех векторов Ax, A ∈ R, есть подпространство в X, ин-
вариантное относительно всех операторов из R; следовательно, либо
Rx = (0), либо Rx = X. Совокупность N всех векторов x, для которых
Rx = (0), есть подпространство в X, инвариантное относительно всех

7*
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операторов A ∈ R; поэтому либо N = (0), либо N = X. Но второй слу-
чай означал бы, что, вопреки условию, R = (0); следовательно, N = (0)
и Rx = X для всякого x ∈X, x �= 0. Это рассуждение применимо также
к любому двустороннему идеалу I �= (0) в R, ибо для произвольного
двустороннего идеала I в R множества Ix и {x ∈ X: Ix = 0} являются
подпространствами в X, инвариантными относительно всех операторов
A ∈ R, следовательно, Ix = X для любого такого идеала I и любого
x ∈ X, x �= 0.

Пусть теперь I — радикал в R и A ∈ I; если A �= 0, то существует
элемент x ∈ X такой, что Ax �= 0, а значит, RAx = X. Поэтому
существует оператор B ∈ R, для которого BAx = −x. Но BA имеет
левый квазиобратный, ибо A ∈ I; пусть C — этот квазиобратный. Тогда
C + BA + CBA = 0, и потому Cx + BAx + CBAx = 0. Но отсюда
x = −BAx = Cx+ CBAx = Cx − Cx = 0, что противоречит условию.
Итак, I = (0), т. е. R — полупростое кольцо.

6. Гомоморфизм и изоморфизм колец. Отображение x→ x′ коль-
ца R в произвольное кольцо R′ называется гомоморфизмом кольца R
в R′, если из x → x′, y → y′ следует, что λx → λx′, x + y → x′ + y′,
xy → x′y′. Если R′ есть образ кольца R, то гомоморфизм называется
гомоморфизмом R на R′.

При гомоморфизме R на R′ все понятия, определенные в предыду-
щих пунктах, в том числе понятие единицы, остаются инвариантными.
Другими словами, единица, идеал (правый, левый или двусторонний),
подкольцо кольца R переходят соответственно в единицу, идеал и под-
кольцо кольца R′.

Если гомоморфизм есть взаимно однозначное отображение, то он
называется изоморфизмом. Два кольца R и R′ называются изоморф-
ными, если существует изоморфизм R на R′.

Гомоморфизм можно описать при помощи двусторонних идеалов
кольца R.

I. При гомоморфизме кольца R в R′ прообраз I нуля 0′ кольца R′

есть двусторонний идеал в кольце R.
Действительно, пусть x ∈ I, y ∈ I; это означает, что x→ 0′, y → 0′;

следовательно, при любом a ∈ R и любых числах α, β

ax→ a′0′ = 0′, xa→ 0′a′ = 0′, αx+ βy → 0′ + 0′ = 0′.

Из этих соотношений следует, что ax ∈ I, xa ∈ I, αx+ βy ∈ I, т. е. I —
двусторонний идеал.

Этот идеал называется ядром гомоморфизма кольца R в кольцо R′.
Два элемента x, y кольца R переходят в один и тот же элемент

кольца R′ тогда и только тогда, когда x − y ∈ I. Это показывает,
что прообразами элементов кольца R′ являются классы вычетов по
идеалу I, т. е. элементы кольца R/I. Таким образом,
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II. При гомоморфном отображении кольца R прообраз I нулевого
элемента есть двусторонний идеал этого кольца, а сам гомоморф-
ный образ изоморфен кольцу вычетов R по I. Обратно, всякий
двусторонний идеал I кольца R порождает гомоморфизм кольца R
на кольцо вычетов R/I.

Этот гомоморфизм кольца R на R/I, состоящий в том, что каж-
дому элементу x ∈ R ставится в соответствие класс ξ, содержащий x,
называется каноническим гомоморфизмом кольца R на кольцо R/I.

Предложение II означает, что если отождествить образы элементов
кольца R при данном гомоморфизме с отвечающими им элементами
кольца R/I, то этот гомоморфизм станет каноническим гомоморфизмом
кольца R на кольцо R/I.

III. Кольцо вычетов R/I — простое тогда и только тогда, когда
I — максимальный двусторонний идеал в R.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть I1 — двусторонний идеал в кольце R/I.
Прообраз I ′ идеала I1 при гомоморфизме R → R/I есть двусторон-

ний идеал в кольце R, содержащий I. Если поэтому I — максимальный
идеал в R, то I ′ совпадает с I; следовательно, всякий идеал I1 в R/I
состоит только из нуля; R/I — простое кольцо. Обратно, пусть I — не
максимальный двусторонний идеал в R. Тогда существует двусторон-
ний идеал I ′ ⊃ I, I ′1 �= I.

Образ идеала I ′1 при гомоморфизме R → R/I есть двусторонний
идеал в R/I, отличный от (0). Следовательно, R/I не простое кольцо.

В некоторых случаях удобно вместо гомоморфизма колец рассмат-
ривать их антигомоморфизм; так называется отображение x → x′,
удовлетворяющее условиям

λx→ λx′, x+ y → x′ + y′, xy → y′x′

при x→ x′, y → y′. Очевидно, предложение I остается также справед-
ливым для антигомоморфизма колец.

7. Регулярные представления кольца. Примером гомоморфизма
кольца является так называемое его левое регулярное представление.
Каждому элементу a ∈ R поставим в соответствие оператор Aa левого
умножения на a:

Aax = ax;

очевидно, Aa — линейный оператор в R, рассматриваемом как вектор-
ное пространство.

Легко также видеть, что соответствие a → Aa есть гомоморфизм
кольца R в кольцо всех линейных операторов в R. Этот гомоморфизм
и называется левым регулярным представлением кольца R. Ядро
этого гомоморфизма состоит из всех тех элементов a кольца R, которые
удовлетворяют условию

ax = 0 для всех x ∈ R.
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Отсюда, в частности, следует, что если R — кольцо с единицей, то
левое регулярное представление есть изоморфизм.

Очевидно, левый идеал Il кольца R можно определить как под-
пространство в R, отличное от R и инвариантное относительно всех
операторов Aa левого регулярного представления. Поэтому оператор
Aa порождает линейный оператор Aâ в факторпространстве R/Il (см.
п. 7 § 1) и, очевидно, соответствие a→ Aâ есть гомоморфизм кольца R
в кольцо линейных операторов в пространстве R/Il.

Кольцо R называется примитивным, если в нем имеется макси-
мальный левый идеал Il, для которого этот гомоморфизм a→ Aâ есть
изоморфизм. В этом случае совокупность всех операторов Aâ есть
неприводимое кольцо операторов в R/Il. Действительно, пусть M —
подпространство в R/Il, инвариантное относительно всех операторов
Aâ, a ∈ R; тогда совокупность J всех представителей x классов ξ ∈ M

есть (собственный или несобственный) левый идеал в R, содержащий
Il, и потому либо J = Il, либо J = R. В первом случае M = (0), а во
втором M = R/Il.

Таким образом,
I. Всякое примитивное кольцо изоморфно неприводимому кольцу

линейных операторов в векторном пространстве 1).
Комбинируя этот результат с предложением V п. 5, заключаем:
II. Всякое примитивное кольцо — полупростое.
III. Если i �= (0) — двусторонний идеал в примитивном кольце R

и если a — произвольный отличный от нуля элемент кольца R, то
Ia �= (0).

До к а з а т е л ь с т в о. В силу I мы можем считать, что R — непри-
водимое кольцо линейных операторов в некотором векторном простран-
стве X; тогда Ix = X для x ∈ X, x �= 0. Но если оператор a �= 0, то
существует вектор x ∈ X такой, что ax �= 0, а значит Iax = X. Отсюда
следует, что Ia �= (0).

Двусторонний идеал I в кольце R называется примитивным, если
факторкольцо R/I примитивно.

Мы определили левое регулярное представление; аналогично опре-
деляется правое регулярное представление. Именно, каждому элементу
a ∈ R поставим в соответствие оператор Ba правого умножения на A:

Bax = xa.

Соответствие a→ Ba называется правым регулярным представлением
кольца R; легко видеть, что это соответствие есть антигомоморфизм
кольца R в кольцо линейных операторов в пространстве R. Предыду-
щие рассуждения полностью переносятся на правые регулярные пред-
ставления, нужно только левые идеалы заменить правыми.

1) Отметим, что верно также обратное утверждение; его доказательство мы
предоставляем читателю.
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§ 8. Топологические кольца

1. Определение топологического кольца. R называется тополо-
гическим кольцом, если:

1) R — кольцо;
2) R — локально выпуклое 1) топологическое линейное простран-

ство;
3) произведение xy есть непрерывная функция каждого из сомно-

жителей x, y при фиксированном втором сомножителе.
Отображение x → x′ топологического кольца R в топологическое

кольцо R′ называется непрерывным гомоморфизмом, если:
1) x→ x′ есть гомоморфизм кольца R в кольцо R′;
2) x→ x′ есть непрерывное отображение топологического простран-

ства R в топологическое пространство R′.
Если, в частности, отображение x → x′ есть изоморфизм, то оно

называется непрерывным изоморфизмом.
Аналогично определяются непрерывный антигомоморфизм и анти-

изоморфизм.
Два топологических кольца называются топологически изоморф-

ными, если существует взаимно непрерывный изоморфизм кольца R
на кольцо R′.

Подмножество R1 ⊂ R называется замкнутым подкольцом коль-
ца R, если:
α′) R1 — подкольцо кольца R;
β′) R1 — замкнутое подпространство топологического простран-

ства R.
I. Если R1 — подкольцо кольца R, то его замыкание R1 есть

замкнутое подкольцо кольца R.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, достаточно показать, что R1 —
подкольцо кольца R. В силу II п. 2 § 3 R1 — линейное подпростран-
ство в R, и потому достаточно установить, что если x, y ∈ R1, то
также xy ∈ R1. Но при фиксированном y ∈ R1 непрерывная функция
f(x) = xy отображает R1 в R1 и потому R1 в R1; это означает, что
xy ∈ R1 при x ∈ R1, y ∈ R1. Но тогда при фиксированном x ∈ R1

непрерывная функция ϕ(y) = xy отображает R1 в R1 и потому также
R1 в R1; это означает, что из x, y ∈ R1 следует xy ∈ R1.

Очевидно, пересечение замкнутых подколец кольца R есть также
замкнутое подкольцо кольца R. В частности, пересечение всех замкну-
тых подколец кольца R, содержащих данное множество S ⊂ R, есть

1) Отметим, что многие результаты этого параграфа остаются справедли-
выми и для того случая, когда кольцо R есть произвольное топологическое
линейное пространство (не обязательно локально выпуклое), удовлетворяющее
условию 3). В частности, это относится ко всем результатам пп. 1–2.
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минимальное замкнутое подкольцо, содержащее S. Мы обозначим
его Rt(S).

II. Кольцо Rt(S) есть замыкание кольца Ra(S):

Rt(S) = Ra(S).

Действительно, всякое замкнутое подкольцо, содержащее S, долж-
но также содержать Ra(S); с другой стороны, в силу I, Ra(S) само
есть замкнутое подкольцо; поэтому Ra(S) — минимальное замкнутое
подкольцо, содержащее S.

III. Замыкание коммутативного подкольца топологического
кольца коммутативно.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть A — коммутативное подкольцо тополо-
гического кольца R; докажем, что A также коммутативно. При фик-
сированном y ∈ A непрерывные отображения f(x) = xy и ϕ(x) = yx
совпадают на A, а значит и на A (см. IX п. 7 § 2). Следовательно,
xy = yx для всех x ∈ A. Но тогда при фиксированном x ∈ A непрерыв-
ные отображения f1(y) = xy и ϕ1(y) = yx совпадают на A, а значит
и на A; следовательно, xy = yx для всех x.

IV. Максимальное коммутативное подкольцо топологического
кольца замкнуто.

До к а з а т е л ь с т в о. Замыкание A максимального коммутативного
подкольца A есть коммутативное подкольцо, содержащее A. В силу
максимальности A это возможно, лишь когда A = A.

V. Совокупность RS всех элементов x топологического кольца R,
перестановочных со всеми элементами некоторого множества S ⊂
⊂ R, есть замкнутое подкольцо кольца R.

До к а з а т е л ь с т в о. Если x, y перестановочны со всеми элемен-
тами из S, то, очевидно, этим же свойством обладают αx, x+ y и xy;
следовательно, RS — подкольцо. Докажем его замкнутость. Для этой
цели обозначим через Ry совокупность всех элементов x ∈ R, для
которых xy = yx. Так как Ry есть множество всех элементов x, на
которых совпадают непрерывные отображения f1(x) = xy и f2(x) = yx,
то Ry замкнуто. Поэтому RS , являющееся пересечением всех Ry,
y ∈ S, также замкнуто.

Кольцо RS называется коммутантом множества S; будем обозна-
чать его S′. Легко проверить следующие соотношения:

1) если R содержит единицу e, то e ∈ S′;
2) если S1 ⊂ S2, то S

′
1 ⊃ S′

2;
3) S′′ ⊃ S.
VI. Центр Z топологического кольца R есть замкнутое комму-

тативное подкольцо в R.
Действительно, так как Z ⊂ R′, то утверждение непосредственно

следует из V.
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VII. Замыкание (левого, правого, двустороннего) идеала в то-
пологическом кольце, не совпадающее со всем кольцом, есть так-
же (соответственно левый, правый, двусторонний) идеал в этом
кольце.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть, например, Il — левый идеал в топо-
логическом кольце R, и пусть I l �= R. Так как Il — подпространство
в R, то его замыкание I l есть также подпространство в R. Поэтому
достаточно показать, что если x ∈ I l, y ∈ R, то yx ∈ I l. Но это следует
из того, что при фиксированном y ∈ R непрерывная функция f(x) = yx
отображает Il в Il, а значит, I l в I l.

2. Топологическое присоединение единицы. Пусть R — тополо-
гическое кольцо без единицы, а R′ — кольцо, полученное из R при-
соединением единицы. Кольцо R можно рассматривать как множество
всех пар {α, x}, где x ∈ R, а α — числа; поэтому в R′ можно ввести
топологию, считая R′ топологическим произведением топологических
пространств C (множества всех комплексных чисел) и R. Легко видеть,
что тогда R′ станет топологическим кольцом. Переход от топологи-
ческого кольца R к топологическому кольцу R′ мы будем называть
топологическим присоединением единицы.

3. Кольца с непрерывным обратным. Топологическое кольцо R
с единицей называется кольцом с непрерывным обратным, если су-
ществует окрестность U0(e), обладающая следующими свойствами:

1) каждый элемент x ∈ U0(e) имеет обратный x−1;
2) x−1 есть непрерывная функция от x в точке x = e.
В дальнейшем в этом пункте R будет обозначать кольцо с непре-

рывным обратным.
I. Если x0 — элемент кольца R, имеющий обратный x−1

0 , то
существует окрестность U(x0) такая, что:

а) каждый элемент x ∈ U(x0) имеет обратный x−1;
б) x−1 есть непрерывная функция от x в точке x = x0.

До к а з а т е л ь с т в о. Элемент e+ x−1
0 y есть непрерывная функция

от y во всем кольце, в частности, в точке y = 0. Следовательно. най-
дется окрестность U(0) такая, что e+ x−1

0 y ∈ U0(e) при y ∈ U(0), и по-

тому существует (e + x−1
0 y)−1. Пусть U(x0) — окрестность точки x0,

состоящая из всех элементов x0 + y, y ∈ U(0). Если x0 + y ∈ U(x0), то
элемент

x = x0 + y = x0(e+ x−1
0 y)

имеет обратный, ибо существует x−1
0 и (e+ x−1

0 y)−1; при этом

x−1 = (x0 + y)−1 = (e+ x−1
0 y)−1x−1

0 . (1)

(e+ x−1
0 y)−1 есть непрерывная функция от u = e+ x−1

0 y в точке u = e;
но u есть непрерывная функция от y в точке y = 0, а значит, и от
x = x0 + y в точке x = x0. Следовательно, (e+ x−1

0 y)−1, потому и x−1

есть непрерывная функция от x в точке x = x0.
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Аналогично доказывается следующее предложение:
II. Если x0 — элемент кольца R, имеющий левый (правый) об-

ратный, то существует окрестность U(x0) такая, что:
1) каждый элемент x ∈ U(x0) имеет левый (правый) обратный;
2) левый (правый) обратный элемента x есть непрерывная функ-

ция от x в точке x0.
При этом формулу (1) следует заменить формулами

x−1
l = (x0 + y)−1

l = x−1
0, l(e+ yx−1

0, l)
−1, (2a)

x−1
r = (x0 + y)−1

r = (e+ x−1
0, r)

−1x−1
0, r. (2б)

Из предложений I и II заключаем
III. Совокупность всех элементов кольца R, имеющих обратный,

а также совокупность всех элементов кольца R, имеющих ле-
вый (правый) обратный, являются открытыми множествами в R.
Совокупность всех элементов кольца R, не имеющих обратного,
а также совокупность всех элементов кольца R, не имеющих левого
(правого) обратного, являются замкнутыми множествами в R.

Пользуясь предложением III, легко доказать, что
IV. Замыкание (левого, правого, двустороннего) идеала в R есть

также (соответственно левый, правый, двусторонний) идеал в R.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Il — левый идеал а R, а Sl — со-
вокупность всех элементов кольца R, не имеющих левого обратного.
Тогда Il ⊂ Sl (см. I п. 4 § 7); следовательно, его замыкание I l также
содержится в Sl и потому не совпадает с R. На основании VII п. 1 I l
есть левый идеал в R. Аналогично доказывается утверждение о правом
идеале. Двусторонний идеал I есть также левый идеал; следовательно,
его замыкание I не совпадает с R; в силу VII п. 1 отсюда следует, что
I — двусторонний идеал.

V. Максимальный (левый, правый, двусторонний) идеал в коль-
це R замкнут.

До к а з а т е л ь с т в о. Замыкание I l максимального левого идеала Il
есть идеал, содержащий Il; в силу максимальности Il это возможно,
лишь когда I l = Il. Следовательно, Il замкнут. Аналогично доказывает-
ся замкнутость максимального правого и максимального двустороннего
идеалов.

Пр и м е ры. 1. Пусть G — открытое множество на комплексной
плоскости, а RG — совокупность всех функций f(z), голоморфных в G.
При обычном определении операций RG образует кольцо, причем функ-
ция f0(z) ≡ 1 будет единицей в RG. Определим в RG топологию, взяв
в качестве базы окрестностей всевозможные конечные пересечения
множеств U(f0; K; ε) функции f(z) = RG, удовлетворяющих условию
|f(z) − f0(z)| < ε для всех z ∈ K, где f0 = RG, а K — замкнутое огра-
ниченное множество в G. Легко проверить, что при таком определении
топологии RG станет топологическим кольцом.
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Пусть теперь S — произвольное замкнутое множество комплексной
плоскости. Условимся называть окрестностью U(S) множества S вся-
кое открытое множество U ⊃ S, состоящее из конечного числа связных
частей, каждая из которых пересекает S. Функция f(z) называется
аналитической на S, если она принадлежит некоторому RU(S). Обо-
значим через R(S) совокупность всех функций f(z), аналитических
на S; при этом функции f1(z) ∈ RU1(S), f2(z) ∈ RU2(S), совпадающие
на некотором U(S) ⊂ U1(S) ∩ U2(S), не будем считать различными.
Определив снова операции обычным образом, мы превратим R(S)
в кольцо. При этом по-прежнему функция f(z) ≡ 1 будет единицей
в R(S). Определим теперь в R(S) топологию, считая окрестностью
в R(S) всякое выпуклое множество, пересечение которого с каждым
RU(S) есть окрестность 1) в RU(S). Легко проверить, что при таком
определении топологии R(S) станет топологическим кольцом.

Можно также показать (см. Валбрук [1]), что R(S) есть кольцо
с непрерывным обратным.

Кольцо R(S), а также его обобщение на функции нескольких ком-
плексных переменных были исследованы в работах Валбрука [1].

Другие примеры кольца с непрерывным обратным см. ниже в пп. 1
и 3 § 9.

2. Рассмотрим кольцо B(H) всех ограниченных линейных операто-
ров в гильбертовом пространстве H (см. пример 3 п. 1 § 7). Определим
в B(H) локально выпуклую топологию, взяв в качестве достаточного
множества полунорм совокупность всех функционалов

px,y(A) = |(Ax, y)|, x, y ∈ H.

Тогда базу окрестностей в B(H) образуют всевозможные множества
U(A0; x1, . . . , xn; y1, . . . , yn; ε) операторов A ∈ B(H), удовлетворяю-
щих неравенствам

|((A−A0)xk, yk)| < ε, k = 1, 2, . . . , n,

при всевозможных фиксированных x1, . . ., xn, y1, . . ., yn ∈ H и ε > 0.
Топология, таким образом определенная, называется слабой оператор-
ной топологией в B(H).

В силу III п. 4 § 3 в этой топологии B(H) является локально выпук-
лым пространством. Легко также проверить непрерывность в слабой
топологии произведения AB по отношению к каждому из множителей
при фиксированном втором множителе; следовательно, в слабой топо-
логии B(H) — есть топологическое кольцо. В этой топологии B(H)
не есть кольцо с непрерывным обратным. Действительно, пусть задана
окрестность U(A); x1, . . . , xn; y1, . . . , yn; ε), M — линейная оболочка
элементов x1, . . ., xn, определяющих окрестность оператора A0 = 1,

1) Это означает, что R(S) есть индуктивный предел колец RU(S) (см. по
этому поводу сноску на с. 244).
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и P = Pm — оператор проектирования на M. Тогда P принадлежит
этой окрестности и не имеет обратного в B(H).

4. Резольвента в кольце с непрерывным обратным. Пусть R
по-прежнему обозначает топологическое кольцо с непрерывным обрат-
ным. Комплексное число λ называется регулярной точкой элемента
x ∈ R, если существует обратный (x− λe)−1; все нерегулярные точки
элемента x называются точками его спектра, а совокупность всех
нерегулярных точек — спектром элемента x.

(x − λe)−1 называется резольвентой элемента x; таким образом,
резольвента есть вектор-функция

xλ = (x− λe)−1,

определенная для всех регулярных точек λ элемента x.
I. Резольвента xλ удовлетворяет соотношению

xλ2
− xλ1

= (λ2 − λ1)xλ1
xλ2

(1)

для любых двух регулярных точек λ1, λ2 элемента x.
Действительно, умножая обе части очевидного тождества

(x− λ1e) − (x− λ2e) = (λ2 − λ1) e (2)

слева на xλ1
и затем справа на xλ2

, получим (1).

II. Множество Rx всех регулярных точек элемента x открыто
и резольвента xλ есть аналитическая вектор-функция на Rx.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть xλ0
= (x − λ0e)

−1 существует; то-
гда имеется окрестность U(x − λ0e) такая, что всякий элемент y ∈
∈ U(x− λ0e) имеет обратный. Так как y(λ) = x − λe есть непрерыв-
ная функция от λ, то этой окрестности отвечает окрестность U(λ0)
такая, что при λ ∈ U(λ0) будет y(λ) ∈ U(x − λ0e) и, следовательно,
xλ = y(λ)−1 будет существовать. Тем самым доказано, что Rx открыто.
Одновременно мы видим, что xλ есть непрерывная функция в каждой
точке λ0 ⊂ Rx.

Пусть теперь λ ∈ U(λ0). Согласно (1)

xλ − xλ0
= (λ− λ0)xλ0

xλ;

следовательно,
xλ − xλ0

λ − λ0

= xλ0
xλ.

Переходя здесь к пределу при λ→ λ0 и пользуясь непрерывностью xλ
в точке λ0, заключаем, что существует

lim
λ→λ0

xλ − xλ0

λ − λ0

= x2λ0
,

так что xλ аналитична в Rx.

III. Множество Rx содержит некоторую окрестность бесконеч-
но удаленной точки и резольвента xλ регулярна на бесконечности.
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Док а з а т е л ь с т в о. Пусть U0(e) — окрестность единицы, каждый

элемент которой имеет обратный. Положим μ =
1

λ
. Так как элемент

e − μx есть непрерывная функция от μ, то существует окрестность
|μ| < ε такая, что e− μx ∈ U0(e), и потому (e− μx)−1 существует при
|μ| < ε. Кроме того,

lim
μ→0

(e− μx)−1 = e. (3)

Это означает, что в окрестности |λ| > 1

ε
бесконечно удаленной точки

существует
(
e− 1

λ
x
)−1

. Но тогда при этих значениях λ существует
также

xλ = (x− λe)−1 =
[
−λ

(
e− 1

λ
x
)]−1

= − 1

λ

(
e− 1

λ
x
)−1

=

= −μ(e− μx)−1. (4)

Остается показать, что xλ есть аналитическая функция от μ во всей
окрестности |μ| < ε. Но существование производной (xλ)

′
μ при μ �= 0,

|μ| < ε, следует из II, а в точке μ = 0 эта производная в силу (3) и (4)
равна

lim
μ→0

xλ

μ
= − lim

μ→0
(e− μx)−1 = −e.

Тем самым доказана аналитичность xλ на бесконечности.

Те о р е м а 1. Спектр всякого элемента x кольца с непрерывным
обратным есть непустое множество.

Действительно, если бы все точки плоскости являлись регулярны-
ми точками элемента x ∈ R, то резольвента xλ элемента x была бы
аналитической функцией на всей плоскости и на основании теоремы
Лиувилля (см. II п. 12 § 3) xλ была бы постоянным элементом, xλ = c;
тогда

e = (x− λe) c. (5)

Положив λ = 0, мы получили бы

e = xc, (6)

и (5) дало бы λc = 0, откуда c = 0 ввиду произвольности λ; последнее
равенство противоречит равенству (6).

5. Топологические тела с непрерывным обратным. Напомним
(см. п. 3 § 7), что кольцо R называется телом, если в нем каждый
элемент, отличный от нуля, имеет обратный. Если, в частности, тополо-
гическое кольцо с непрерывным обратным есть тело, то оно называется
топологическим телом с непрерывным обратным.

Те о р е м а 2. Всякое топологическое тело R с непрерывным об-
ратным изоморфно полю комплексных чисел.

До к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, достаточно показать, что всякий
элемент x ∈ R имеет вид x = λe. Соответствие λe → λ будет тогда
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изоморфизмом поля R на поле комплексных чисел. Но если x− λe не
обращается в нуль ни при каком λ, то (x− λe)−1 существует при всех
λ (ибо R — тело), т. е. спектр x есть пустое множество, что невозможно
в силу теоремы 1 п. 4.

Для частного случая нормированных колец (см. ниже § 9) тео-
рема 2 была впервые опубликована С. Мазуром [1], получившим
ее совершенно другим путем. Изложенное здесь доказательство по
существу принадлежит И.М. Гельфанду [1, 4], который также рас-
сматривал частный случай нормированных колец. В дальнейшем были
даны различные обобщения этой теоремы (см., например, Аренс [3]
и Стоун [8]).

6. Кольца с непрерывным квазиобратным. Топологическое коль-
цо R называется кольцом с непрерывным квазиобратным, если в R
существует окрестность U(0), обладающая следующими свойствами:

1) каждый элемент x ∈ U(0) имеет квазиобратный x′;
2) квазиобратный x′ есть непрерывная функция от x в точке x = 0.
Если кольцо R с непрерывным квазиобратным имеет единицу, то,

очевидно, R есть кольцо с непрерывным обратным. Отсюда заключаем:
I. Если R — кольцо с непрерывным квазиобратным, не содер-

жащее единицы, то кольцо R′, полученное из R топологическим
присоединением единицы, есть кольцо с непрерывным обратным.

Поэтому изучение колец с непрерывным квазиобратным сводится
к изучению колец с непрерывным обратным.

II. Всякий двусторонний идеал I в кольце R с непрерывным
квазиобратным есть также кольцо с непрерывным квазиобратным.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть U(0) — окрестность нуля в R, удовле-
творяющая условиям 1), 2). Тогда U(0) ∩ I есть окрестность нуля в I,
обладающая аналогичным свойством; для доказательства цостаточно
заметить, что если x ∈ I, то в силу соотношения x′ = −x− xx′ также
x′ ∈ I.

В ряде работ (см., например, Капланский [1, 14]) были изучены
различные обобщения колец с непрерывным квазиобратным при допол-
нительных ограничениях.

В работах ряда авторов рассмотрены обобщения гельфандовской
теории на топологические кольца, не являющиеся локально выпуклыми
пространствами. Среди таких колец наиболее интересны следующие
два класса:

1). Кольца, в которых существует ограниченная окрестность нуля;
они называются локально ограниченными.

2). Кольца, в которых топология задается метрикой, они называют-
ся F -кольцами.

Подробное изложение теории таких колец читатель найдет в мо-
нографии Желязко [6] (см. также Желязко [1, 2], Митягин, Ролевич
и Желязко [1], Ролевич и Желязко [1, 2], Ролевич [2] и Турпин [1, 2]).
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§ 9. Нормированные кольца

1. Определение нормированного кольца. R называется нормиро-
ванным кольцом, если:

1) R — кольцо;
2) R — нормированное пространство;
3) для любых двух элементов x, y ∈ R

|xy| � |x||y|; (1)

4) если в R есть единица e, то |e| = 1.
Норма в нормированном кольце R естественным образом опреде-

ляет топологию в R (см. п. 1 § 4); напомним, что в этой топологии
базу окрестностей элемента x0 ∈ R образуют шары |x − x0| < r с цен-
тром в x0.

I. В топологии, определенной нормой, произведение xy есть
непрерывная функция по совокупности переменных x, y.

Действительно, в силу (1)

|xy − x0y0| = |(x− x0)(y − y0) + (x− x0) y0 + x0(y − y0)| �

� |x− x0||y − y0| + |x− x0||y0| + |x0||y − y0|; (2)

отсюда непосредственно следует утверждение.
Так как нормированное пространство R есть топологическое линей-

ное пространство, то из I заключаем
II. В топологии, определенной нормой, нормированное кольцо

есть топологическое кольцо.

Нормированное кольцо R называется полным, если R есть полное
нормированное пространство. Полное нормированное кольцо мы будем
называть также банаховым кольцом.

III. Всякое неполное нормированное кольцо можно включить
в полное нормированное кольцо.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть R̃ — пополнение нормированного про-

странства R (см. II п. 1 § 4). Определим в R̃ умножение. Пусть x̃, ỹ ∈ R̃
и xn, yn — фундаментальные последовательности в R, определяющие
x̃, ỹ соответственно. Из неравенства (2) при xn, xm вместо x, x0
и yn, ym вместо y, y0 вытекает, что xnyn также есть фундаментальная
последовательность. Элемент в R̃, ею определяемый, и будем считать
произведением x̃ỹ элементов x̃, ỹ. Применяя снова неравенство (2),
легко также проверить, что x̃ỹ не зависит от выбора фундаментальных
последовательностей xn, yn, определяющих x̃, ỹ. Если, в частности,
x̃ = x ∈ R, ỹ = y ∈ R, то, полагая xn = x, yn = y, заключаем, что
произведение в этом случае совпадает с произведением в R. Переходя
к пределу в соотношениях для элементов кольца R, легко показать,

что R̃ — кольцо и что для элементов кольца R̃ также выполнено
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неравенство |x̃ỹ| � |x̃||ỹ|. Следовательно, R̃ — полное нормированное
кольцо, содержащее R в качестве подкольца.

Кольцо R̃ называется пополнением кольца R.

Пр и м е ры. 1. Ко л ьцо C(T ). Пусть T — топологическое про-
странство. Совокупность C(T ) всех ограниченных непрерывных функ-
ций x(t) на T образует полное нормированное пространство (см. при-
мер 2 п. 1 § 4). Напомним, что норма |x| в C(T ) определяется по
формуле

|x| = sup
t∈T

|x(t)|.

В C(T ) можно определить умножение как умножение функций, так что
(xy)(t) = x(t) y(t). Легко видеть, что условие |xy| � |x||y| будет выпол-
нено, так что C(T ) станет банаховым кольцом. Если T бикомпактно,
то в силу VII п. 7 § 2 условие ограниченности функций x(t) становится
излишним.

2. Ко л ьцо B(X). Напомним, что B(X) обозначает совокупность
всех ограниченных линейных операторов в пространстве Банаха X
(см. п. 4 § 4). Выше мы видели, что B(X) есть полное нормирован-
ное пространство, причем нормой в B(X) является норма оператора.
Но в B(X) определено также умножение как умножение операторов,
причем по доказанному в п. 4. § 4

|AB| � |A||B|.
Следовательно, B(X) есть банахово кольцо.

3. Ко л ьцо W . Обозначим через W совокупность всех абсолютно

сходящихся рядов x(t) =
∞∑

n=−∞
cne

int с нормой

|x| =
∞∑

n=−∞

|cn|.

Определив сложение, умножение на число и умножение как соответ-
ствующие операции над функциями x(t), мы получим банахово кольцо.

2. Присоединение единицы. Пусть R — нормированное кольцо
без единицы, и пусть R′ — кольцо, полученное из R присоединением
единицы. В R′ можно ввести норму, положив

|αe+ x| = |α| + |x|;
легко проверить, что R′ станет нормированным кольцом.

Если R — полное кольцо без единицы, то R′ — также полное
кольцо.

Доказательство ввиду его простоты мы опускаем.

3. Радикал в нормированном кольце.
I. Для всякого элемента x нормированного кольца R существует

lim
n→∞

n
√|xn| <∞.
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До к а з а т е л ь с т в о. При n � m, n = km + l, в силу неравен-
ства (1) п. 1

|xn| = |xkm+l| � |xk|m|xl| (0 � l < m),

откуда |xn| 1n � |xk| 1k−
1

nk |xl| 1n . Фиксируя k, устремим n к бесконечно-
сти; тогда

lim
n→∞

m
√
|xn| � k

√
|xk| � |x| <∞. (1)

Затем устремим k к бесконечности. Мы получим, что lim
n→∞

n
√|xn| �

� lim
n→∞

n
√|xn|; таким образом, существует lim

n→∞

n
√|xn|. Одновременно

мы видим в силу (1), что этот предел конечен.

II. Если элемент x нормированного кольца R принадлежит ради-
калу кольца, то

lim
n→∞

n
√
|xn| = 0. (2)

До к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, достаточно рассмотреть случай
кольца с единицей (см. (3) п. 5 § 7). Если x принадлежит радикалу,
то для любого y ∈ R существует (e+ yx)−1. В частности, при y = −λe
для всех λ (в кольце R, а значит, и в его пополнении R̃) существует
элемент (e − λe)−1, который является поэтому целой аналитической
функцией от λ (см. II п. 4 § 8). Но тогда ряд

(e− λx)−1 = e+ λx+ λ2x2 + . . .

сходится абсолютно в смысле нормы в R̃ для всех значений λ (см.
III п. 7 § 4). В силу формулы (5) п. 7 § 4 для радиуса сходимости
заключаем отсюда, что

lim
n→∞

n
√
|xn| = 0.

4. Банаховы кольца с единицей.
I. Всякое банахово кольцо с единицей есть кольцо с непрерывным

обратным, причем каждый элемент x, удовлетворяющий неравен-
ству |x− e| < 1, обратим.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим окрестность U0(e) единицы e,
определенную неравенством

|x− e| < 1.

Всякий элемент x ∈ U(e) представляется в виде x = e+ y, где |y| < 1.
В силу полноты R ряд

e− y + y2 − y3 + . . . (1)

абсолютно сходится в R, ибо его члены по норме не превосходят
соответствующих членов сходящегося ряда

1 + |y| + |y|2 + |y|3 + . . . .
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Обозначая через z сумму ряда (1), имеем

z = e− y(e− y + y2 − y3 + . . .) = e− yz, (2)

откуда
z + yz = e, (e+ y) z = e.

Аналогично, z(e+ y) = e, так что z есть обратный элемента x = e+ y.
Таким образом, каждый элемент x ∈ U(e) имеет обратный x−1 = z.

Докажем его непрерывность в точке x = e. Из (2) следует, что

|x−1 − e| = |z − e| � |y||z|;
с другой стороны,

|z| � 1 + |y| + |y|2 + . . . =
1

1− |y| .

Поэтому при |y| < ε будет

|x−1 − e| � |y||z| �
|y|

1− |y| <
ε

1− ε
,

и функция x−1 непрерывна в точке x = e.

Таким образом, на банаховы кольца с единицей переносятся все
результаты, доказанные для колец с непрерывным обратным (см. пп. 3–
5 § 8). В частности,

II. В банаховом кольце R с единицей:
1) совокупность всех элементов x, имеющих (левый, правый, дву-

сторонний) обратный, есть открытое множество;
2) обратный x−1 есть непрерывная функция от x во всех точках,

в которых x−1 существует;
3) замыкание (левого, правого, двустороннего) идеала есть (со-

ответственно левый, правый, двусторонний) идеал;
4) максимальный (левый, правый, двусторонний) идеал замкнут;
5) множество Rx всех регулярных точек элемента x ∈ R от-

крыто, и резольвента xλ = (x − λe)−1 есть аналитическая
функция от λ;

6) спектр всякого элемента x ∈ R есть непустое множество.

III (И . М . Ге л ь ф а н д [1] и С . Ма з у р [1]). Всякое полное
нормированное тело изоморфно полю комплексных чисел.

Кроме того,
IV. В банаховом кольце R факторкольцо R/I по замкнутому

двустороннему идеалу I есть банахово кольцо.

До к а з а т е л ь с т в о. Так как I замкнут, то факторпространство
R/I есть полное нормированное пространство (см. п. 3 § 4); с дру-
гой стороны, так как I — двусторонний идеал, то R/I — кольцо
(см. п. 4 § 7).
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Остается показать, что в R/I выполняются условия
1) |x̃ỹ| � |x̃||ỹ|;
2) если в R/I есть единица ẽ, то |ẽ| = 1.
Так как

|x̃| = inf
x∈x̃

|x|, |ỹ| = inf
y∈ỹ

|y|,

то при любом ε > 0 существуют x0 ∈ x̃, y0 ∈ ỹ такие, что

|x0| < |x̃| + ε, |y0| < |ỹ| + ε.

Тогда

|x̃ỹ| = inf
a∈I

|x0y0 + a| � |x0y0| � |x0||y0| < (|x̃| + ε)(|ỹ| + ε);

отсюда в силу произвольности числа ε > 0

|x̃ỹ| � |x̃||ỹ|.
Докажем теперь, что |ẽ| = 1. Так как e ∈ ẽ, то |ẽ| � |e| = 1. С другой
стороны, если y ∈ ẽ, то y = e − x, где x ∈ I. При этом |y| � 1, так
как в противном случае в силу I элемент x = e − y обратим, что
невозможно. Поэтому |ẽ| = inf

y∈ẽ
|y| � 1.

Предложение III допускает следующее усиление.
V. Если в банаховом кольце R с единицей всякий элемент x �= 0

имеет левый обратный, то это кольцо изоморфно полю комплекс-
ных чисел.

Действительно, в силу V п. 2 § 7 R — тело, и утверждение следует
из предложения III.

Очевидно, аналогичное предложение имеет место и для кольца, все
элементы которого, за исключением x = 0, имеют правый обратный.

5. Резольвента в банаховом кольце с единицей. В банаховых
кольцах с единицей можно усилить предложение III п. 4 § 8.

I. При |λ| > lim
n→∞

n
√|xn| резольвента xλ разлагается в абсолютно

сходящийся ряд Лорана

xλ =
∞∑
n=0

λ−(n+1)xn, (1)

причем при |λ| < lim
n→∞

n
√|xn| ряд (1) расходится.

До к а з а т е л ь с т в о. Из III п. 7 § 4 вытекает, что ряд (1) абсолютно
сходится при |λ| > lim

n→∞

n
√|xn| и расходится при |λ| < lim

n→∞

n
√|xn|.

Умножив этот ряд справа или слева на x − λe, получим e. Следова-
тельно, при |λ| > lim

n→∞

n
√|xn| ряд (1) представляет резольвенту, что

и требуется.
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Таким образом, множеству Rx всех регулярных точек элемен-
та x принадлежит область, внешняя по отношению к окружности
|λ| = lim

n→∞

n
√|xn|. Это наталкивает на следующее определение: число

r(x) = sup
λ∈Sx

|λ|,

где Sx — спектр элемента x, называется спектральным радиусом
элемента x.

II. Для любого x ∈ R

r(x) = lim
n→∞

n
√
|xn|. (2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу I любое число λ, удовлетво-
ряющее неравенству |λ| > lim

n→∞

n
√|xn|, принадлежит Rx, т. е.

r(x) � lim
n→∞

n
√|xn|. С другой стороны, при |λ| > r(x) резольвента xλ

регулярна; таким образом, при |λ| > r(x) сходится ряд Лорана (1),
и снова в силу I отсюда следует, что r(x) � lim

n→∞

n
√|xn|.

III. Спектральный радиус обладает следующими свойствами:

1) r(xk) = [r(x)] k; 2) r(αx) = |α| r(x); 3) r(x) � |x|.

6. Непрерывный гомоморфизм нормированных колец.
I. Всякий непрерывный гомоморфизм x → x′ нормированного

кольца R в нормированное кольцо R′ удовлетворяет неравенству

|x′| � C|x|, (1)

где C — некоторая постоянная.
Действительно, такой гомоморфизм является, в частности, непре-

рывным линейным оператором из R в R′; в силу I п. 4 § 4 такой
оператор ограничен.

II. Всякий непрерывный гомоморфизм x → x′ нормированного
кольца R в нормированное кольцо R′ продолжается и притом един-
ственным образом до непрерывного гомоморфизма пополнения коль-
ца R в пополнение кольца R′.

До к а з а т е л ь с т в о. Так как гомоморфизм x → x′ есть, в частно-
сти, ограниченный линейный оператор из R в R′, то он продолжается,
и притом единственным образом, до ограниченного линейного операто-

ра из R̃ в R̃′. Этот оператор есть также гомоморфизм. Действительно,
если x, y ∈ R̃, xn, yn ∈ R и xn → x, yn → y при n → ∞, то x′n → x′,
y′n → y′ при n → ∞; поэтому, переходя к пределу в соотношении
(xnyn)

′ = x′ny
′
n, получим, что (xy)′ = x′y′.

III. Всякий непрерывный изоморфизм банахова кольца R на ба-
нахово кольцо R′ есть топологический изоморфизм.



§ 9. Нормированные кольца 213

Утверждение непосредственно следует из теоремы Банаха (см. VI
п. 4 § 4), ибо такой изоморфизм есть, в частности, взаимно однознач-
ный ограниченный линейный оператор, отображающий полное норми-
рованное пространство R на полное нормированное пространство R′.

IV. При непрерывном гомоморфизме банахова кольца R на бана-
хово кольцо R′ ядро I гомоморфизма есть замкнутый двусторонний
идеал в R, а само кольцо R′ топологически изоморфно фактор-
кольцу R/I. Обратно, всякий замкнутый двусторонний идеал I
банахова кольца R порождает непрерывный гомоморфизм (так на-
зываемый естественный гомоморфизм) кольца R на кольцо R/I.

До к а з а т е л ь с т в о. В силу II п. 6 § 7 ядро I гомоморфизма R
на R′ есть идеал и R′ изоморфно R/I; как прообраз замкнутого
множества, состоящего только из нуля кольца R′, идеал I замкнут.
Следовательно, R/I есть полное нормированное кольцо. Беря в (1)
нижнюю грань по всем x из класса ξ ⊂ R/I, отвечающего данному x′,
мы получим, что |x′| � C|ξ|; следовательно, наш изоморфизм R/I на R′

непрерывен и потому топологичен. Обратное утверждение очевидно,
ибо |ξ| � |x| при x ∈ ξ ∈ R/I.

Отображение x → x′ нормированного кольца R′ на нормированное
кольцо R называется изометрическим изоморфизмом, если:

1) x→ x′ есть изоморфизм кольца R на кольцо R′;
2) x → x′ есть изометрическое отображение нормированного про-

странства R на нормированное пространство R′.
Аналогично определяется изометрический антиизоморфизм.

Очевидно, изометрический изоморфизм есть также топологический
изоморфизм.

Два нормированных кольца R и R′ называются изометрически
изоморфными, если существует изометрический изоморфизм R на R′.

7. Регулярные представления нормированного кольца. Напом-
ним, что левое и правое регулярные представления a → Aa и a → Ba
кольца R определяются формулами

Aax = ax, Bax = xa

(см. п. 7 § 7).
I. Левое (правое) регулярное представление нормированного коль-

ца R есть непрерывный гомоморфизм (антигомоморфизм) кольца R
в кольцо B(R) всех ограниченных линейных операторов в простран-
стве R.

Действительно, из неравенств

|Aax| � |a||x|, |Bax| � |a||x| (1)

следует, что
|Aa| � |a|, |Ba| � |a|. (2)
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II. Если R — нормированное кольцо с единицей, то левое (правое)
регулярное представление кольца R есть изометрический изомор-
физм (антиизоморфизм) кольца R в кольцо B(R).

Действительно, при x = e неравенства (1) переходят в равенства,
и потому |Aa| = |a|, |Ba| = |a|.

Рассмотрим еще представления, сопряженные к регулярным. Обо-
значим через R′ пространство Банаха, сопряженное к пространству
Банаха R, а через A′

a, B
′
a — операторы в R′, сопряженные к Aa,

Ba соответственно. Из предложений I, II и свойств сопряженного
оператора (см. п. 11 § 5) мы заключаем, что

III. Соответствие a→ B′
a есть непрерывный гомоморфизм, а со-

ответствие a→ A′
a — непрерывный антигомоморфизм нормирован-

ного кольца R в кольцо B(R′). Если же R содержит единицу, то
a→ B′

a есть изометрический изоморфизм, а a→ A′
a — изометриче-

ский антиизоморфизм.
IV. Аннулятор замкнутого правого идеала банахова кольца R

есть отличное от (0) замкнутое 1) подпространство в R′, инва-
риантное по отношению ко всем операторам B′

a. Обратно, всякое
такое замкнутое инвариантное подпространство есть аннулятор
некоторого замкнутого правого идеала в R.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть N — аннулятор замкнутого правого
идеала Ir; в силу I п. 11 § 3 N — замкнутое подпространство в R′;
докажем, что B′

af ∈ N для всех a ∈ R и f ∈ N. Пусть f ∈ N; по
определению аннулятора

f(x) = 0 для всех x ∈ Ir.

Так как из x ∈ Ir следует xa ∈ Ir, то также (см. п. 11 § 5)

(x, B′
af) = (Bax, f) = f(xa) = 0 для всех x ∈ Ir.

Но это означает, что B′
af ∈ N.

Обратно, пусть N — отличное от (0) замкнутое подпространство
в R′, инвариантное по отношению ко всем операторам B′

a. Согласно II
п. 11 § 3 N — аннулятор некоторого замкнутого подпространства S ⊂
⊂ R. Докажем, что S — правый идеал в R. Так как N �= (0), то S �= R.
Пусть, кроме того, x ∈ S, a ∈ R; докажем, что xa ∈ S. Тем самым будет
доказано, что S — правый идеал в R. Согласно III п. 11 § 3 S состоит
из тех и только тех элементов x, которые удовлетворяют условию

f(x) = 0 для всех f ∈ N.

1) Всюду в этом пункте замкнутость в R′ понимается в смысле слабой
топологии в R′.
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Так как N — инвариантное подпространство, то из f ∈ N вытекает
B′
af ∈ N. Следовательно, также

f(xa) = (x, B′
af) = 0 для всех f ∈ N.

Согласно сказанному выше это означает, что xa ∈ S.

Замкнутое инвариантное подпространство 1) называется минималь-
ным, если оно �= (0) и не содержит никакого другого замкнутого
инвариантного подпространства. Всякий функционал из минимального
инвариантного подпространства называется элементарным.

Комбинируя предложения IV п. 11 § 3 и IV этого пункта, получаем:
V. N есть минимальное инвариантное подпространство в R′

тогда и только тогда, когда оно есть аннулятор максимального
правого идеала в R.

Согласно II п. 4 § 7 всякий правый идеал кольца с единицей содер-
жится в максимальном правом идеале. Отсюда и из IV и V заключаем:

VI. Если R — кольцо с единицей, то всякое отличное от (0)
замкнутое инвариантное подпространство в R′ содержит мини-
мальное инвариантное подпространство, следовательно, содержит
элементарные функционалы.

Пусть снова R — банахово кольцо с единицей и пусть f �= 0 — про-
извольный функционал из R′. Рассмотрим множество всех функциона-
лов вида fa(x) = f(xa), a ∈ R. Очевидно, оно линейно; его замыкание
в R′ образует замкнутое инвариантное подпространство N. Так как
f �= 0, то N �= (0). Следовательно, N содержит элементарные функцио-
налы. Из построения N следует, что каждый функционал f0 ∈ N есть
точка прикосновения (в смысле слабой топологии в R′) функционалов
fa(x) = f(xa). Таким образом, доказано следующее предложение.

VII. Пусть R — кольцо с единицей и пусть f �= 0 — функционал
из R′; существует элементарный функционал, который является
слабой точкой прикосновения функционалов вида fa(x) = f(xa).

Регулярные представления кольца можно также использовать для
доказательства следующего предложения.

VIII. Пусть R — полное топологическое кольцо с единицей, в ко-
тором топология определена нормой |x|; тогда R топологически
изоморфно банахову кольцу.

До к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим левое регулярное представление
x→ Ax кольца R. Так как R содержит единицу, то это представление
есдь изоморфизм, причем

|Ax| = sup
|y|=1

|xy| �

∣∣∣∣x e

|e|

∣∣∣∣ =
|x|
|e| ,

1) Всюду в дальнейшем в этом пункте «инвариантное подпространство»
означает подпространство в R′, инвариантное по отношению ко всем операто-
рам B′

a.
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или
|x| � |e||Ax|;

следовательно, изоморфизм Ax → x непрерывен.
Докажем, что образ кольца R при этом изоморфизме замкнут

в B(R) и потому есть полное кольцо. Отсюда и из III п. 4 будет
следовать, что x → Ax есть топологический изоморфизм, т. е. что R
топологически изоморфно полному нормированному кольцу всех опе-
раторов Aa.

Для доказательства заметим, что операторы Ax удовлетворяют со-
отношению

Ax(yz) = Axy · z;
действительно, Ax(yz) = x(yz) = (xy) z = Axy · z. Обратно, всякий
оператор A в R, удовлетворяющий соотношению

A(yz) = Ay · z для всех y, z ∈ R, (3)

есть оператор вида Ax, где x = Ae. Чтобы в этом убедиться, достаточно
положить в (3) y = e; мы получим тогда, что

Az = A(ez) = Ae · z = xz.

Пусть теперь последовательность Axn
сходится к некоторому опера-

тору A ∈ B(R) в смысле нормы в B(R). Тогда, переходя в равенстве
Axn

(yz) = Axn
y · z к пределу при n → ∞, получим, что A удовле-

творяет условию (3) и потому есть оператор вида Ax. Следовательно,
множество всех операторов Ax замкнуто и предложение VIII доказано.

Из этого предложения вытекает, что если R — полное топологи-
ческое кольцо с единицей, в котором топология определена нормой,
то произведение xy элементов кольца есть непрерывная функция по
совокупности переменных x, y.

§ 10. Симметричные кольца

1. Определение и простейшие свойства симметричного кольца.
R называется симметричным кольцом 1), если:

1) R есть кольцо;
2) в R определена операция, которая каждому элементу x из R

ставит в соответствие элемент x∗ из R так, что выполнены следующие
условия:

а) (λx+ μy)∗ = λx∗ + μy∗;
б) x∗∗ = x;
в) (xy)∗ = y∗x∗.

1) В литературе вместо термина «симметричное кольцо» часто применяется
термин «кольцо с инволюцией», а термин «симметричное кольцо» применяется
в другом смысле (см. по этому поводу ниже сноску на с. 254).
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Эту операцию x→ x∗ мы будем называть инволюцией, а элементы
x∗ и x — сопряженными друг к другу.

Элемент x называется эрмитовым, если x∗ = x.
I. Всякий элемент x симметричного кольца можно представить,

и притом единственным образом, в виде x = x1 + ix2, где x1, x2 —
эрмитовы элементы.

Действительно, если такое представление имеет место, то x∗ =
= x1 − ix2; следовательно,

x1 =
x + x∗

2
, x2 =

x − x∗

2i
. (1)

Таким образом, это представление единственно. Обратно, элементы x1,
x2, определенные равенствами (1), эрмитовы и x = x1 + ix2.

Эти элементы x1, x2 мы будем называть эрмитовыми компонента-
ми элемента x.

Элемент x называется нормальным, если x∗x = xx∗.
Если x — нормальный элемент, то из формул (1) вытекает, что x1

и x2 перестановочны; обратно, если x1 и x2 перестановочны, то элемен-
ты x = x1 + ix2 и x∗ = x1 − ix2 также перестановочны, следовательно,
x нормален. В частности, всякий эрмитов элемент нормален.

II. Всякий элемент вида x∗x — эрмитов.
Действительно, в силу в) и б) (x∗x)∗ = x∗x∗∗ = x∗x.
III. Единица e есть эрмитов элемент.
Действительно, e∗ = e∗e есть эрмитов элемент; следовательно,

e∗ = e.
Если R — симметричное кольцо без единицы, а R′ — кольцо, полу-

ченное из R присоединением единицы, то, положив (λe+ x)∗ = λe+ x∗

при x ∈ R, мы определим инволюцию в R′, удовлетворяющую условиям
а), б) и в), так что R′ станет симметричным кольцом. Мы будем
говорить, что R′ есть симметричное кольцо, полученное из R присо-
единением единицы.

IV. Если x−1 существует, то (x∗)−1 также существует и

(x∗)−1 = (x−1)∗.

Док а з а т е л ь с т в о. Применяя операцию ∗ к обеим частям соот-
ношения

x−1x = xx−1 = e,

получим
x∗(x−1)∗ = (x−1)∗x∗ = e.

Но это означает, что (x−1)∗ есть обратный к x∗. Подкольцо R1 симмет-
ричного кольца R называется симметричным, если из x ∈ R1, следует,
что x∗ ∈ R1.

Пересечение симметричных подколец есть также симметричное
подкольцо. В частности, пересечение всех симметричных подколец, со-
держащих данное множество S ⊂ R, есть минимальное симметричное
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подкольцо, содержащее S. Мы его будем обозначать через Ra∗(S).
Очевидно,

Ra∗(S) = Ra(S, S
∗),

где S∗ обозначает совокупность всех элементов x∗, x ∈ S. Поэтому, ес-
ли все элементы множества S ∪ S∗ попарно перестановочны, то кольцо
Ra∗(S) коммутативно. В частности, кольцо Ra∗(x) коммутативно тогда
и только тогда, когда x∗x = xx∗, т. е. когда x нормален.

Коммутативное симметричное подкольцо называется максималь-
ным, если оно не содержится ни в каком другом коммутативном
симметричном подкольце. Как и в п. 1 § 7, можно показать, что всякое
коммутативное симметричное подкольцо содержится в некотором
максимальном коммутативном симметричном подкольце.

V. Если A — максимальное коммутативное симметричное под-
кольцо, содержащее нормальный элемент x, и если x−1 существует,
то x−1 ∈ A.

Действительно, так как x и x∗ перестановочны со всеми элементами
из A, то этим же свойством обладают x−1 и (x∗)−1 = (x−1)∗ (см. III
п. 2 § 7). В силу максимальности A отсюда следует, что x−1 ∈ A.

Отображение x→ x′ симметричного кольца R в симметричное коль-
цо R′ называется симметричным гомоморфизмом, если:

α) x→ x′ есть гомоморфизм;
β) из x→ x′ следует x∗ → x′

∗

.
Если, кроме того, отображение x → x′ есть изоморфизм, то оно

называется симметричным изоморфизмом.
Симметричный гомоморфизм колец описывается при помощи так

называемых симметричных двусторонних идеалов.
Идеал I (левый, правый или двусторонний) называется симмет-

ричным, если из x ∈ I следует x∗ ∈ I.
Симметричный идеал автоматически является двусторонним.

Действительно, отображение x → x∗ переводит левый идеал в правый
и правый идеал в левый; если поэтому отображение x→ x∗ переводит I
в I, то I есть одновременно и левый и правый идеал.

В кольце вычетов R/I по симметричному двустороннему иде-
алу I можно определить инволюцию следующим образом. Если
x1 − x2 ∈ I, то x∗1 − x∗2 ∈ I. Поэтому при переходе от x к x∗ каждый
класс вычетов x̃ по идеалу I переходит в некоторый другой класс
вычетов по I, который мы и обозначим через x̃∗. Очевидно, условия а),
б), в) будут выполнены; следовательно, R/I есть симметричное кольцо.

Если x → x′ есть симметричный гомоморфизм R на R′, то про-
образ I нуля есть симметричный двусторонний идеал в R. Кольцо
вычетов R/I симметрически изоморфно кольцу R′.

Обратно, отображение x → x̃ каждого элемента x ∈ R в содержа-
щий его класс вычетов по I есть симметричный гомоморфизм кольца
R на R/I.
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VI. Радикал симметричного кольца есть симметричный двусто-
ронний идеал.

Действительно, при отображении x → x∗ все максимальные ре-
гулярные левые идеалы переходят в максимальные регулярные пра-
вые идеалы. Следовательно, радикал, будучи пересечением как всех
максимальных регулярных левых идеалов, так и всех максимальных
регулярных правых идеалов, при отображении x→ x∗ отображается на
себя.

Прим е ры. 1. Кольцо C(T ) (см. пример 1 п. 1 § 9) есть симметрич-
ное кольцо, если при x = x(t) положить x∗ = x(t) (где черта обозначает
переход к комплексно сопряженному числу).

2. Пусть H — гильбертово пространство. Кольцо B(H), т. е. B(X)
при X = H (см. пример 2 п. 1 § 9), есть симметричное кольцо, если под
инволюцией понимать переход к сопряженному оператору (см. п. 10
§ 5).

3. Кольцо W (см. пример 3 п. 1 § 9) есть симметричное кольцо, если

при x =
∞∑

n=−∞
cneint положить x∗ =

∞∑
n=−∞

c−neint.

2. Положительные функционалы. Линейный функционал f
в симметричном кольце R называется вещественным, если f
принимает вещественные значения на всех эрмитовых элементах
кольца R.

I. Всякий линейный функционал в симметричном кольце можно
представить в виде f = f1 + if2, где f1, f2 — вещественные функ-
ционалы.

Именно, достаточно положить

f1(x) =
1

2
[f(x) + f(x∗)], f2 =

1

2i
[f(x) − f(x∗)];

тогда f1, f2 — вещественные функционалы и

f(x) = f1(x) + if2(x).

Эти функционалы f1, f2 называются вещественными компонента-
ми функционала f .

I′. Если f — вещественный функционал, то f(x∗) = f(x) для всех
x ∈ R.

Действительно, полагая x = x1 + ix2, где x1, x2 — эрмитовы, имеем

f(x∗) = f(x1 − ix2) = f(x1) − if(x2) = f(x1) + if(x2) = f(x),

так как f(x1), f(x2) по условию вещественны.
Линейный функционал f называется положительным, если

f(x∗x) � 0 для любого элемента x кольца R.
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II. Для всякого положительного функционала f в симметричном
кольце R

f(y∗x) = f(x∗y), (1)

|f(y∗x)|2 � f(y∗y) f(x∗x). (2)

Действительно, для любых комплексных λ и μ

f((λx+ μy)∗(λx+ μy)) � 0,

т. е.
|λ|2f(x∗x) + λμf(y∗x) + λμf(x∗y) + |μ|2f(y∗, y) � 0. (3)

Положив сначала в (3) λ = μ = 1, а затем λ = 1, μ = i, получим (1).
Далее, в силу (1) левая часть в (3) есть неотрицательная эрмитова
форма по отношению к λ, μ. Неравенство (2) и есть необходимое
условие неотрицательности этой формы (см. замечание в п. 1 § 5).
Это неравенство мы будем называть неравенством Коши–Буняков-
ского.

III. Всякий положительный функционал f в симметричном коль-
це R с единицей является вещественным и

|f(x)|2 � f(e) f(x∗x). (4)

Утверждение следует из II при y = e.
Очевидно, в симметричном кольце с единицей всякая линейная ком-

бинация с вещественными коэффициентами положительных функцио-
налов есть вещественный функционал. Ниже мы увидим, что обратное,
вообще говоря, неверно (см. пример а) п. 3 § 20).

IV. Пусть R — симметричное кольцо без единицы, а R′ —
симметричное кольцо, полученное из R присоединением единицы.
Положительный функционал f в R тогда и только тогда можно
продолжить до положительного функционала в R′, когда f — ве-
щественный и удовлетворяет неравенству

|f(x)|2 � Cf(x∗x) для всех x ∈ R (5)

где C — некоторая постоянная.

До к а з а т е л ь с т в о. Если такое продолжение возможно, то в си-
лу III f — вещественный и (5) имеет место для всех x, y ∈ R′ при
C = f(e). Обратно, если (5) выполнено и f — вещественный, то,
положив

f(λe+ x) = λC + f(x),

мы получим линейный функционал в R′. Этот функционал положите-
лен, ибо в силу (5)

f((λe+ x)∗(λe+ x)) = f(λλe+ λx∗ + λx+ x∗x) =

= λλC + λf(x∗) + λf(x) + f(x∗x) � 0.
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Отметим еще следующий важный частный случай. Множество {eα}
в нормированном кольце R называется аппроксимирующим единицу,
если

1) |eα| � 1;
2) для каждого ε > 0 и каждого x ∈ R существует элемент eα такой,

что |x− xeα| < ε.
V. Если в симметричном нормированном кольце R: а) |x∗| = |x|,

б) существует множество {eα}, аппроксимирующее единицу, то
всякий непрерывный положительный функционал f в R можно про-
должить до положительного функционала в R′.

До к а з а т е л ь с т в о. Согласно неравенству Коши–Буняковского

|f(eαx)|2 � f(eαe
∗
α) f(x∗x),

следовательно, в силу условия 1) |f(eαx)|2 � |f |f(x∗x). Отсюда, учиты-
вая условие 2) и непрерывность функционала f , заключаем, что также
|f(x)|2 � |f |f(x∗x), так что выполняется условие (5). Далее (см. (1)),

f(e∗αx
∗) = f(xeα); отсюда, в силу условий 2) и а) и непрерывности

функционала f , f(x∗) = f(x), и утверждение следует из IV.

Будем говорить, что банахово кольцо R сильно аппроксимирует
единицу, если для каждого конечного множества элементов xj ∈ R,
j = 1, . . ., n, и каждого ε > 0 существует такой элемент e ∈ R, что
|e| < A и |exj − xj | < ε, j = 1, . . ., n, где A — фиксированная кон-
станта для R. Варопулос [1] доказал, что в банаховом симметричном
кольце, сильно аппроксимирующем единицу, всякий положительный
функционал непрерывен. Поэтому для такого кольца можно в предло-
жении V опустить условие непрерывности функционала.

3. Нормированные симметричные кольца. R называется норми-
рованным симметричным кольцом, если:

а) R — нормированное кольцо,
б) R — симметричное кольцо,
в) |x∗| = |x|.
Из условия в) следует, что операция инволюции непрерывна.
Если R — неполное нормированное кольцо, то, как мы видели в п. 1

§ 9, его можно пополнить и притом единственным образом до полного
нормированного кольца R̃. Если x0 ∈ R̃ и |xn − x0| → 0, xn ∈ R, то
|xn − xm| → 0 при n, m → ∞; следовательно, также |x∗n − x∗m| → 0.
Поэтому {x∗n} — фундаментальная последовательность в R. Определя-

емый ею элемент в R̃ обозначим через x∗0.
Легко видеть, что определенная таким образом операция x0 → x∗0

удовлетворяет условиям а), б), в) п. 1 и условию в) настоящего пунк-

та. Следовательно, при таком определении инволюции R̃ есть полное
нормированное симметричное кольцо.

Итак, всякое нормированное симметричное кольцо R можно рас-
ширить до банахова симметричного кольца R̃, в котором R плотно.
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Это кольцо R̃ называется пополнением нормированного симметричного
кольца R.

В нормированном симметричном кольце можно рассматривать за-
мкнутые симметричные подкольца. Минимальное замкнутое симмет-
ричное подкольцо, содержащее данное множество S, мы будем обозна-
чать R(S).

Для нормированных симметричных колец естественно рассматри-
вать непрерывный симметричный гомоморфизм и непрерывный симмет-
ричный изоморфизм. В случае непрерывного симметричного гомомор-
физма полных колец предложение IV п. 6 § 9 останется в силе, если
рассматривать только замкнутые симметричные идеалы отображаемого
кольца. Отображение x→ x′ нормированного симметричного кольца R
на нормированное симметричное кольцо R′ называется полным изо-
морфизмом, если:

1) x→ x′ есть изометрическое отображение пространства R на про-
странство R′;

2) x→ x′ есть симметричный изоморфизм симметричного кольца R
на симметричное кольцо R′.

Два нормированных симметричных кольца R, R′ называются
вполне изоморфными, если существует полный изоморфизм кольца R
на кольцо R′.

Если элемент x нормированного симметричного кольца принад-
лежит радикалу, то

r(x∗x) = lim
n→∞

n
√
|(x∗x)n| = 0. (1)

Действительно, если x принадлежит радикалу симметричного нор-
мированного кольца, то x∗x также принадлежит радикалу, ибо радикал
есть идеал. Применяя поэтому II п. 3 § 9 к элементу x∗x, получаем
требуемое.

4. Положительные функционалы в банаховом симметричном
кольце.

I. Всякий положительный функционал f в банаховом симмет-
ричном кольце с единицей e является ограниченным функционалом,
именно, удовлетворяет неравенству

|f(x)| � f(e)|x|. (1)

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть сначала x — эрмитов элемент и |x| � 1.
Рассмотрим биномиальный ряд

(1− λ)
1
2 = 1− 1

2
λ− 1

2!

1

2
· 1
2
λ2 − . . . ;

он сходится при |λ| � 1. Подставим в этот ряд x вместо λ к e вместо 1;
так как R — полное пространство и |x| � 1, то полученный ряд

e− 1

2
x− 1

2!

1

2
· 1
2
x2 − . . .
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сходится в R абсолютно. В силу непрерывности инволюции его сум-
ма — обозначим ее y — есть эрмитов элемент; кроме того,

y∗y − y2 = e− x.

Отсюда
f(e− x) = f(y∗y) � 0;

следовательно,
f(x) � f(e).

Подставляя сюда −x вместо x, получим, что также −f(x) � f(e);
следовательно,

|f(x)| � f(e).

Пусть теперь x — произвольный эрмитов элемент и x �= 0 (при
x = 0 неравенство (1) выполняется очевидным образом). Положим

x1 =
1

|x| x; тогда x1 — также эрмитов и |x1| = 1. Следовательно, по

уже доказанному |f(x1)| � f(e), т. е.
|f(x)|
|xc| � f(e) и, таким образом,

неравенство (1) доказано для любого эрмитова элемента.
Пусть теперь x — произвольный элемент кольца R. Тогда x∗x —

эрмитов элемент; следовательно,

f(x∗x) � f(e)|x∗x| � f(e)|x∗||x| = f(e)|x|2. (2)

С другой стороны (см. (4) п. 2),

|f(x)|2 � f(e) f(x∗x).

Отсюда и из неравенства (2) следует:

|f(x)|2 � |f(e)|2|x|2,
и неравенство (1) тем самым доказано для любого элемента x ∈ R.

II. Норма |f | положительного функционала f в банаховом сим-
метричном кольце с единицей e равна f(e).

Действительно, по определению нормы функционала,

|f | = sup
|x|=1

|f(x)|.

Из неравенства (1) следует, что sup
|x|=1

|f(x)| � f(e). С другой стороны,

это неравенство достигается при x = e.
III. Для любого положительного функционала f в банаховом

симметричном кольце с единицей e

f(x∗x) � f(e) lim
n→∞

n
√
|(x∗x)n| − f(e) r(x∗x). (3)
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Док а з а т е л ь с т в о. Применяя повторно неравенство (4) п. 2, а за-
тем неравенство (1) и предложение II, получаем

|f(x)| � [f(e)]
1
2 [f(x∗x)]

1
2 � [f(e)]

1
2
+

1
4 [f((x∗x)2)]

1
4 � . . .

. . . � [f(e)]
1
2
+

1
4
+...+ 1

2m [f((x∗x)2m−1)]
1

2m �

� [f(e)]1−
1

2m |f | 1
2m |(x∗)2m−1| 1

2m = f(e)|(x∗x)2m−1| 1
2m .

Отсюда при m→ ∞ следует, что

|f(x)| � f(e) lim
n→∞

2n
√
|(x∗x)n|. (4)

Подставив в (4) x∗x вместо x, получим неравенство (3).

З а м е ч а н и е. Если x — нормальный элемент, то

|f(x)| � f(e) lim
n→∞

n
√
|xn| = f(e) r(x).

Утверждение следует из (4) и неравенства |(x∗x)n| =
= |(x∗)nxn| � |xn|2, верного для нормального x.

IV. Если элемент x принадлежит радикалу банахова симметрич-
ного кольца R с единицей, то f(x) = 0 и, следовательно, f(x∗x) = 0
для любого положительного функционала в R.

Действительно, если x принадлежит радикалу, то lim
n→∞

n
√|(x∗x)n| =

= lim
n→∞

2n
√|(x∗x)n| = 0, и наше утверждение непосредственно следует

из неравенств (3) и (4).



Гл а в а III

КОММУТАТИВНЫЕ НОРМИРОВАННЫЕ КОЛЬЦА

§ 11. Реализация коммутативного нормированного
кольца в виде кольца функций

Один из основных результатов теории коммутативных нормирован-
ных колец состоит в том, что всякое такое кольцо при некоторых
условиях изоморфно кольцу функций 1). Этот результат получается
путем изучения факторкольца данного кольца по его максимальному
идеалу.

1. Факторкольцо по максимальному идеалу. Пусть R — ком-
мутативное банахово кольцо с единицей; так как R коммутативно, то
всякий его левый или правый идеал является двусторонним. Рассмот-
рим произвольный максимальный идеал M в R. Так как M замкнут, то
факторкольцо R/M есть банахово кольцо, также содержащее единицу
(см. II и IV п. 3 § 9). В силу максимальности идеала M кольцо R/M —
простое, т. е. в R/M нет идеалов, отличных от (0); поэтому элемент
x̃ �= 0 кольца R/M не содержится ни в каком идеале этого кольца,
а значит, имеет обратный (см. III п. 4 и III п. 6 § 7). Другими словами,
R/M есть поле, и притом полное нормированное поле. На основании
теоремы И.М. Гельфанда–С. Мазура (III, п. 3 § 9), R/M изоморфно
полю комплексных чисел, т. е. каждый элемент x̃ кольца R/M имеет
вид x̃ = λẽ, где ẽ — единица в R/M . Таким образом, доказана

Те о р е м а 1. Кольцо вычетов банахова коммутативного кольца
с единицей по его максимальному идеалу изоморфно полю комплекс-
ных чисел.

Из этой теоремы мы заключаем, что естественный гомоморфизм
кольца R на R/M есть по существу гомоморфизм кольца R на поле
комплексных чисел. Следовательно,

I. Всякий максимальный идеал в банаховом коммутативном
кольце R с единицей порождает гомоморфизм кольца R на поле
комплексных чисел.

Обратно,
II. Всякий гомоморфизм банахова коммутативного кольца R

с единицей на поле комплексных чисел есть канонический гомомор-
физм, порожденный некоторым максимальным идеалом M в R.

1) Точную формулировку этого результата см. ниже, п. 3.

8 Наймарк М.А.
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Действительно, прообраз нуля при гомоморфизме R на поле ком-
плексных чисел есть идеал M в R и данный гомоморфизм есть есте-
ственный гомоморфизм кольца R на R/M (см. II п. 6 § 7). При этом
M есть максимальный идеал: в противном случае M содержался бы
в некотором максимальном идеале M1, образ которого при данном
гомоморфизме был бы отличным от (0) идеалом в поле комплексных
чисел, что невозможно.

2. Функции на максимальных идеалах, порожденные элемен-
тами кольца. Обозначим через M совокупность всех максимальных
идеалов M данного банахова коммутативного кольца R с единицей e.
В силу I п. 1 всякий идеал M ∈ M порождает гомоморфизм кольца R
на поле комплексных чисел; обозначим через x(M) число, отвечающее
элементу x ∈ R при этом гомоморфизме. При фиксированном x ∈ R
мы получаем, таким образом, функцию x(M) на множестве M. Следо-
вательно, мы получаем соответствие x → x(M) между элементами x
кольца R и функциями x(M) на множестве M.

I. Соответствие x→ x(M) обладает следующими свойствами:
1) если x = x1 + x2, то x(M) = x1(M) + x2(M);
2) если x = αx1, то x(M) = αx1(M);
3) если x = x1x2, то x(M) = x1(M)x2(M);
4) e(M) = 1;
5) x(M0) = 0 тогда и только тогда, когда x ∈M0;
6) если M1 �= M2, то существует элемент x ∈ R такой, что
x(M1) �= x(M2);

7) |x(M)| < |x|.
До к а з а т е л ь с т в о. Утверждения 1)–4) следуют из того, что при

каждом фиксированном M0 отображение x → x(M0) есть гомомор-
физм. Равенство x(M0) = 0 означает, что x переходит в нуль при
этом гомоморфизме, следовательно, что x ∈ M0; тем самым доказано
утверждение 5). Далее, если M1 �= M2, то в R существует элемент x
такой, что x ∈ M1, x /∈ M2. В силу 5) это означает, что x(M1) = 0,
x(M2) �= 0; поэтому x(M1) �= x(M2) и 6) также доказано.

Для доказательства утверждения 7) заметим, что |x(M)| есть норма
образа x(M)ẽ элемента x при гомоморфизме R на R/M . По определе-
нию нормы в R/M (см. п. 3 § 9), отсюда заключаем, что

|x(M)| = inf |x′|,
где x′ пробегает класс вычетов по M , содержащий x; поэтому
|x(M)| � |x|.

II. Элемент x кольца R имеет обратный тогда и только тогда,
когда функция x(M) нигде в M не обращается в нуль.

Действительно, x имеет обратный тогда и только тогда, когда x не
принадлежит никакому максимальному идеалу; в силу I, 5) это условие
равносильно условию x(M) �= 0 для всех M ∈ M.
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III. При фиксированном x ∈ R совокупность всех значений, при-
нимаемых функцией x(M), совпадает со спектром элемента x.

До к а з а т е л ь с т в о. Если x(M0) = λ0, то (x− λ0e)(M0) = 0 и по-
тому (x− λ0e)

−1 не существует, т. е. λ0 принадлежит спектру элемен-
та x. Обратно, если λ0 принадлежит спектру элемента x, то (x− λ0e)

−1

не существует, и потому x − λ0e обращается в нуль на некотором
максимальном идеале M0. А это означает, что x(M0) = λ0.

IV. Для любого x ∈ R

sup
M∈M

|x(M)| = lim
n→∞

n
√
|xn|. (1)

Это непосредственно следует из III и равенства (2) п. 5 § 9.
Обозначим через �(M) совокупность всех функций на M; �(M)

образует кольцо, если определить в �(M) операции умножения на
число, сложения и умножения как умножение функции на число,
сложение и умножение функций соответственно. Утверждения 1)–4)
предложения I означают, что

V. Соответствие x→ x(M) есть гомоморфизм кольца R в кольцо
�(M).

VI. Прообраз нуля при гомоморфизме x→ x(M) кольца R в �(M)
есть радикал кольца R.

Действительно, этот полный прообраз состоит из тех и только тех
элементов x кольца R, для которых x(M) = 0 на всем M, т. е. которые
принадлежат пересечению всех максимальных идеалов в R. С другой
стороны, это пересечение есть радикал кольца R (см. III. п. 5 § 7).

С л е д с т в и е. В коммутативном банаховом кольце с едини-
цей элемент x принадлежит радикалу (т. е. является обобщен-
ным нульстепенным 1), см. п. 5 § 7) тогда и только тогда, когда
lim
n→∞

n
√|xn| = 0.

Утверждение непосредственно следует из VI и IV.

VII. Если R — полупростое кольцо, то соответствие x→ {x(M)}
есть изоморфизм кольца R в кольцо �(M).

До к а з а т е л ь с т в о. В силу VI в данном случае прообраз нуля при
гомоморфизме x → x(M) есть (0), и потому этот гомоморфизм есть
изоморфизм.

Предложение VII означает, что всякое полупростое банахово ком-
мутативное кольцо R с единицей изоморфно некоторому кольцу
функций на множестве всех максимальных идеалов кольца R.

П р и м е р ы. 1. Рассмотрим кольцо W всех функций x(t) =

=
∞∑

n=−∞
cneint, где

∞∑
n=−∞

|cn| < ∞ (пример 3 п. 1 § 9). Найдем

1) Отметим, что в алгебре элемент x называется нульстепенным, если
xn = 0 для некоторого натурального n.

8*
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все максимальные идеалы кольца W . Пусть при гомоморфизме
кольца W по его максимальному идеалу M элемент x0 = eit

переходит в число a и, следовательно, элемент x−1
0 = e−it переходит

в число a−1. Норма элемента x0 = eit равна единице; следовательно,
в силу I, 7), |a| � |x0| = 1; аналогично |a−1| � |x−1

0 | = 1, ибо норма

элемента x−1
0 = e−it также равна единице. Поэтому |a| = 1 и a = eit0

при некотором t0, 0 � t0 � 2π. Но тогда eint переходит в eint0 ,

и потому
∞∑

n=−∞
cneint переходит в

∞∑
n=−∞

cneint0 . Таким образом, всякий

максимальный идеал M кольца W определяется некоторым числом t0
интервала 0 � t � 2π; именно, M состоит из тех и только тех функций

x(t) =
∞∑

n=−∞
cneint кольца W , которые обращаются в нуль при t = t0.

Пусть функция x(t) =
∞∑

n=−∞
cneint кольца W не обращается в нуль

ни при каком значении t. Это означает, что x(t) не принадлежит ни
одному максимальному идеалу и потому имеет обратный в W . Этот

обратный должен совпадать с функцией
1

x(t)
, которая, следовательно,

также должна принадлежать кольцу W . Мы приходим к следующей
теореме Винера [1, 2]:

Если сумма абсолютно сходящегося тригонометрического ряда
∞∑

n=−∞
cneint нигде не обращается в нуль, то функция

1
∞∑

n=−∞

cneint

также разлагается в абсолютно сходящийся тригонометрический
ряд.

2. Рассмотрим кольцо C(T ) всех функций x = x(t), непрерывных
на бикомпактном пространстве T (пример 1 п. 1 § 9); найдем все
максимальные идеалы этого кольца.

Если t0 — фиксированная точка из T , то соответствие x(t) → x(t0)
есть гомоморфизм кольца C(T ) в поле комплексных чисел и потому
порождается некоторым максимальным идеалом; обозначим его Mt0 .
Этот идеал есть совокупность всех функций x кольца C(T ), равных
нулю в точке t0.

Обратно, всякий максимальный идеал M0 в C(T ) есть совокуп-
ность Mt0 всех функций x кольца C(T ), равных нулю в некоторой
фиксированной точке t0 ∈ T0.

Действительно, пусть M0 — максимальный идеал в C(T ); докажем,
что существует точка t0, в которой обращаются в нуль все функции
из M0. Предположим противное. Тогда каждой точке τ ∈ T отвечает
функция xτ ∈ M , отличная от нуля в точке τ ; в силу непрерывности
xτ отлична от нуля также в некоторой окрестности U(τ ) точки τ .
Так как T бикомпактно, то из этих окрестностей можно выбрать ко-
нечное число окрестностей U(τ1), . . ., U(τn), покрывающее все T ; пусть
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xτ1 , . . . , xτn
— соответствующие функции xτ ∈M0. Тогда функция

x(t) = xτ1(t)xτ1(t) + . . . + x− τn(t)xτn
(t) = |xτ1(t)|2 + . . . + |xτn

(t)|2

также принадлежит идеалу M0 и нигде в T не обращается в нуль.

Поэтому
1

x(t)
есть непрерывная функция на T и, следовательно, также

принадлежит кольцу C(T ). Но это означает, что элемент x = x(t)
имеет обратный, а значит, x = x(t) не может принадлежать ни одному
максимальному идеалу, в частности, не может принадлежать идеа-
лу M0. Полученное противоречие показывает, что существует точка
t0 ∈ T , в которой все функции идеала M0 обращаются в нуль. Но тогда
M0 ⊂ Mt0 ; следовательно, M0 = Mt0 в силу максимальности идеала
M0. Очевидно, соответствие t0 →Mt0 между совокупностью всех точек
t0 ∈ T и всех максимальных идеалов кольца C(T ) взаимно однозначно.

Так как x(t) − x(t0) ∈Mt0 , x(Mt0) = x(t0); следовательно, при соот-
ветствии t0 →Mt0 функции x(M) переходят в исходные функции x(t).

В предыдущих рассуждениях мы фактически использовали толь-
ко следующие свойства кольца R = C(T ): 1) все функции x(t) ∈ R
непрерывны; 2) если x(t) ∈ R, то также x(t) ∈ R; 3) если функция x(t)

кольца R нигде на T не обращается в нуль, то также
1

x(t)
∈ R. Поэтому

мы доказали следующее общее предложение.
VIII. Если R — кольцо функций на бикомпактном пространстве

T , удовлетворяющее указанным условиям 1), 2), 3), то всякий мак-
симальный идеалM в R совпадает с некоторым идеаломMt0 , t0 ∈ T .

3. Обозначим через Dn(a, b) совокупность всех комплексных функ-
ций x = x(t), определенных и обладающих непрерывной n-й произ-
водной в замкнутом интервале [a, b]. Определим в Dn(a, b) операции
умножения на число, сложения и умножения, как умножение функции
на число, сложение и умножение функций. Кроме того, определим
в Dn(a, b) норму формулой

|x| =
n∑
k=0

1

k!
max
a�t�b

|x(k)(t)|.

Тогда Dn(a, b) станет банаховым коммутативным кольцом с единицей.
Очевидно, это кольцо удовлетворяет всем условиям предложения VIII
в предыдущем примере; следовательно, всякий максимальный идеал
в Dn(a, b) есть совокупностьMt0 всех функций x(t) ∈ Dn(a, b), равных
нулю в некоторой фиксированной точке t0 ∈ [a, b].

3. Топологизация множества всех максимальных идеалов. За-
дадим теперь топологию в множестве M всех максимальных иде-
алов кольца R как слабую топологию, определенную семейством
всех функций x(M), x ∈ R (см. п. 11 § 2). Таким образом, базу
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окрестностей в этой топологии образуют всевозможные множества
U(M0; x1, . . . , xn; ε) идеалов M , определенные неравенствами вида

|xk(M) − xk(M0)| < ε, k = 1, 2, . . . , n,

при всевозможных фиксированных ε > 0 и x1, x2, . . ., xn ∈ R. При этом,
по самому определению топологии в M, все функции x(M), x ∈ R,
непрерывны на M. Кроме того, M — хаусдорфово пространство, ибо
в силу 1 п. 2 функции x(M), x ∈ R, отделяют точки на M.

Те о р е м а 2. Пространство M максимальных идеалов банахова
коммутативного кольца R с единицей бикомпактно.

До к а з а т е л ь с т в о. Каждому элементу x кольца R поставим в со-
ответствие круг Qx в комплексной плоскости с центром в точке 0
и радиусом |x|. Пусть Q — топологическое произведение всех этих кру-
гов. Таким образом, Q есть пространство, точками которого являются
всевозможные совокупности Λ = {λx} чисел λx ∈ Qx, где x пробегает

все кольцо R; при этом база окрестностей точки Λ0 = {λ0x} в Q задает-
ся всевозможными конечными системами элементов x1, x2, . . . , xn ∈ R
и всевозможными положительными числами ε как система множеств
в Q, определенных неравенствами вида

|λx1
− λ0x1

| < ε, . . . , |λxn
− λ0xn

| < ε (1)

(см. п. 12 § 2); обозначим через U(Λ0; x1, . . . , xn; ε) окрестность, опре-
деленную неравенствами (1). Согласно теореме A.Н. Тихонова (II п. 12
§ 2) пространство Q бикомпактно.

Так как |x(M)| � |x|, то каждому максимальному идеалу M отве-
чает точка {λx} ∈ Q, где λx = x(M). При этом разным максимальным
идеалам отвечают разные точки {λx}. Действительно, если M �= M1,
то существует элемент x0 ∈ R, для которого x0(M1) �= x0(M). Это озна-
чает, что соответствующие точки {λx}, {λ′x} различаются по крайней
мере одной координатой, а именно индексом x0, и потому различны.
Таким образом, соответствие M ∼ {λx}, устанавливаемое равенством
λx = x(M), взаимно однозначно. Из сравнения топологий в M и Q
вытекает, что это соответствие есть гомеоморфизм. Докажем, что образ
Q1 пространства M в Q при этом гомеоморфизме замкнут. Отсюда
будет следовать, что Q как замкнутое подмножество бикомпактного
пространства бикомпактно (см. II п. 6 § 2) и потому его гомеоморфный
прообраз M также бикомпактен.

Пусть Λ0 = {λ0x} — произвольная точка прикосновения множества
Q1; докажем, что существует максимальный идеал M0 такой, что
x(M0) = λ0x; это будет означать, что {λ0x} ∈ Q1 и замкнутость Q1

в Q будет доказана. Очевидно, достаточно показать, что соответствие
x → λ0x есть гомоморфизм кольца R на поле комплексных чисел, т. е.
что

λ0x �≡ 0, λ0αx = αλ0x, λ0x+y = λ0x + λ0y, λ0xy = λ0xλ
0
y; (2)
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в силу II п. 1 этот гомоморфизм порождается тогда некоторым макси-
мальным идеалом M0, т. е. λ0x = x(M0) при некотором M0 ∈ M. Мы
ограничимся доказательством последнего из соотношений (2); осталь-
ные доказываются аналогично. Рассмотрим для этой цели окрестность
U(Λ0; x, y, xy; ε) точки Λ0. Так как Λ0 — точка прикосновения мно-
жества Q1, то существует максимальный идеал M такой, что соответ-
ствующая точка Λ = {λx}, λx = x(M), принадлежит этой окрестности.
Это означает, что

|λ0x − x(M)| < ε, |λ0y − y(M)| < ε,

|λ0xy − (xy)(M)| = |λ0xy − x(M) y(M)| < ε.

Но тогда

|λ0xy − λ0xλ
0
y| �

� |λ0xy − x(M) y(M)| + |x(M)[y(M) − λ0y]| + |λ0y[x(M) − λ0x]| �

� ε+ |x||y(M) − λ0y| + |λ0y||x(M) − λ0x| < ε(1 + |x| + |λ0y|);
следовательно, ввиду произвольности числа ε > 0,

λ0xy = λ0xλ
0
y.

Таким образом, соответствие x → λ0x есть гомоморфизм и теорема
доказана.

Топология в множестве всех максимальных идеалов единственна
в следующем смысле.

Те о р ем а 3. Пусть M′ — совокупность всех максимальных иде-
алов кольца R, топологизированная так, что:

1) M′ бикомпактно;
2) все функции x(M), отвечающие элементам кольца R, непре-

рывны на M′.
Тогда M′ гомеоморфно ранее определенному пространству M.

Утверждение непосредственно следует из VI п. 7 § 2 (см. также II
п. 11 § 2).

При м е р. Рассмотрим пространство M всех максимальных идеалов
кольца C(T ) (пример 2 п. 2). Между точками t ∈ T и идеалами M ∈ M

существует взаимно однозначное соответствие t0 → Mt; определим
в совокупности всех максимальных идеалов кольца C(T ) топологию,
считая окрестностями идеалов образы окрестностей пространства T
при этом соответствии. Мы получим топологическое пространство
M′, гомеоморфное пространству T . При этом функции x(t) переходят
в функции x(M), непрерывные на M′; на основании теоремы 3 про-
странства M′ и M, а значит и T и M гомеоморфны.

Таким образом, пространство M максимальных идеалов кольца
C(T ) всех непрерывных функций на бикомпактном пространстве T
гомеоморфно пространству T .
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Комбинируя теорему 2 с результатами п. 2, мы приходим к следую-
щей теореме:

Те о р е м а 4. Для всякого банахова коммутативного кольца R
с единицей соответствие x → x(M) есть гомоморфизм кольца R
на некоторое кольцо непрерывных функций на бикомпактном про-
странстве, причем ядром этого гомоморфизма является радикал
кольца. Если, в частности, кольцо R полупростое, то R изоморфно
некоторому кольцу непрерывных функций на бикомпактном про-
странстве.

Если само кольцо R уже является кольцом (вообще не всех) непре-
рывных функций x(t) на некотором топологическом пространстве T , то
каждая точка t0 ∈ T определяет максимальный идеал Mt0 в R, именно,
совокупность всех функций x из R, равных нулю в точке t0. При этом
может оказаться, что разные точки t0 определяют один и тот же
максимальный идеал; следовательно, переход к максимальным идеалам
может в общем случае привести к «склеиванию» точек пространства T .

Кроме того, может оказаться, что не всякий максимальный иде-
ал кольца R определяется точкой пространства T . Поэтому переход
к максимальным идеалам может также означать расширение исходного
пространства.

Поясним это следующими примерами.
а). В кольце W всех абсолютно сходящихся тригонометрических

рядов x(t) =
∞∑

n=−∞
cneint, определенных в интервале (−∞, ∞), всякое

вещественное число t0 порождает максимальный идеал, именно, сово-
купность всех x(t), равных нулю в точке t0. Два разных числа t1, t2
определяют один и тот же максимальный идеал тогда и только тогда,
когда t1 − t2 кратно 2π. Поэтому переход к максимальным идеалам
означает «склеивание» точек, отличающихся на кратное 2π, и про-
странство максимальных идеалов кольца W гомеоморфно окружности,
которая и является естественной областью задания функций кольцаW .

б). Пусть A — совокупность всех функций x = x(ζ), регулярных
в круге |ζ| < 1 и непрерывных в круге |ζ| � 1, с нормой

|x| = sup
|ζ|�1

|x(ζ)|

и с обычными операциями умножения на число, сложения и умно-
жения. Найдем все максимальные идеалы кольца A. Всякая точка ζ0
круга |ζ| � 1 порождает максимальный идеал в A, именно совокупность
всех функций x(ζ) кольца A, равных нулю в точке ζ0. Обратно, всякий
максимальный идеал кольца A порождается таким образом некоторой
точкой круга |ζ| � 1. Действительно, пусть M0 — максимальный идеал
в A и ζ0 — число, в которое переходит функция x0(ζ) = ζ при гомомор-
физме x→ x(M0); так как |x0| = 1, то |ζ0| � 1. Для любого многочлена
x(ζ) = c0 + c1ζ + . . .+ cnζn будет x(M0) = c0 + c1ζ0 + . . .+ cnζn0 = x(ζ0).
Но все функции из A являются пределами равномерно сходящихся
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в круге |ζ| � 1 (т. е. сходящихся в смысле нормы в A) последователь-
ностей таких многочленов 1); поэтому x(M0) = x(ζ0) для любой функ-
ции x(ζ) ∈ A и M0 порождается точкой ζ0. Равенство x(M0) = x(ζ0)
показывает, что максимальные идеалы можно отождествить с соответ-
ствующими точками круга |ζ| � 1.

Обозначим теперь через x̂(ζ) функцию x(ζ) кольца A, рассматри-
ваемую только на окружности |ζ| = 1. Мы получим кольцо Â функций
на окружности, изоморфное кольцу A. Действительно, соответствие
x → x̂ есть, очевидно, гомоморфизм; его ядро состоит из аналити-
ческих функций x(ζ), равных нулю на окружности |ζ| = 1 и потому
тождественно равных нулю. Следовательно, соответствие x→ x̂ есть
изоморфизм.

Определим в Â норму формулой

|x̂| = sup
|ζ|=1

|x̂(ζ)|;
в силу принципа максимума модуля эта норма совпадает с

|x| = sup
|ζ|�1

|x(ζ)|,

так что изоморфизм x → x̂ сохраняет также норму. Поэтому макси-
мальные идеалы кольца Â также описываются точками круга |ζ| � 1,
хотя Â состоит из функций, заданных только на окружности |ζ| = 1.
Таким образом, весь круг |ζ| � 1, а не окружность |ζ| = 1, является
естественной областью задания кольца Â.

Резюмируя, мы можем сказать, что переход от пространства T
к пространству M максимальных идеалов может привести к следую-
щим операциям:

1) «склеиванию» точек пространства T ;
2) присоединению к T новых элементов.

4. Случай кольца без единицы. Пусть R — банахово коммутатив-
ное кольцо без единицы, а R′ — кольцо, полученное из R присоедине-
нием единицы. Обозначим через M совокупность всех максимальных
регулярных идеалов M кольца R, через M′ — совокупность всех
максимальных идеалов M ′ кольца R′; пусть M′

0 — множество, полу-
ченное из M′ отбрасыванием одного идеала M ′

0 = R кольца R′. Так как
M′ бикомпактно, то M′

0 локально бикомпактно. С другой стороны,
существует взаимно однозначное соответствие между идеаламиM ∈ M

и M ′ ∈ M′
0 (см. VI п. 4 § 7). В силу этого соответствия топологию

в M′
0 можно перенести на M; тогда M станет локально бикомпактным

1) Действительно, функция x(ζ) ∈ A есть равномерный предел в круге

|ζ| � 1 функций x
(

ζ

1 + ε

)
при ε → +0, каждая из которых, как аналитическая

в круге |ζ| � 1 + ε, равномерно аппроксимируется многочленами (например,
частичными суммами ее ряда Тэйлора) в круге |ζ| � 1.
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пространством максимальных регулярных идеалов кольца R. Если при
этом x ∈ R, то x(M ′

0) = 0. Это означает, что функции x(M ′), x ∈ R,
можно рассматривать как функции x(M), удовлетворяющие условию

lim
M→∞

x(M) = 0. (1)

Отсюда видно, что предыдущие результаты переносятся на банахо-
вы коммутативные кольца без единицы со следующими изменениями.
Роль пространства максимальных идеалов играет локально бикомпакт-
ное пространство M максимальных р е г ул я р ны х идеалов, а вместо
произвольных непрерывных функций следует рассматривать только
непрерывные функции на M, удовлетворяющие условию (1). В частно-
сти, мы получаем следующий результат.

Всякое полупростое коммутативное банахово кольцо без еди-
ницы изоморфно некоторому кольцу функций x(M) на локально
бикомпактном пространстве M, удовлетворяющих условию (1).

Мы предоставляем читателю более подробное перенесение на коль-
ца без единицы предыдущих, а также дальнейших результатов этой
главы (см. по этому поводу Люмис [2]).

5. Система образующих кольца. Множество K элементов банахо-
ва кольца с единицей называется системой образующих этого кольца,
если наименьшее замкнутое подкольцо с единицей, содержащее K,
совпадает с R. При этом единица кольца в число образующих не
включается.

Те о р е м а 5. Совокупность всех окрестностей U(M ; y1, . . .
. . . , yn; ε), где yk пробегают все элементы системы K образующих
в R, есть база окрестностей в пространстве M максимальных
идеалов кольца R.

До к а з а т е л ь с т в о. Нам надо доказать, что всякая окрестность
U(M0; x1, . . . , xm; ε) содержит некоторую окрестность

U(M0; y1, . . . , yn; δ).

Для этого заметим, что, по определению системы образующих, суще-
ствуют многочлены

pk = pk(y1, . . . , yn), k = 1, 2, . . . , m,

от конечного числа элементов yj ∈ K, отличающиеся от xk по норме

меньше чем на
ε

3
:

|xk − pk| < ε

3
, k = 1, 2, . . . , m.

Так как pk(M) = pk(y1(M), . . . , yn(M)) есть непрерывная функция от
y1(M), . . ., yn(M), то существует число δ > 0 такое, что

U(M0; y1, . . . , yn; δ) ⊂ U
(
M0; p1, . . . , pm;

ε

3

)
,
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так что для всех M ∈ U(M0; y1, . . . , yn; δ)

|pk(M) − pk(M0)| < ε

3
.

Окрестность U(M0; y1, . . . , yn; δ) содержится в U(M0; x1, . . . , xm; ε),
ибо для всех M ∈ U(M0; y1, . . . , yn; δ) и всех k = 1, 2, . . ., m

|xk(M) − xk(M0)| � |xk(M) − pk(M)| + |pk(M) − pk(M0)| +
+ |pk(M0) − xk(M0)| � |xk − pk| + ε

3
+ |xk − pk| < 3 · ε

3
= ε.

Теорема доказана.

С л ед с т в и е. Если R — кольцо с конечным или счетным числом
образующих, то пространство M его максимальных идеалов имеет
счетную базу окрестностей.

Действительно, если y1, y2, . . . — образующие кольца R, то

U
(
y1, . . . , yn;

1

m

)
, n, m = 1, 2, 3, . . ., есть счетная база окрестностей

в M.
Рассмотрим теперь тот частный случай, когда кольцо R имеет

конечное число образующих.
Те о р е м а 6. Если кольцо R имеет конечное число образую-

щих y1, y2, . . ., yn, то пространство M его максимальных идеалов
гомеоморфно замкнутому ограниченному множеству в n-мерном
комплексном пространстве.

До к а з а т е л ь с т в о. Функции y1(M), y2(M), . . ., yn(M) отобра-
жают M однозначно и непрерывно на некоторое подмножество M′

n-мерного комплексного пространства Cn. Докажем, что это отобра-
жение взаимно однозначно. Ввиду бикомпактности пространства M

отсюда будет следовать утверждение теоремы (см. III и V п. 7 § 2).
Пусть две точки M1, M2 ∈ M отображаются в одну и ту же точку

пространства M; это означает, что

yk(M1) = yk(M2), k = 1, 2, . . . , n.

Но тогда для любого многочлена p = p(y1, . . . , yn)

p(M1) = p(M2),

и так как многочлены p(y1, . . . , yn) образуют в R плотное множество
то x(M1) = x(M2) для любого элемента x ∈ R. Отсюда в силу свойства
отделимости (см. I, 6) п. 2) M1 = M2.

Из доказанной теоремы, в частности, следует, что если R — кольцо
с одной образующей, то M гомеоморфно замкнутому ограниченно-
му множеству в комплексной плоскости.

Замкнутое ограниченное множество F ⊂ Cn гомеоморфно про-
странству M максимальных идеалов банахова коммутативного коль-
ца с n образующими тогда и только тогда, когда для каждой
точки ζ0 ∈ Cn − F существует многочлен, равный 1 в точке ζ0
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и по модулю < 1 на F . В случае n = 1 множества F , гомеоморфные M,
допускают следующую характеристику: это те и только те множества,
которые не разбивают плоскость; при n > 1 не существует чисто
топологической характеристики таких множеств F (подробнее об этом
см. Гельфанд, Райков и Шилов [1], с. 44–46).

6. Аналитические функции элементов кольца. Банахово коль-
цо R с единицей вместе с каждым элементом x содержит всякий
многочлен p(x) = c0e + c1x + . . . + cnxn и вообще всякую функцию

f(x) =
∞∑
n=0

cnxn, где f(ζ) =
∞∑
n=0

cnζn — целая функция от ζ. Действи-

тельно, в случае целой функции f(ζ) ряд
∞∑
n=0

|cnxn| мажорируется

сходящимся рядом
∞∑
n=0

|cn||x|n; следовательно, ряд
∞∑
n=0

cnx
n сходится

абсолютно к некоторому элементу кольца R; этот элемент обозначается
f(x) и называется целой аналитической функцией f элемента x ∈ R.

С другой стороны, функции f(ζ) =
1

ζ
, имеющей единственную осо-

бую точку ζ = 0, отвечает элемент f(x) = x−1 кольца R тогда и только
тогда, когда x(M) не обращается в нуль ни при каком M , т. е. когда
особая точка ζ = 0 не принадлежит спектру элемента x.

Покажем, что аналогичное построение можно провести и для дру-
гих аналитических функций. Пусть x — произвольный элемент коль-
ца R, а f(ζ) — функция, регулярная в ограниченной области D,
целиком содержащей внутри себя спектр Sx элемента x. Положим

f(x) =
1

2πi

∫

Γ

(ζe− x)−1f(ζ) dζ, (1)

где Γ — спрямляемый жорданов контур в D, содержащий внутри
себя Sx (следовательно, отстоящий от Sx на положительное рассто-
яние). Элемент f(x) кольца R, таким образом определенный, не за-
висит от выбора контура Γ, удовлетворяющего этим условиям, ибо

вектор-функция
1

2πi
(ζe− x)−1f(ζ) регулярна в D − Sx, а для регуляр-

ных вектор-функций справедлива теорема Коши. Условимся говорить,
что аналитическая функция f(ζ) применима к элементу x ∈ R, если
f(ζ) регулярна на Sx, а значит, и в некоторой ограниченной области,
содержащей Sx. В силу сказанного выше формула (1) определяет эле-
мент f(x) кольца для любой аналитической функции f(ζ), применимой
к элементу x.

Те о р е м а 7. Пусть Fx — совокупность всех аналитических
функций f(ζ), применимых к элементу x ∈ R. Соответствие f(ζ) →
→ f(x) между функциями f ∈ Fx и элементами f(x) обладает
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следующими свойствами:
1) если f(ζ) ≡ 1, то f(x) = e;
2) если f(ζ) = ζ, то f(x) = x;
3) если f(ζ) = α1f1(ζ) + α2f2(ζ), то f(x) = α1f1(x) + α2f2(x);
4) если f(ζ) = f1(ζ) f2(ζ), то f(x) = f1(x) f2(x);
5) если последовательность fn(ζ) сходится равномерно к f(ζ)

в некоторой области D, содержащей внутри себя Sx, то по-
следовательность fn(x) сходится по норме к f(x).

До к а з а т е л ь с т в о. Функции f(ζ) = 1 и f(ζ) = ζ регулярны во
всей комплексной плоскости; следовательно, при f(ζ) = 1 и f(ζ) = ζ
в качестве Γ можно взять любой круг с центром в начале координат
и достаточно большим радиусом. Но на таком круге

(λe− x)−1 = λ−1e+ λ−2x+ λ−3x2 + . . . .

Поэтому при f(ζ) ≡ 1

f(x) =
1

2πi

∫

Γ

(λ−1e+ λ−2x+ λ−3x2 + . . .) dλ =
1

2πi

∫

Γ

λ−1e dλ = e,

а при f(ζ) = ζ

f(x) =
1

2πi

∫

Γ

λ(λ−1e+ λ−2x+ λ−3x2 + . . .) dλ =
1

2πi

∫

Γ

λ−1x dλ = x.

Далее, выполнение условия 3) очевидно. Докажем теперь, что усло-
вие 4) также выполнено. Это условие означает, что для любых двух
функций f1(λ), f2(λ), регулярных в D ⊃ Sx,

1

2πi

∫

Γ

(λe− x)−1f1(λ) f2(λ) dλ =

=
1

2πi

∫

Γ

(λe− x)−1f1(λ) dλ · 1

2πi

∫

Γ

(λe− x)−1f2(λ) dλ. (2)

Заменим во втором интеграле в правой части контур Γ другим конту-
ром Γ1, содержащимся в D и содержащим внутри себя Γ. Тогда правая
часть в (2) перепишется в виде

1

2πi

∫

Γ

(λe− x)−1f1(λ) dλ · 1

2πi

∫

Γ1

(μe− x)−1f2(μ) dμ =

= − 1

4π2

∫

Γ

∫

Γ1

(λe− x)−1(μe− x)−1f1(λ) f2(μ) dλ dμ =
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= − 1

4π2

∫

Γ

∫

Γ1

f1(λ) f2(μ)

μ − λ
[(λe− x)−1 − (μe− x)−1] dλ dμ =

=
1

2πi

∫

Γ

(λe− x)−1f1(λ)

(
1

2πi

∫

Γ1

f2(μ) dμ

μ − λ

)
dλ+

+
1

4π2

∫

Γ1

(μe− x)−1f2(μ)

(∫

Γ

f1(λ) dλ

λ − μ

)
dμ.

Так как функция
f1(λ)

λ − μ
регулярна на и внутри Γ, то второе слагаемое

равно нулю; с другой стороны, по формуле Коши внутренний интеграл
в первом слагаемом равен f2(λ). Тем самым формула (2) доказана.

Докажем теперь выполнение условия 5). Пусть D — ограни-
ченная область, содержащая внутри себя Sx, и пусть fn(ζ) —
последовательность функций, регулярных в D и сходящихся к f(ζ)
равномерно в D, так что

max
λ∈D

|f(λ) − fn(λ)| → 0 при n→ ∞.

Тогда, взяв в D контур Γ, содержащий внутри Sx, имеем

|f(x) − fn(x)| =

∣∣∣∣ 1

2πi

∫

Γ

[f(λ) − fn(λ)](λe− x)−1 dλ

∣∣∣∣ �

� max
λ∈D

|f(λ) − fn(λ)| · 1

2π

∫

Γ

|(λe− x)−1||dζ| → 0 при n→ ∞.

З а м е ч а н и е. Можно показать (см. Гельфанд, Райков и Шилов
[1]), что всякое соответствие f ∈ Fx, удовлетворяющее условиям 1)–5)
теоремы 7, с необходимостью задается формулой (1).

С л е д с т в и е. Если функция f(ζ) регулярна в открытой обла-
сти D, заключающей все значения функции x(M), то в кольце
существует элемент y такой, что y(M) = f(x(M)) для всех макси-
мальных идеалов M .

До к а з а т е л ь с т в о. По условию, f(ζ) ∈ Fx, ибо Sx есть как раз
совокупность всех значений функции x(M) (см. III п. 2); поэтому
в кольце R существует элемент y = f(x); при этом

y =
1

2πi

∫

Γ

f(λ)(λe− x)−1 dλ, (3)

где Γ — спрямляемый жорданов контур, целиком содержащийся в об-
ласти регулярности функции f(ζ) и содержащий внутри себя Sx.
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Так как соответствие x → x(M) есть непрерывный гомоморфизм,
а интеграл в правой части (3) сходится в смысле нормы, то из (3)
следует, что

y(M) =
1

2πi

∫

Γ

f(λ)

λ − x(M)
dλ = f(x(M)).

Отсюда получается как частный случай следующая теорема П. Ле-
ви [1], обобщающая теорему Винера (см. с. 228).

Если ряд Фурье функции x(t) сходится абсолютно и все значения
этой функции заключены в круге |ζ − ζ0| � ρ, то для любой функции
f(ζ), регулярной во всех точках этого круга, ряд Фурье функции
f(x(t)) также сходится абсолютно.

Действительно, x(t) есть элемент кольца W , причем x(M) = x(t),
где M — идеал, порожденный точкой t. Следовательно, в кольце
W есть элемент y = f(x); это означает, что функция y(t) = y(M) =
= f(x(M)) = f(x(t)) также разлагается в абсолютно сходящийся три-
гонометрический ряд.

Отметим в этой связи следующий результат Кацнельсона [1]: ес-
ли функция F (τ ), τ ∈ (a, b), a � −∞, b � +∞, обладает свойством:
F (x(t)) ∈W для каждой вещественной функции x(t) ∈W со значения-
ми из (a, b), то F (τ ) аналитична в (a, b). По поводу других результатов
в этом направлении см. Кацнельсон [1–3] и Кахан [1].

Другое применение следствия из теоремы 7 получим, если в каче-

стве R возьмем кольцо всех функций x(ζ) =
∞∑
n=0

cnζn в круге |ζ| � 1,

таких, что
∞∑
n=0

|cn| < ∞; при этом действия умножения на число, сло-

жения и умножения в R определим обычным образом как соответству-

ющие действия с функциями, а норму |x| — по формуле |x| =
∞∑
n=0

|cn|.
Повторяя рассуждения, проведенные на с. 232, мы убедимся в том,
что формула x(M) = x(ζ0) устанавливает взаимно однозначное соот-
ветствие между максимальными идеалами M кольца R и точками ζ0
круга |ζ| � 1. Поэтому, применяя следствие из теоремы 7, мы придем
к следующему результату.

Если ряд Маклорена функции x(ζ) сходится абсолютно в круге
|ζ| � 1 и все значения этой функции заключены внутри ограни-
ченной области D, то для любой функции f(z), регулярной в D,
ряд Маклорена функции f(x(ζ)) также сходится абсолютно в круге
|ζ| � 1.

Действительно, в R существует элемент y такой, что

y(ζ) = y(M) = f(x(M)) = f(x(ζ)).
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7. Винеровские пары колец. Пусть R, R1 (R ⊃ R1) — банаховы
(не обязательно коммутативные) кольца с общей единицей e и нормами
|x| и |x|1. Будем говорить, что кольца R, R1 образуют винеровскую
пару, если всякий элемент x ∈ R1, обратимый в R, обратим и в R1.

Если взять в качестве R1 кольцо абсолютно сходящихся рядов
Фурье, а в качестве R — кольцо всех непрерывных функций на ве-
щественной оси, с обычными нормами, то предыдущее условие есть
известная теорема Винера (см. пример 1 из п. 2).

I. Следующие утверждения равносильны:
а) кольца R и R1 образуют винеровскую пару;
б) замыкание N 1 по норме |x| произвольного множества N1 ⊂ R1,

не содержащего обратимых в R1 элементов, не содержит
обратимых в R элементов;

в) замыкание M1 по норме |x| всякого одностороннего макси-
мального идеала M1 кольца R1 не содержит обратимых в R
элементов;

г) Sx = S1
x для всякого x ∈ R1 (Sx, S1

x — спектры элемента x
в кольцах R, R1 соответственно).

До к а з а т е л ь с т в о. а) → б). Предположим, что для некоторого
множества N1 ⊂ R1, не содержащего обратимых в R1 элементов, его
замыкание N1 в R содержит обратимый в R элемент x. В силу
открытости множества всех обратимых в R элементов (см. II п. 4 § 9)
существует окрестность U(x) точки x, состоящая только из обратимых
в R элементов. Поэтому если последовательность {xn} ⊂ N1 сходится
в R к x, то, начиная с некоторого номера n0, все элементы xn (n > n0)
попадут в U(x), а потому будут обратимы в R и в силу условия а)
также обратимы в R1, что невозможно.

б) → в). Очевидно, так как максимальный идеал не содержит обра-
тимых элементов.

в)→ г). Включение Sx ⊂ S1
x для x ∈ R1 выполнено в любых кольцах

R, R1 (R ⊃ R1) с общей единицей, так как если x − λ0e не имеет
обратного в R, то он не имеет обратного и в R1.

Докажем, что S1
x ⊂ Sx. Пусть λ1 ∈ S1

x, т. е. элемент x − λ1e при-
надлежит некоторому одностороннему максимальному идеалуM1 ∈ R1;
так как M1 вместе со своим замыканием M1 по норме |x| не содержит
обратимых в R элементов, то x− λ1e необратим в R, т. е. λ1 ∈ Sx.

г) → а). Пусть x ∈ R1 и в R существует x−1; тогда 0 /∈ Sx = S1
x, т. е.

элемент x обратим в R1.

С л ед с т в и е. Если R, R1 (R ⊃ R1) — винеровская пара, то для
всякого x ∈ R1

r(x) = r1(x),

где r(x), r1(x) — спектральные радиусы элемента x относительно
колец R, R1.

II. Пусть R, R1 (R ⊃ R1) — винеровская пара коммутативных
банаховых колец с общей единицей e и нормами |x|, |x|1 и R1 плотно
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в R по норме |x|. Тогда замыкание всякого собственного идеала
кольца R1 по норме |x| есть собственный идеал в R; замыкание
максимального идеала из R1 есть максимальный идеал в R.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что в силу плотности R1 в R
замыкание I1 собственного идеала I1 ⊂ R1 есть идеал в R. В силу I б)
идеал I1 будет собственным.

Пусть теперь M1 — максимальный идеал кольца R1. Достаточно
доказать, что каждый элемент x из R представим в виде x = λe + y,
где y ∈M1. Поскольку R1 плотно в R, существует последовательность
элементов {xn} ⊂ R1, сходящаяся в R к x, и так как M1 максимален
в R1, то xn = λne + yn, где yn ∈ M1. Последовательность {λn} огра-
ничена, так как в противном случае из нее можно было бы выбрать
подпоследовательность λnm

→ ∞ и в силу ограниченности {xn}

e+
ynm

λnm

=
λnme + ynm

λnm

=
xnm

λnm

→ 0,

т. е. e ∈ M1, что невозможно. Из последовательности {λn} выберем
сходящуюся подпоследовательность λnk

→ λ; xnk
сходится в R к x,

к поэтому ynk
= xnk

− λnk
e сходится в R к y = x − λe ∈ M1, что

и требовалось.

Сделаем следующее простое замечание.
III. Пусть R, R1 (R ⊃ R1) — коммутативные банаховы кольца

с общей единицей e. ЕслиM максимален в R, тоM ∩R1 максимален
в R1.

Это следует из того, что если x ∈ R1 и x = λe + y, где y ∈ M , то
y = x− λe ∈ R1, и поэтому y ∈M ∩R1. В силу произвольности x ∈ R1

отсюда следует, что M ∩R1 максимален в R1.

IV. Пусть R, R1 (R ⊃ R1) — винеровская пара коммутативных
колец с общей единицей e и R1 плотно в R. Тогда для любых
максимальных идеалов M1, M колец R1, R

M1 = M 1 ∩R1, M = M ∩R1,

где черта означает замыкание по норме |x|.
До к а з а т е л ь с т в о. Идеал M1 ∩ R1 является в силу II собствен-

ным (так как в противном случае e ∈ R1 = M 1 ∩ R1) и содержит
максимальный идеал M1, т. е. совпадает с ним.

В силу III идеал M ∩ R1 максимален в R1 и в силу II его замы-

кание M ∩R1 есть максимальный идеал в R, содержащийся в M , т. е.
совпадающий с M .

V. Если R, R1 (R ⊃ R1) — винеровская пара коммутативных
колец с общей единицей e и R1 плотно в R, то пространства
максимальных идеалов M(R) и M(R1) гомеоморфны.
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Док а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим отображение F : M(R1 → M(R)
такое, что F (M1) = M1 = M . Это отображение взаимно однозначно,
так как если F (M1) = F (M ′

1), то

M ′
1 = M

′
1 ∩R1 = F (M ′

1) ∩R1 = F (M1) ∩R1 = M1 ∩R1 = M1.

Покажем, что отображение F непрерывно; тогда в силу V п. 7 § 2
F — гомеоморфизм, так что M(R1) и M(R) гомеоморфны.

Так как R1 плотно в R, то R1 − {e} можно считать системой
образующих кольца R. В силу теоремы 5 п. 4 § 11 окрестности вида
U(M ; y1, . . . , yn; ε), где yk ∈ R1 образуют базу в M(R). Рассмотрим од-
ну из них, и пусть V — окрестность точки M1 в R1, определяемая тем
же набором элементов y1, . . ., yn и тем же ε: V = V (M1; y1, . . . , yn; ε).
КаждомуM ′

1 ∈ V однозначно отвечаетM ′ = M
′
1, и так какM ′ ⊃M ′

1, то
yk(M ′

1) = yk(M ′), потому что yk − yk(M ′
1) e ∈M ′

1 ⊂M ′. Следовательно,
M ′ ⊂ V , т. е.

F (V ) ⊂ U.

8. Функции нескольких элементов кольца; локально аналити-
ческие функции. Теорема 7 п. 6 допускает обобщения на функции
нескольких элементов кольца и на некоторые многозначные аналити-
ческие функции.

Пусть R — коммутативное банахово кольцо с единицей, M —
пространство его максимальных идеалов. Совместным спектром эле-
ментов x1, . . ., xp ∈ R называется множество всех точек {x1(M), . . .
. . . , xp(M)} пространства Cn.

Имеет место
Те о р е м а 8. Для всякой (однозначной) функции f(ζ) = f(ζ1, . . .

. . . , ζp), аналитической на совместном спектре элементов x1, . . .,
xp ∈ R, существует такой элемент x ∈ R, что x(M) = f(x1(M), . . .
. . . , xp(M)) для всех M ∈ M.

Эта теорема дает возможность построить операционное исчисление
над элементами кольца R (подробнее см., например, Гельфанд, Райков
и Шилов [1], § 13).

Пусть теперь f(M) — однозначная непрерывная функция на M

и z ∈ R. Функция f(M) называется локально аналитической функ-
цией от z, если для каждой точки M0 ∈ M существует ее окрестность
V (M0), в которой

f(M) =
∞∑
k=1

ak(M0)[z(M) − z(M0)]
k. (1)

При этом функция f(M) может быть и неоднозначной функцией
от z, так как могут существовать разные точки M1 и M2, в которых
z(M1) = z(M2), но f(M1) �= f(M2), поскольку коэффициенты ak(M1)
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и ak(M2) в разложении (1) могут быть различными. Локально анали-
тическая функция f(M) называется нормально многозначной функ-
цией от z, если каждое множество {M : z(M) = C} есть объединение
конечного числа непересекающихся замкнутых множеств, на каждом
из которых коэффициенты ak(M0) в (1) не зависят от M0. Например,
функция f(M) = ln z = ln z(M), если она однозначна и непрерывна на
M, является нормально многозначной функцией от z. Действительно,

{M : z(M) = C} =
⋃
k

{M : ln z(M) = ln |C| + i argC + 2πik},

0 � argC < 2π,

где в силу непрерывности функции f(M) объединение происходит
только по конечному числу 1) значений k и для данного k коэффициен-
ты ak(M0) разложения вида (1) функции ln |z(M)| + i arg z(M) + 2πik
зависят только от z(M0); следовательно, при фиксированных z(M0) и k
эти коэффициенты не зависят от M0.

Очевидно, этим же свойством обладает любая нормально много-
значная функция f(z) комплексного переменного z. Так называется
(многозначная) функция, все значения f(z0) которой над каждой точ-
кой z0, не являющейся точкой ветвления, различны и изолированы.
Например f(z) = m

√
z нормально многозначна, а f(z) = (1 + z)

√
z не

является нормально многозначной, так как при z = −1 ее значения на
обоих листах римановой поверхности совпадают.

Те о р ем а 9. Если f(M) — локально аналитическая и нормально
многозначная функция от z ∈ R, то существует такой элемент
x ∈ R, что x(M) = f(M) для всех M ∈ M.

В работах Крейна [11] и Гохберга [3] теорема 9 применена к ис-
следованию аналитических функций элементов построенных в этих
работах новых классов банаховых колец. Отметим также применения
теоремы 9 в теории сингулярных интегральных уравнений (см., напри-
мер, Гохберг [2]).

Понятие аналитической функции было перенесено Лорчем [2] на
функции f(x) с областью определения и значений в кольце R. Такие
функции были изучены в работах Лорча [2] и Блюма [1].

Случай кольца, порожденного всеми ограниченными рациональны-
ми функциями от ограниченного линейного оператора в банаховом
пространстве, рассматривался в работе Томита [4].

Понятие аналитической функции нескольких элементов кольца
Валбрук [1] в дальнейшем перенес на полные топологические кольца
с непрерывным обратным.

1) В противном случае f(M) = ln |C|+ i arg C + 2πik → ∞ при k → ∞, что
невозможно в силу непрерывности функции f(M) и бикомнактности простран-
ства M.
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Это понятие Валбрук следующим образом использует для изучения
структуры топологических колец с непрерывным обратным. Спектром
S(x1, x2, . . . , xn) системы элементов x1, x2, . . ., xn ∈ R он называет
совокупность всех таких систем комплексных чисел (λ1, λ2, . . . , λn),
что P (λ1, λ2, . . . , λn) находится в спектре элемента P (x1, x2, . . . , xn)
для всех многочленов P от n переменных. Далее, множество {xα},
α ∈ A, в R он называет системой аналитических образующих коль-
ца R, если каждый элемент x ∈ R есть аналитическая функция конеч-
ного числа элементов xn.

Пусть теперь �(S(xα1
, . . . , xαn

)) — кольцо всех аналитических
функций на S(xα1

, . . . , xαn
), с топологией, определенной аналогично

тому, как это сделано в примере 1 п. 3 § 8, и пусть H — индуктивный
предел колец �(S(xα1

, . . . , xαn
)) 1). Если при этом в H не выполнена

аксиома отделимости, то H заменяется факторкольцом, пополнение
которого, если оно не полно, Валбрук называет кольцом аналитиче-
ских функций на пространстве M максимальных идеалов кольца R,
топологизированном так же, как и в случае нормированного кольца.
Это пространство Валбрук называет спектром кольца R.

Один из основных результатов Валбрука состоит в следующем.
Всякое полное коммутативное кольцо R с непрерывным обрат-

ным изоморфно факторкольцу кольца аналитических функций на
спектре M кольца R по замкнутому идеалу этих функций, равных
нулю на M.

9. Разложение кольца в прямую сумму идеалов. Пусть R —
банахово коммутативное кольцо с единицей, M — пространство его
максимальных идеалов. Кольцо R называется прямой суммой своих
идеалов I1, I2 и обозначается I1 + I2, если 1) I1 ∩ I2 = (0); 2) каждый
элемент x ∈ R можно представить в виде x = x1 + x2, где x1 ∈ I1,
x2 ∈ I2; из условия 1) следует, что такое представление единственно.

Пусть R = I1 + I2 — прямая сумма своих идеалов I1, I2. Применяя
условие 2) к единице e кольца R, получаем: e = e1 + e2, e1 ∈ I1, e2 ∈ I2;
при этом e1e2 ∈ I1 ∩ I2 = (0), так что e1e2 = (0), и потому e1 + e2 =
= e = e2 = e21 + e22, e

2
1 = e1, e

2
2 = e2. Кроме того, eI2 ⊂ I1 ∩ I2 = (0), т. е.

e1I2 = (0), и аналогично e2I1 = (0).
Отсюда легко заключаем, что

I1 = {x ∈ R: e1x = x}, I2 = {x ∈ R: e2x = x}, (1)

следовательно, I1, I2 — замкнутые идеалы и e1, e2 являются единицами
в кольцах I1, I2 соответственно.

1) Пусть {Fα}, α ∈ A, — направленное множество локально выпуклых
пространств, а E — векторное пространство, первоначально без топологии,
и пусть для каждого α дано линейное отображение gα пространства Fα в E,
причем gα(Fα) ⊂ gβ(Fβ) при α < β и ∪gα(Fα) = E. Пространство E с наи-
более сильной локально выпуклой топологией, при которой все функции gα

непрерывны, называется индуктивным пределом пространств Fα.
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Обратно, если в R существуют отличные от нуля элементы e1, e2,
удовлетворяющие условиям e = e1 + e2, e

2
1 = e1, e22 = e2, e1e2 = 0, то,

как легко видеть, равенства (1) определяют замкнутые идеалы I1, I2
в R и R = I1 + I2; последнее непосредственно вытекает из равенства
x = xe = xe1 + xe2.

Так как e21 = e1, e
2
2 = e2, то функции e1(M), e2(M) принимают лишь

значения 0 и 1, причем

e1(M) + e2(M) = 1, e1(M) e2(M) = 0.

Следовательно, положив

F1 = {M : e1(M) = 1}, F2 = {M : e2(M) = 1},
мы получим, что M есть объединение двух непустых замкнутых непе-
ресекающихся множеств F1, F2 и потому несвязно 1).

Поставив в соответствие каждому x ∈ I1 число x(M), M ∈ F1, мы
получим гомоморфизм кольца I1 на поле комплексных чисел, следова-
тельно, идеал M1 кольца I1. Легко видеть, что соответствие M ↔ M1

есть гомеоморфизм F1 на пространство M(I1) максимальных идеалов
кольца I1; аналогично, F2 гомеоморфно пространству M(I2). Таким
образом, если R = I1 + I2, то M есть объединение двух замкнутых
множеств, являющихся пространствами максимальных идеалов ко-
лец I1, I2.

Г. Е. Шилов [18], пользуясь теорией аналитических функций от
нескольких элементов кольца (см. п. 8), доказал, что верно также
обратное утверждение:

Если пространство M несвязно, то R разлагается в прямую
сумму своих идеалов, однозначно определяемых замкнутыми мно-
жествами F1, F2, для которых M = F1 ∪ F2, F1 ∩ F2 = ∅.

Желязко [1] перенес этот результат на кольца R, в которых
|αx| = |α|p|x| (вместо |αx| = |α||x|) для произвольного комплексного α
и произвольного x ∈ R, где 0 < p � 1, p фиксировано.

10. Кольца с радикалом. Структура неполупростых банаховых
коммутативных колец R изучается сравнительно недавно, причем ос-
новным направлением исследований является изучение условий, при
которых известная теорема Веддерберна 2) (о разложении конечномер-
ной комплексной алгебры как линейного пространства в прямую сумму
радикала и подалгебры) переносится на банаховы кольца. Обычно

1) Топологическое пространство называется несвязным, если оно есть объ-
единение двух непустых замкнутых непересекающихся множеств, и связным
в противном случае. Множества F1, F2, определенные в тексте, не пусты,

так как, например, lim
n→∞

n
√|en

1 | = lim
n→∞

n
√|e1| = 1, следовательно, e1, e2 не

принадлежат радикалу кольца.
2) См., например, Джекобсон [1].
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задача ставится так, что подкольцо R̂ и радикал I заданы заранее и R̂
так расширяется до кольца R 1), что I — радикал кольца R и R/I
изоморфно R̂. По-видимому, впервые эти вопросы появились в ста-
тье Ч. Фелдмана [1], который показал на примерах, что существуют
разложимые, но не сильно разложимые 2) кольца. Среди других работ
в этом направлении (см., например, Д. Зелински [1], Ж. Глезер [1])
отметим работы Баде и Кёртиса [1] и Хелемского [1–4]. В статье Баде
и Кёртиса [1] среди прочих результатов доказано, что если радикал I
кольца R конечномерен и функции x(M), отвечающие элементам
факторкольца R/I, образуют все кольцо C(M) (M — пространство
максимальных идеалов R и R(I)), то R как линейное пространство
разлагается в прямую сумму радикала I и подкольца R̂. Тот же ре-
зультат получил независимо и другим путем Хелемский [1], которому
удалось обобщить этот результат на симметричные некоммутативные
кольца R, для которых R/I вполне симметрично (см. § 14, 23). В ра-
ботах Хелемского [1–4] исследованы условия разложимости и сильной
разложимости кольца на подкольцо и радикал и структура некоторых
колец, для которых такая разложимость имеет место.

Приведем некоторые из этих результатов.

I. Пусть R разлагается в прямую сумму его радикала I и под-
кольца R̂. Тогда существует конечное число примарных идеалов 3)

Ĵl, l = 1, . . ., k, кольца R̂, имеющих конечную коразмерность и со-
держащихся в различных максимальных идеалах. При этом I рас-
падается в прямую сумму подколец Is (s = 1, . . ., k) таких, что
IsIs′ = (0) при s �= s′.

Описано, как действуют операторы левого умножения на x ∈ R
в факторпространствах R̂/Ĵl.

II. Пусть lim
n→∞

n2

√
sup

y∈I, |y|=1

|yn| = 0 и R/I = C(Q), где Q — вполне

несвязное бикомпактное пространство, или R/I = I1; тогда R силь-
но разложимо.

Указаны также необходимые и достаточные условия в терминах R̂
сильной разложимости любого кольца R, для которого I конечномерен,

а R̂ = R/I задано. В статье Камовица [1] установлены связи этого
вопроса с группами когомологий кольца.

1) Предполагается, что R содержит единицу.
2) Кольцо R называется сильно разложимым, если существует разложение

R = I + R̂, где подкольцо R̂ замкнуто.
3) Идеал называется примарным, если он содержится только в одном мак-

симальном идеале. Подробно о примарных идеалах см. в п. 7 § 15.
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§ 12. Гомоморфизм и изоморфизм коммутативных
колец

1. Единственность нормы в полупростом кольце. Один из важ-
ных результатов теории коммутативных колец состоит в том, что норма
в полупростом кольце определяется запасом его элементов единствен-
ным образом с точностью до эквивалентности.

Прежде всего докажем следующую лемму.
Л емм а. Пусть R1 — коммутативное кольцо, R — его подкольцо

и пусть в R1 и R заданы нормы |x|1 и |x|, в которых R1 и R
являются банаховыми кольцами. Если M1 и M — пространства
максимальных регулярных идеалов колец R1 и R, то для любого
элемента x ∈ R

max
M1∈M1

|x(M1)| � max
M∈M

|x(M)|. (1)

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть Sx и S1
x — спектры 1) элемента x ∈ R

в кольцах R и R1 соответственно. Очевидно,

Sx ⊃ X1
x. (2)

С другой стороны, Sx есть множество всех значений функции x(M),
M ∈ M, а S1

x — множество всех значений функции x(M1), M1 ∈ M1.
Отсюда и из (2) непосредственно следует неравенство (1).

Те о р ем а 1. Пусть в банаховом коммутативном кольце R с нор-
мой |x| задана вторая норма |x|1 и пусть пополнение R1 кольца R
по норме |x|1 есть полупростое кольцо, тогда |x|1 � C|x| для всех
x ∈ R, где C — некоторая постоянная.

До к а з а т е л ь с т в о. Определим в R новую норму |x|2, положив

|x|2 = max{|x|, |x|1}. (3)

Легко проверить, что |x|2 удовлетворяет всем аксиомам нормы в коль-
це, так что R есть также нормированное кольцо по отношению к нор-
ме |x|2.

Докажем, что R полно по норме |x2.
Пусть {xn} — фундаментальная последовательность из R по норме

|x|2. В силу (3) она также фундаментальна по каждой из норм |x|,
|x|1. Пусть x0 и x′0 — пределы этой последовательности по отношению
к нормам |x| и |x|1 соответственно.

1) Если R — кольцо без единицы, то спектром элемента x ∈ R называется
его спектр в кольце, полученном из R присоединением единицы.
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Докажем, что x′0 = x0; тем самым полнота кольца R по норме |x|2
будет доказана. Применяя предыдущую лемму, имеем при n→ ∞

max
M1∈M1

|x0(M1) − xn(M1)| � max
M∈M

|x0(M) − xn(M)| � |x0 − xn| → 0,

max
M1∈M1

|x′0(M1) − xn(M1)| � |x′0 − xn|1 → 0

(см. I, 7 п. 2 § 11) и потому

x′0(M1) − x(M1) = 0 для всех M1 ∈ M1.

Это означает, что x′0 − x0 принадлежит радикалу кольца R1; в силу
полупростоты кольца R1 отсюда заключаем, что x′0 − x0 = 0.

Итак, R1 полно как относительно нормы |x|, так и относительно
нормы |x|2 � |x|. На основании следствия из теоремы Банаха (см. VII
п. 4 § 4) существует постоянная C такая, что |x|2 � C|x| для всех
x ∈ R. Но тогда в силу (3) также |x|1 � C|x| для всех x ∈ R, и теорема
доказана 1).

С л ед с т в и е 1. Всякий изоморфизм банахова коммутативного
кольца R на плотное подмножество R′

1 полупростого банахова
коммутативного кольца R непрерывен.

До к а з а т е л ь с т в о. Перенося на R′
1 норму из R, получим в R′

1

две нормы, к которым применима теорема 1. Следовательно, если x′

и x — элементы колец R′
1 и R, отвечающие друг другу при данном

изоморфизме, то |x′| � C|x|, где C — некоторая постоянная.

С л е д с т в и е 2. Если полупростые банаховы коммутативные
кольца изоморфны, то они также топологически изоморфны.

Следствие 2 означает, что норма в полупростом банаховом комму-
тативном кольце однозначно, с точностью до эквивалентности, опре-
деляется запасом элементов в этом кольце и его алгебраическими
свойствами.

С л е д с т в и е 3. Всякий автоморфизм (т. е. изоморфизм на са-
мого себя) полупростого банахова коммутативного кольца непре-
рывен.

Следствие 2 было обобщено Риккартом [3] на некоторые некомму-
тативные кольца. В частности, он показал, что во всяком простом
банаховом кольце с единицей норма определяется с точностью до
эквивалентности единственным образом.

По поводу других обобщений результатов этого параграфа см. Юд
[5] и IX п. 2 § 18.

1) Изложенная теорема является обобщением теоремы И.М. Гельфанда [4];
это обобщение принадлежит Г. Е. Шилову [5] и Риккарту [3].
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2. Случай симметричных колец.
Те о р ем а 2. Всякая инволюция в полупростом банаховом ком-

мутативном кольце непрерывна.

До к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через R̂ кольцо, состоящее из
тех же элементов, что и данное кольцо R, с тем же определением
сложения, умножения элементов и нормы, но в котором операция
умножения на число (мы ее обозначаем точкой) определена формулой
λ · x = λx. Очевидно, R̂ — полупростое банахово коммутативное
кольцо и соответствие x→ x∗ есть изоморфизм колец R и R̂; поэтому
достаточно применить следствие 2 п. 1.

§ 13. Кольцевая граница

1. Определение и основные свойства кольцевой границы. Пусть
R — банахово коммутативное кольцо с единицей, а M — пространство
максимальных идеалов кольца R. Замкнутое множество F ⊂ M на-
зывается определяющим, если модуль каждой функции x(M), x ∈ R,
достигает своего максимума в некоторой точке множества F . Очевид-
но, по крайней мере одно определяющее множество существует: всё M.
Определяющее множество называется минимальным, если никакое его
собственное замкнутое подмножество не является определяющим. Ми-
нимальное определяющее множество называется кольцевой границей
пространства M.

Те о р е м а 1. В пространстве максимальных идеалов банахова
коммутативного кольца с единицей существует кольцевая граница
и притом только одна.

До к а з а т е л ь с т в о. Докажем сначала существование кольцевой
границы.

Совокупность {F} всех определяющих множеств, естественным
образом упорядоченная при помощи отношения включения ⊃, есть
частично упорядоченное множество, удовлетворяющее условию леммы
Цорна. Именно, нижней гранью линейно упорядоченной по включению
совокупности {Fα} определяющих множеств будет просто пересечение
всех множеств этой совокупности (непустое ввиду бикомпактности M),
также являющееся определяющим множеством. Действительно, если
x(M) — фиксированная функция (x ∈ R), а Fx — множество всех точек
M ∈ M, в которых ее модуль достигает максимума, то бикомпакт-
ные множества Fx ∩ Fα имеют непустое пересечение, следовательно,
и пересечение Fx с

⋂
α
Fα непусто.

Поэтому в {F} существует минимальный элемент, который и будет
кольцевой границей.

Докажем теперь единственность кольцевой границы. Пусть Γ1

и Γ2 — две кольцевые границы. Докажем, что каждая окрестность
любой точки M1 ∈ Γ1 содержит точки из Γ2. В силу замкнутости
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множества Γ2 отсюда будет следовать, что Γ1 ⊂ Γ2, а значит Γ1 = Γ2,
ибо так же Γ2 ⊂ Γ1.

Итак, пусть U = U(M1; x1, . . . , xn; ε) — произвольная окрестность
из базы окрестностей точки M1 ⊂ Γ1, заданная неравенствами

|xk(M) − xk(M1)| < ε, k = 1, 2, . . . , n.

Заменив элементы xk элементами xk − xk(M1) e, мы можем считать,
что xk ∈M1 и что окрестность U задается неравенствами

|xk(M)| < ε, k = 1, 2, . . . , n. (1)

В кольце R существует функция y = y(M), принимающая максимум
своего модуля

m = max
M∈M

|y(M)|
в Γ ∩ U и остающаяся по модулю меньше m на Γ1 − Γ1 ∩ U ; действи-
тельно, в противном случае множество Γ1 − Γ1 ∩ U было бы опреде-

ляющим вопреки минимальности Γ1. Заменив y на
1

m
y, мы можем,

не нарушая общности, считать m = 1. Далее, заменив, если надо, y
некоторой его степенью yn, мы можем считать, что

|y(M)| < ε

max
1�k�n

|xk| при m ∈ Γ1 − U ∩ Γ1.

В силу (1) тогда всюду на Γ1, а потому и на всем M функции
(xky)(M) = xk(M) y(M), k = 1, 2, . . ., n, по модулю меньше ε:

|xk(M) y(M)| < ε для всех M ∈ M и k = 1, 2, . . . , n. (2)

Так как Γ2 — кольцевая граница, то существует точка M2 ∈ Γ2, на
которой |y(M)| достигает своего максимума m = 1:

|y(M2)| = 1.

Полагая в (2) M = M2, мы получим

|xk(M2)| < ε, k = 1, 2, . . . , n;

следовательно, M2 ⊂ U . В силу сказанного выше отсюда заключаем,
что Γ1 = Γ2, и теорема полностью доказана.

Те о р е м а 2. Максимальный идеал M0 банахова коммутатив-
ного кольца с единицей R тогда и только тогда принадлежит
кольцевой границе Γ, когда для любой окрестности U(M0) точки
M0 существует функция y(M), y ∈ R, модуль которой достигает
своего максимального значения в U(M0) и меньше этого максималь-
ного значения всюду вне U(M0).

До к а з а т е л ь с т в о. Если такой функции y(M) не существует, то
модуль каждой функции y(M), y ∈ R, достигает своего наибольшего
значения в M − U(M0) и потому Γ ⊂ M − U(M0), M0 /∈ Γ; следо-
вательно, условие теоремы необходимо. Обратно, если это условие
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выполнено, то в любой окрестности точки M0 имеются точки границы,
и потому M0 принадлежит границе.

Пр им е р. Пусть A — кольцо всех функций x = x(ζ), регулярных
в круге |ζ| < 1 и непрерывных в круге |ζ| � 1 (пример б) п. 3 § 11).
Пространство M максимальных идеалов кольца A есть круг |ζ| � 1.
В силу принципа максимума модуля кольцевая граница есть окруж-
ность |ζ| = 1.

З а м е ч а н и е. В общем случае кольцевая граница кольца с ко-
нечным числом n образующих может не совпадать с топологической
границей множества в Cn, гомеоморфного пространству максималь-
ных идеалов (см. теорему 6 п. 5 § 11). Примером является кольцо,
получаемое из многочленов P (z1, z2) от двух комплексных переменных
путем замыкания по норме |P | = max

|z1|�1, |z2|�1
|P (z1, z2)|. Подробнее см.

Гельфанд, Райков и Шилов [1], с. 78–79.

2. Расширение максимальных идеалов. Пусть R1 — коммутатив-
ное банахово кольцо с единицей, а R — произвольное коммутативное
банахово кольцо, содержащее R1 в качестве подкольца с той же нор-
мой. Обозначим через M пространство максимальных идеалов кольца
R, а через M1 — пространство максимальных идеалов кольца R1.
Для элемента x кольца R1 можно одновременно рассматривать как
функцию x(M) на M, так и функцию x(M1) на M1. При этом имеет
место следующая

Лемм а. Для любого элемента x ∈ R1

max
M∈M

|x(M)| = max
M1∈M1

|x(M1)|. (1)

Утверждение леммы непосредственно следует из формулы

max
M∈M

|x(M)| = lim
n→∞

n
√
|xn|

(см. IV п. 2 § 11), ибо степени xn содержатся одновременно в R1 и R
и их нормы в R1 и R совпадают.

Мы можем теперь доказать следующую теорему.
Те о р ем а 3. Всякий максимальный идеал кольцевой границы Γ1

кольца R1 расширяется до максимального идеала любого кольца R
с единицей, содержащего R1 в качестве замкнутого подкольца.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть M0 ∈ Γ1 и пусть M0 не содержится
ни в каком максимальном (и потому вообще ни в каком) идеале

кольца R ⊃ R1. Тогда совокупность всех сумм вида
n∑
k=1

xkzk, xk ∈M0,

zk ∈ R, должна совпадать со всем кольцом R; в противном случае эта
совокупность была бы идеалом I в R, содержащим M0. В частности,
одна из сумм такого вида должна быть равной единице e кольца R:

e =
n∑
k=1

xkzk. (2)
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Заменив, если надо, xk, zk на αkxk,
1

αk
zk, можно считать, что

max
M∈M

|xk(M)| � 1. (3)

Обозначим через μ наибольшее из чисел

μk = max
M∈M

|zk(M)|, k = 1, 2, . . . , n, (4)

и рассмотрим окрестность U(M0) точки M0 в M1, определяемую нера-
венствами

|xk(M1)| < 1

2nμ
, k = 1, 2, . . . , n (M1 ∈ M1). (5)

Согласно теореме 2 п. 1 существует функция y(M1) (y ∈ R1), модуль
которой достигает в U(M0) своего наибольшего значения 1 и остается
меньше единицы вне U(M0). Заменив, если надо, элемент y его степе-
нью, мы можем считать, что

|y(M1)| < 1

2nμ
в M1 − U(M0). (6)

Применяя тогда предыдущую лемму и учитывая (2)–(6), имеем

max
M∈M

|y(M)| = max
M∈M

∣∣∣∣∣ n∑
k=1

xk(M) y(M) zk(M)

∣∣∣∣∣ �
� μ

n∑
k=1

max
M∈M

|xk(M) y(M)| =

= μ
n∑
k=1

max
M1∈M1

|xk(M1) y(M1)| < μ · n 1

2nμ
=

1

2
;

с другой стороны, в силу той же леммы,

max
M∈M

|y(M)| = max
M1∈M1

|y(M1)| = 1.

Из полученного противоречия вытекает справедливость теоремы.

Те ор ем а 3′. Пусть R, R1 (R ⊃ R1) — коммутативные банаховы
кольца с общей единицей e и нормами |x|, |x|1. Для того чтобы вся-
кий максимальный идеал кольцевой границы Γ1 кольца R1 расширял-
ся до максимального идеала кольца R, необходимо и достаточно,
чтобы

r(x) = r1(x)

для каждого x ∈ R1.

Доказательство теоремы 3 означает в точности установление до-
статочности условия теоремы 3′. Докажем необходимость. Допустим
противное: пусть существует элемент x ∈ R1 такой, что r1(x) �= r(x).
В силу леммы п. 1 § 12 r1(x) > r(x). Рассмотрим максимальный идеал
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M1 ∈ Γ1 такой, что абсолютная величина функции x(M1), рассмат-
риваемой на M(R1), принимает в точке M1 наибольшее значение
|x(M1)| = r1(x). Пусть M ∈ M(R) — максимальный идеал кольца R,
являющийся расширением M1. Элемент x − x(M1) e ∈ M1 ⊂ M , и по-
этому x(M)− x(M1)e(M) = 0, т. е. x(M) = x(M1), что невозможно, так
как |x(M)| < r(x) < r1(x) = |x(M1)|.

С л е д с т в и е 1. Для того чтобы всякий максимальный идеал
кольца R1 расширялся до максимального идеала кольца R, необходи-
мо, а если пространство максимальных идеалов M(R1) совпадает
с кольцевой границей Γ1 кольца R1, то и достаточно, чтобы кольца
R, R1 образовывали винеровскую пару.

До к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Рассмотрим произвольный
максимальный идеал M1 ∈ R1 и его расширение M . Пусть M 1 —

замыкание M1 в R. Так как M1 ⊂ M , то в силу I п. 7 § 11 кольца R
и R1 образуют винеровскую пару.

Достаточность. Если кольца R и R1 образуют винеровскую пару,
то в силу следствия из I п. 7 § 11 r(x) = r1(x) для всякого x ∈ R1.
По теореме 3′ этого достаточно для расширяемости максимальных
идеалов из Γ1. Но по условию Γ1 = M(R1).

С л ед с т в и е 2. Если замкнутое подкольцо R1 содержит едини-
цу e кольца R и Γ1 = M(R1), то кольца R и R1 образуют винеров-
скую пару.

С л ед с т в и е 3. Если R ⊃ R1, R1 полно по своей норме, содержит
единицу e кольца R и Γ1 = M(R1), то равенство Sx = S1

x для всех
x ∈ R1 равносильно равенству r(x) = r1(x) для всех x ∈ R1.

Те о р ем а 4. Пусть R, R1 (R ⊃ R1) — коммутативные банаховы
кольца с общей единицей и только максимальные идеалы кольцевой
границы Γ1 кольца R1 расширяются до максимальных идеалов коль-
ца R. Для того чтобы кольца R и R1 образовывали винеровскую
пару, необходимо и достаточно, чтобы каждый необратимый в R1

элемент принадлежал некоторому максимальному идеалу кольцевой
границы Γ1.

Док а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Пусть x ∈ R1 и x необратим
в R1. Тогда x необратим в R и потому принадлежит некоторому
максимальному идеалу M ⊂ R, т. е. x ∈ M ∩ R1. В силу III п. 7 § 11
идеал M ∩R1 максимален в R1, и так как его можно расширить до M ,
то M ∩R1 принадлежит кольцевой границе Γ1.

Достаточность. Допустим противное: пусть в R1 существует эле-
мент x, необратимый в R1, но обратимый в R. Так как x ∈ M1, где
M1 ∈ Γ1 и потому расширяется до максимального идеала M ⊂ R, то
x ∈M в противоречие с предположенной обратимостью элемента x в R.
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§ 14. Вполне симметричные коммутативные кольца

1. Определение вполне симметричного кольца. Если R — ком-
мутативное симметричное банахово кольцо с единицей, а M — макси-
мальный идеал в R, то для любого элемента x ∈ R

x = x(M) e+m, m ∈M.

Отсюда
x∗ = x(M) e+m∗. (1)

Очевидно, M∗ (т. е. совокупность всех m∗, где m ∈ M) есть также
максимальный идеал в R; поэтому (1) означает, что

x∗(M∗) = x(M). (2)

Коммутативное симметричное банахово кольцо R с единицей называ-
ется вполне симметричным 1), если x∗(M) = x(M) для всех x ∈ M
и всех M ∈ M.

Коммутативное симметричное банахово кольцо R, содержащее
единицу, вполне симметрично тогда и только тогда, когда все его
максимальные идеалы симметричны.

Действительно, если все максимальные идеалы M симметричны
(M∗ = M), то из (2) заключаем, что x∗(M) = x(M); следовательно,
R вполне симметрично. Обратно, если R вполне симметрично, то из
x(M) = 0 следует x∗(M) = 0, т. е. из x ∈M следует x∗ ∈M . Это озна-
чает, что всякий максимальный идеал M симметричен.

Прим е ры. 1. Кольцо C(T ) всех непрерывных функций на биком-
пактном пространстве T , очевидно, вполне симметрично.

2. КольцоW всех абсолютно сходящихся тригонометрических рядов

x = x(t) =
∞∑

n=−∞
cneint также вполне симметрично.

3. Кольцо A всех функций x(ζ), регулярных в круге |ζ| < 1 и непре-
рывных в круге |ζ| � 1, не является вполне симметричным. Действи-

тельно, функции x(ζ) и x(ζ) могут быть одновременно регулярными
в круге |ζ| � 1 лишь при x(ζ) = const.

Отметим, что в кольце A можно ввести инволюцию, положив
x∗(ζ) = x(ζ); очевидно, все аксиомы инволюции (см. п. 1 § 10) будут
выполнены. Таким образом, A является примером симметричного, но
не вполне симметричного кольца.

1) В литературе вполне симметричные кольца называются часто симметрич-
ными, а симметричные кольца — кольцами с инволюцией.
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2. Критерий вполне симметричности.
Те о р ем а 1. Пусть R — коммутативное банахово кольцо с еди-

ницей и пусть в R определена инволюция x → x∗. Эта инволюция
удовлетворяет условию

x∗(M) = x(M) для всех M ∈ M

тогда и только тогда, когда всякий элемент e+ x∗x имеет обрат-
ный в R.

До к а з а т е л ь с т в о. Необходимость условия очевидна. Действи-
тельно, если R вполне симметрично, то

(e+ x∗x)(M) = 1 + x(M)x(M) � 1,

так что элемент e+ x∗x не обращается в нуль ни на каком максималь-
ном идеале и потому имеет обратный.

Докажем теперь достаточность условия. Пусть всякий элемент
e + x∗x имеет обратный. Докажем сначала, что для всякого эрми-
това элемента x ∈ R будет x(M) = x(M). Для этого достаточно
доказать, что спектр эрмитова элемента x вещественный, т. е. что
(x − (λ + iμ) e)−1, где λ, μ — вещественные числа, существует при

μ �= 0. Положим y =
1

μ
(x− λe); тогда y∗ =

1

μ
(x− λe) и

(x− (λ+ iμ) e)(x− (λ− iμ) e) = (x− λe)2 + μ2e = μ2(e+ y∗y).

По условию, правая, а потому и левая части имеют обратные; следова-
тельно, существует

(x− (λ+ iμ) e)−1 = (x− (λ− iμ) e)[(x− λe)2 + μ2e]−1.

Итак, для эрмитова элемента x доказано, что x(M) вещественно.
Но произвольный элемент x можно представить в виде x = x1 + ix2,
где x1, x2 эрмитовы. Поэтому

x∗(M) = (x1 − ix2)(M) = x1(M) − ix2(M) = x1(M) + ix2(M) = x(M),

чем и завершается доказательство теоремы.

Мы можем теперь дать следующее общее определение вполне
симметричного кольца: симметричное банахово кольцо R с единицей
называется вполне симметричным, если в нем всякий элемент вида
e+ x∗x имеет обратный.

Теорема 1 означает, что в случае к омм у т а т и в н о г о кольца это
второе определение эквивалентно первоначальному.

3. Применение теоремы Стоуна.
Те о р ем а 2. Если R — вполне симметричное коммутативное

кольцо, а M — пространство его максимальных идеалов, то всякая
непрерывная на M функция f(M) есть предел равномерно сходя-
щейся последовательности функций x(M), x ∈ R.
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Док а з а т е л ь с т в о. Обозначим через K совокупность всех ве-
щественных функций x(M), x ∈ R; тогда K — кольцо вещественных
непрерывных функций на бикомпактном пространстве M. Если M1 �=
�= M2, то существует функция x(M) = x1(M) + ix2(M), x, x1, x2 ∈ R
(см. I п. 1 § 10 и I п. 2 § 11), такая, что x(M1) �= x(M2); следовательно,
по крайней мере одна из вещественных функций x1(M), x2(M) ∈ K
принимает различные значения в точках M1 и M2. Но тогда K удовле-
творяет всем условиям теоремы Стоуна (см. п. 10 § 2), и потому всякая
вещественная непрерывная на M функция есть предел равномерно
сходящейся последовательности вещественных функций x(M) ∈ K.
Применяя этот результат к вещественным непрерывным функциям
Re f(M) и Im f(M), убеждаемся в справедливости теоремы.

С л ед с т в и е 1. Если во вполне симметричном кольце R

|x| = max
M∈M

|x(M)|,

то R изометрически изоморфно кольцу C(M) 1).
Действительно, в этом случае функции x(M) образуют полное

кольцо в смысле нормы max
M∈M

|x(M)|, ибо R полно в смысле нормы |x|.
Поэтому всякая функция из C(M), будучи пределом последовательно-
сти функций x(M), x ∈ R, сама должна быть функцией такого вида.

С л ед с т в и е 2. Если во вполне симметричном кольце R

|x2| = |x|2
для всех x ∈ R, то R изометрически изоморфно кольцу C(M).

Действительно, в этом случае

max
M∈M

|x(M)| = lim
n→∞

2n
√
|x2n | = lim

n→∞

2n
√
|x|2n = |x|

и остается применить следствие 1.

Банахово симметричное коммутативное кольцо R без единицы на-
зывается вполне симметричным, если кольцо R1, полученное из R
присоединением единицы e, вполне симметрично.

С л е д с т в и е 3. Если R — вполне симметричное кольцо без
единицы и M — пространство регулярных максимальных идеалов
кольца R, то всякая непрерывная на M функция f(M), равная
нулю на бесконечности, есть предел равномерно сходящейся на M

последовательности функций xn(M), xn ∈ R.

До к а з а т е л ь с т в о. Пространство M можно рассматривать как
локально бикомпактное пространство, которое получается из простран-

1) Напомним, что C(M) есть кольцо всех непрерывных на M функций
с обычным определением действий и с нормой max

M∈M
|x(M)| (см. пример 1

п. 1 § 9).
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ства M1 максимальных идеалов кольца R1 отбрасыванием идеала
M0 = R, играющего роль бесконечно удаленной точки в M1 (см. п. 4
§ 11), а элементы x ∈ R — как функции x(M) на M1, равные нулю
в точке M0.

Пусть f(M) — произвольная непрерывная функция на M1, равная
нулю в точке M0. Согласно теореме 2 существует последовательность
xn ∈ R1 такая, что sup

M1

|f(M) − xn(M)| → 0 при n→ ∞.

Отсюда, так как f(M0) = 0,

|xn(M0)| = |xn(M0) − f(M0)| → 0 при n→ ∞,

поэтому, полагая yn = xn − xn(M0)e, мы получим последовательность
yn ∈ R такую, что sup

M

|yn(M) − f(M)| → 0 при n→ ∞.

4. Кольцевая граница вполне симметричного кольца.
Те о р ем а 3. Кольцевая граница вполне симметричного комму-

тативного кольца совпадает со всем его пространством макси-
мальных идеалов.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть R — вполне симметричное коммута-
тивное кольцо, M — пространство его максимальных идеалов, M0 —
произвольный максимальный идеал кольца R, а f(M) — непрерыв-
ная функция, равная нулю вне заданной окрестности U(M0) точ-
ки M0 и единице в точке M0. Согласно теореме 2 п. 3 существу-
ет функция x(M), x ∈ R, удовлетворяющая на всем M неравенству

|f(M) − x(M)| < 1

3
. Но тогда |x(M)| принимает свое наибольшее

значение только в окрестности U(M0); следовательно, для точки M0

выполнено условие теоремы 2 п. 1 § 13 и M0 принадлежит кольцевой
границе. Ввиду произвольности точки M0 ∈ M заключаем отсюда, что
кольцевая граница совпадает с M.

С л е д с т в и е. Всякий максимальный идеал вполне симметрич-
ного коммутативного кольца R1 расширяется до максимального
идеала любого банахова коммутативного кольца с единицей, содер-
жащего R1 в качестве замкнутого подкольца.

Для доказательства достаточно применить к данному случаю тео-
рему 3 п. 2 § 13.

§ 15. Регулярные кольца

1. Определение регулярного кольца. Семейство � функций на
топологическом пространстве T называется регулярным, если для лю-
бого замкнутого множества F ⊂ T и любой точки t0 /∈ F существует
функция x ∈ � , удовлетворяющая условиям

x(t0) �= 0, x(t) = 0 на F.

9 Наймарк М.А.
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Семейство � называется нормальным, если для любых двух непересе-
кающихся замкнутых множеств F1, F2 ⊂ T существует функция x ∈ � ,
удовлетворяющая условиям

x(t) = 0 на F1, x(t) = 1 на F2.

Банахово кольцо R с единицей называется регулярным, если семейство
всех функций x(M), отвечающих всевозможным элементам x кольца
R, регулярно, и нормальным, если это семейство функций нормально.

Очевидно, всякое нормальное семейство регулярно и потому всякое
нормальное кольцо регулярно. Ниже мы увидим (см. п. 4), что верно
также обратное предложение.

Прим е ры. 1. Кольцо C(T ) всех непрерывных функций на хаусдор-
фовом бикомпактном пространстве T нормально в силу леммы Урысона
(см. II п. 8 § 2), а следовательно, также регулярно.

2. Кольцо Dn(a, b) (пример 3 п. 2 § 11) также регулярно.

3. Кольцо A (пример б) п. 3 § 11) не регулярно. Действительно,
всякая функция x(ζ), регулярная в круге |ζ| < 1 и равная нулю на
некотором открытом множестве этого круга, тождественно равна нулю.

4. КольцоW (см. пример 3 п. 1 § 9) регулярно, так как оно содержит
все периодические с периодом 2π дифференцируемые функции с непре-
рывной производной. По той же причине регулярно кольцо Wm всех

функций x(t1, . . . , tm) =
∞∑

k1=−∞

. . .
∞∑

km=−∞

ck1...km
ei(k1t1+...+kmtm) < ∞,

для которых
∞∑

k1=−i

. . .
∞∑

km=−∞

|ck1...km
| < ∞, с обычным определением

операций и с нормой |x| =
∞∑

k1=−∞

. . .
∞∑

km=−∞

|ck1...km
| (m-мерный аналог

кольца W ).

5. Мак-Киссик [1] построил пример нормального равномерно за-
мкнутого подкольца кольца C(T ), где T — бикомпактно, не совпадаю-
щего с C(T ).

2. Нормальные кольца функций.
I. Пусть � — нормальное семейство функций, заданных на

топологическом пространстве T , образующее кольцо с единицей
по отношению к обычным операциям, и пусть {U1, U2, . . . , Un} —
конечное покрытие пространства T открытыми множествами U1,
. . ., Un. Тогда в � существуют функции x1, . . ., xn, обладающие
следующими свойствами:

1) xk = 0 вне Uk, 0 � xk(t) � 1 (k = 1, 2, . . . , n);
2) x1(t) + x2(t) + . . . + xn(t) = 1.

Док а з а т е л ь с т в о. Докажем предложение индукцией по n. Пусть
сначала n = 2. Тогда замкнутые множества F1 = T − U1, F2 = T − U2

не пересекаются; следовательно, в нормальном семействе � существует
функция x1, 0 � x1(t) � 1, равная нулю на F1 и единице на F2.
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Положив x2 = 1 − x1, мы получим функции x1, x2, удовлетворяющие
условиям 1)–2) при n = 2.

Предположим теперь, что предложение уже доказано для покрытия
n − 1 открытыми множествами. Рассмотрим покрытие n открытыми
множествами U1, U2, . . ., Un−1, Un. Положим F = T − Un. Тогда F
замкнуто и F ⊂ U1 ∪ . . . ∪ Un−1; следовательно, в силу нормальности
T существует такое открытое множество U , что F ⊂ U ⊂ U ⊂ U1 ∪
∪ . . . ∪ Un−1. Положим далее Vk = U ∩ Uk; тогда Vk открыты в U
и {V1, . . . , Vn−1} — покрытие U . Функции семейства F , рассматривае-

мые только на U , также образуют нормальное кольцо; следовательно,
по предположению индукции существуют функции y1, . . ., yn−1 ∈ F ,
удовлетворяющие условиям:

а) yk(t) = 0 на U − Vk, 0 � yk(t) � 1, k = 1, . . . , n− 1;
б) y1(t) + . . . + yn−1(t) = 1 на U .
С другой стороны, открытые множества U и Un образуют покры-

тие T ; поэтому существуют функции x, xn, удовлетворяющие усло-
виям:

а′) x(t) = 0 на T − U , xn(t) = 0 на T − Un;
б′) x(t) + xn(t) = 1 на T ;
в′) 0 � x(t) � 1, 0 � xn(t) � 1.

Положив
xk = ykx, k = 1, . . . , n− 1,

и учитывая условия а), б) и а′), б′), в′), мы получим функции x1, . . .
. . . , xn, удовлетворяющие условиям 1), 2).

Функции x1, . . ., xn семейства � , удовлетворяющие условиям 1),
2), мы будем называть разбиением единицы, отвечающим покрытию
{U1, . . . , Un}.

Если, в частности, � есть кольцо C(T ) всех непрерывных функций
на хаусдорфовом бикомпактном пространстве T , то условия предложе-
ния 1 выполнены (см. пример 1, п. 1). Поэтому имеет место

II. Если {U1, . . . , Un} — конечное покрытие хаусдорфова биком-
пактного пространства T открытыми множествами U1, . . ., Un, то
существуют непрерывные функции x1, x2, . . ., xn, удовлетворяющие
условиям:

1) xk(t) = 0 вне Uk, k = 1, 2, . . ., n;
2) x1(t) + . . . + xn(t) = 1.
Пусть � — некоторое семейство функций, определенных на тополо-

гическом пространстве T . Функция y, определенная на T , называется
локально принадлежащей семейству � в точке τ ∈ T , если существу-
ют функция xτ ∈ � и окрестность U(τ ) точки τ такие, что y(t) = xτ (t)
для всех t ∈ U(τ ). Функция y называется локально принадлежащей
семейству � , если она локально принадлежит � в каждой точке τ ∈ T .

Пусть теперь R — коммутативное банахово кольцо с единицей,
M — его пространство максимальных идеалов, I — идеал кольца R.
Будем говорить, что функция f(M), заданная на M, принадлежит (или

9*
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локально принадлежит) кольцу R или его идеалу I, если f(M) при-
надлежит (соответственно локально принадлежит) семейству функций
{x(M): x ∈ R} или {x(M): x ∈ I}.

Те о р е м а 1. Пусть � — нормальное семейство функций на
хаусдорфовом бикомпактном пространстве T , образующее кольцо
с единицей по отношению к обычным операциям. Если функция y,
определенная на T , локально принадлежит � , то y содержится в � ;
при этом y принадлежит идеалу, порожденному функциями xτ .

До к а з а т е л ь с т в о. По условию, каждой точке τ ∈ T отвечают
xτ ∈ � и U(τ ) такие, что

y(t) = xτ (t) в U(τ ).

Окрестности U(τ ) образуют покрытие пространства T , содержащее
в силу бикомпактности T конечное покрытие U(τ1), . . ., U(τn). Пусть
{y1, . . . , yn} — разбиение единицы, отвечающее этому покрытию и со-
ставленное из функций y1, . . ., yn ∈ � . Тогда

yyk = xτk
yk, (1)

ибо y(t) = xτk
(t) в U(τk) и yk(t) = 0 вне U(τk); поэтому также y =

= yy1 + . . . + yyn ∈ � . При этом в силу (1) y принадлежит идеалу,
порожденному функциями xτ .

3. Структурное пространство кольца. Пусть Δ — произвольное
множество примитивных 1) замкнутых двусторонних идеалов, вообще
говоря, некоммутативного банахова кольца R с единицей. Условимся
называть ядром множества Δ и обозначать через k(Δ) пересечение
всех идеалов множества Δ; очевидно, k(Δ) — двусторонний идеал в R.
Далее, пусть I — двусторонний идеал в R; условимся называть оболоч-
кой идеала I и обозначать через h(I) совокупность всех примитивных
замкнутых двусторонних идеалов, содержащих I. Очевидно,

Δ ⊂ hk(Δ), I ⊂ kh(I). (1)

Обозначим через M совокупность всех примитивных замкнутых дву-
сторонних идеалов кольца R; определим в M операцию замыкания 2),
положив Δ = hk(Δ), если Δ �= ∅, и ∅ = ∅. Аксиомы замыкания (см.
п. 3 § 2) будут тогда выполнены. Действительно, из самого определения

операции замыкания очевидно, что Δ ∈ Δ, Δ = Δ, ∅ = ∅; поэтому
в доказательстве нуждается только соотношение Δ1 ∪ Δ2 = Δ1 ∪ Δ2.

Пусть I ∈ Δ1 ∪ Δ2, например I ∈ Δ1. Тогда I ⊃ k(Δ1), следователь-
но, подавно I ⊃ k(Δ1 ∪ Δ2); но это означает, что I ∈ hk(Δ1 ∪ Δ2) =
= Δ1 ∪ Δ2. Таким образом, Δ1 ∪ Δ2 ⊂ Δ1 ∪ Δ2 и остается доказать
обратное включение.

1) См. п. 7 § 7.
2) См. п. 3 § 2, с. 40.
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Пусть I — примитивный замкнутый двусторонний идеал, и пусть
I /∈ Δ1 ∪ Δ2; тогда I �⊃ k(Δ1), I �⊃ k(Δ2). Факторкольцо R/I примитив-
но, следовательно, J1J2 �= (0) для любых двух двусторонних идеалов
J1 �= (0), J2 �= (0) в R/I (см. III п. 7 § 7). Это, в частности, справедливо
для образов J1, J2 идеалов k(Δ1) + I, k(Δ2) + I при естественном
гомоморфизме R → R/I, ибо в силу соотношений k(Δ1) + I � I,
k(Δ2) + I � I мы имеем: J1 �= (0), J2 �= (0). Но соотношение J1J2 �= (0)
означает, что k(Δ1) k(Δ2) �⊂ I, так что подавно k(Δ1 ∪ Δ2) �⊂ I [ибо
k(Δ1) k(Δ2) ⊂ k(Δ1) ∩ k(Δ2)]. А это означает, что I /∈ Δ1 ∪ Δ2.

Итак, операция замыкания Δ = hk(Δ) удовлетворяет требуемым
аксиомам; в определенной ею топологии M становится (вообще гово-
ря, не хаусдорфовым) топологическим пространством; оно называется
структурным пространством кольца R и обозначается Ms.

Легко видеть, что в случае коммутативного банахова кольца R
с единицей замкнутый идеал в R примитивен тогда и только
тогда, когда он максимален. Действительно, в этом случае макси-
мальный левый идеал M1 совпадает с двусторонним максимальным
идеалом M и факторкольцо R/M изоморфно полю комплексных чисел
(теорема 1 п. 1 § 11). С другой стороны, если R примитивно, то отоб-
ражение x → Ax̂ кольца R на R/M должно быть изоморфизмом при
некотором M (см. п. 7 § 7); следовательно, R должно быть изоморфно
полю комплексных чисел. Поэтому если I — замкнутый примитивный
идеал в уже непримитивном R, то, будучи примитивным, R/I по
только что доказанному изоморфно полю комплексных чисел; в силу II
п. 1 § 11 это возможно лишь тогда, когда I — максимальный идеал.
Обратное утверждение очевидно. Таким образом, в случае к омм у т а-
т и в н о г о кольца пространство Ms состоит из тех же элементов, что
и пространство M максимальных идеалов; но топология в Ms, вообще
говоря, не совпадает с топологией в M.

I. Пусть R — банахово коммутативное кольцо с единицей. Тогда
топология в Ms мажорируется топологией в M. Эти топологии
совпадают тогда и только тогда, когда R регулярно.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть I — идеал кольца R, и пусть M2 —
совокупность всех максимальных идеалов кольца R, содержащих дан-
ный элемент x; Mx как совокупность всех точек M , на которых об-
ращается в нуль непрерывная функция x(M), замкнуто в M. Поэтому
h(I) =

⋂
x∈I

Mx также замкнуто в M. В частности, hk(Δ) замкнуто в M,

а значит, содержит замыкание Δ множества Δ в M. Следовательно,
топология в Ms мажорируется топологией в M. Топологии в Ms и M

совпадают тогда и только тогда, когда для любого замкнутого в M

множества Δ
Δ = hk(Δ) =

⋂
x∈k(Δ)

Mx.
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В силу (1) это имеет место тогда и только тогда, когда при m0 /∈ Δ
также M0 /∈

⋂
x∈k(Δ)

Mx, т. е. M0 /∈ Mx0
по крайней мере при одном x0 ∈

∈ k(Δ). Но это означает, что x0(M0) �= 0 и x0(M) = 0 на Δ, т. е. что R
регулярно.

Предыдущие рассуждения применимы также к произвольному коль-
цу R (вообще не всех) непрерывных функций на топологическом про-
странстве T . В этом случае T есть вообще часть множества M всех
максимальных идеалов кольца R. Обозначая через Ts множество T ,
рассматриваемое как топологическое подпространство в Ms, и повто-
ряя рассуждение, проведенное в доказательстве предложения I, мы
приходим к следующему результату.

II. Пусть R — кольцо непрерывных функций на топологиче-
ском пространстве T , содержащее единицу. Тогда топология в Ts
мажорируется топологией в T . Эти топологии совпадают тогда
и только тогда, когда R есть регулярное семейство функций.

4. Свойства регулярных колец.
I. Кольцевая граница регулярного кольца R совпадает с про-

странством M всех его максимальных идеалов.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть M0 ∈ M и U(M0) — произвольная
окрестность идеала M0. По определению регулярного кольца, в R
существует функция x(M), равная нулю вне U(M0) и единице в M0 и,
следовательно, принимающая максимум своего модуля только в U(M0).
Согласно теореме 2 п. 1 § 13 отсюда вытекает, что M0 принадлежит
кольцевой границе. Следовательно, кольцевая граница совпадает с M.

II. Пусть R — регулярное кольцо, а F — замкнутое множество
в пространстве M его максимальных идеалов. Тогда F есть про-
странство максимальных идеалов факторкольца RF = R/k(F ).

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть x̂ ∈ RF и x — представитель клас-
са x̂; положим для M ∈ F

x̂(M) = x(M).

Это определение не зависит от выбора представителя x ∈ x̂. Дей-
ствительно, если также x′ ∈ x̂, то x′ − x ∈ k(F ), и потому x′(M) −
− x(M) = 0 при M ∈ F . Таким образом, при M ∈ F соответствие
x̂→ x̂(M) определяет гомоморфизм кольца RF на поле комплексных
чисел, следовательно, определяет некоторый максимальный идеал M̂
кольца RF . Этот максимальный идеал M̂ поставим в соответствие
идеалу M . Очевидно, тогда

x̂(M̂) = x̂(M) = x(M).

Соответствие M → M̂, таким образом установленное, взаимно одно-
значно. Действительно, если M1 �= M2, M1, M2 ∈ F , то в R существует
функция x(M) такая, что x(M1) �= x(M2); если x̂ — класс вычетов по



§ 15. Регулярные кольца 263

k(F ), содержащий x, то x̂(M1̂ ) = x(M1), x̂(M2̂ ) = x(M2), и потому
также x̂(M1̂ ) �= x̂(M2̂ ); следовательно, M1̂ �= M2̂ .

Докажем теперь, что соответствие M → M̂ отображает F на
пространство M̂ всех максимальных идеалов кольца R/k(F ). Всякий
идеал M0̂ определяет гомоморфизм кольца R/k(F ), а значит и коль-
ца R на поле комплексных чисел; следовательно, M0̂ определяет идеал
M0 ∈ M такой, что

x̂(M0̂ ) = x(M0) при x ∈ x̂.
При этом M0 ∈ F ; действительно, в противном случае в кольце R
(в силу его регулярности) существовала бы функция x(M), удовлетво-
ряющая условиям

x(M0) = 1, x(M) = 0 на F ;

но тогда мы имели бы x ∈ k(F ) и x̂ = 0, а это противоречило бы
равенству

x̂(M0̂ ) = x(M0) = 1.

Таким образом, соответствие M → M̂ взаимно однозначно отобра-
жает F на M̂ и переводит непрерывные функции x(M), M ∈ F ,
в непрерывные функции x̂(M̂), x̂ ∈ R/k(F ). Так как F бикомпакт-
но, то на основании теоремы 3 п. 3 § 11 соответствие M → M̂ есть
гомеоморфизм, и потому можно отождествить M̂ с F .

Те о р ем а 2. Пусть I — идеал регулярного кольца R. Тогда для
любого замкнутого множества F в M, не пересекающегося с h(I),
существует функция x(M), принадлежащая идеалу I и равная еди-
нице на F .

До к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим факторкольцо R/k(F ). В силу II
F есть пространство максимальных идеалов кольца R/k(F ). Пусть
I ′ — образ идеала I при естественном гомоморфизме R → R/k(F ).
Докажем, что I ′ = R/k(F ). Действительно, в противном случае I ′

есть идеал в R/k(F ) и потому содержится в некотором максимальном
идеале M̂ кольца R/k(F ). Но тогда I содержится в некотором идеале
M ∈ F , что невозможно, ибо по условию h(I) и F не пересекают-
ся. Следовательно, I ′ = R/k(F ); в частности, I ′ содержит единицу
ê кольца R/k(F ). Это означает, что идеал I содержит элемент x0,
переходящий в ê при гомоморфизме R → R/k(F ). Но e также отоб-
ражается в ê при гомоморфизме R→ R/k(F ). Поэтому x0 − e ∈ k(F ).
Это означает, что x0(M) − 1 = 0 на F и, следовательно, x0(M) = 1
на F .

С л ед с т в и е. Всякое регулярное кольцо нормально.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть F1, F2 — непересекающиеся замкнутые
множества в M. Применяя предыдущую теорему к идеалу I = k(F1)
и множеству F = F2, получим функцию x0(M), равную нулю на F1

и единице на F2.
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Комбинируя теперь это следствие с теоремой 1 п. 2, мы приходим
к следующему результату.

Те о р е м а 3. Пусть R — регулярное кольцо, а y(M) — функция,
определенная на пространстве M максимальных идеалов кольца R.
Если тогда y(M) локально принадлежит кольцу всех функций x(M),
x ∈ R, то существует элемент x ∈ R такой, что x(M) = y(M) для
всех M ∈ M.

При этом y(M) принадлежит идеалу, порожденному функциями
xτ (M), τ ∈ M, с которыми локально совпадает y(M).

До сих пор не выяснено, справедливо ли утверждение этой теоремы
без условия регулярности кольца R.

Из теоремы 3 вытекает следующий результат Винера [1].
Пусть x — периодическая с периодом 2π функция. Если в неко-

торой окрестности каждой точки t0, −∞ < t0 < ∞, функция x
совпадает с функцией yt0 , разлагающейся в абсолютно сходящийся
ряд Фурье, то и x разлагается в абсолютно сходящийся ряд Фурье.

Действительно, условие теоремы означает, что x локально при-
надлежит регулярному кольцу W в каждой точке его пространства
максимальных идеалов; поэтому x ∈W на основании теоремы 3.

Другим следствием теоремы 3 является
Те о р ем а 3′. Пусть на пространстве M максимальных идеалов

регулярного кольца R задана функция f(M), которая в некоторой
окрестности U каждой точки M0 ∈ M совпадает с аналитической
функцией какого-либо элемента x0 ∈ R (вообще говоря, зависящего
от M0 и U). Тогда существует такой элемент x ∈ R, что x(M) =
= f(M) для всех M ∈ M.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть V — такая окрестность точки M0, что
V ⊂ U , и пусть I = k(V ). Тогда V — пространство максимальных
идеалов кольца R/I и по теореме 7 п. 6 § 11 сужение функции f(M)
на V есть элемент кольца R/I. Поскольку это верно для некоторой
окрестности любой точки M0 ∈ M, f(M) локально принадлежит коль-
цу R, и утверждение теоремы следует из теоремы 3.

Очевидно, утверждение теоремы 3 остается справедливым, если
заменить данное регулярное кольцо некоторым идеалом в нем; следо-
вательно, справедлива

Те о р е м а 3′′. Пусть R — регулярное кольцо, I — идеал в R,
а y(M) — функция, определенная на пространстве M максималь-
ных идеалов кольца R. Если тогда y(M) локально принадлежит
идеалу I, то существует элемент x ∈ I такой, что x(M) = y(M)
для всех M ∈ M.

Условие теоремы 3′′ можно ослабить, если воспользоваться следу-
ющим предложением:

III. Если I — идеал в регулярном кольце R и y — элемент этого
кольца, то функция y(M) локально принадлежит I в каждой точке
из M − h(I) и в каждой внутренней точке множества h(y).
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Док а з а т е л ь с т в о. Если M0 /∈ hI, то существует окрестность
U(M0), замыкание которой не пересекается с h(I); следовательно, по
теореме 2 существует принадлежащая идеалу I функция x0(M), равная
единице в окрестности U(M0) точки M0. Тогда y(M)x0(M) = y(M)
в U(M0) и yx0 ∈ I; следовательно, полагая xM0

(M) = y(M)x0(M),
мы видим, что y(M) локально принадлежит I в точке M0. Если же
U(M0) ⊂ h(y), то y(M) = 0 в U(M0); полагая xM0

(M) ≡ 0, мы снова
видим, что y(M) локально принадлежит I в точке M0.

Таким образом, утверждение теоремы 3′′ остается справедли-
вым, если y(M) — элемент кольца R, локально принадлежащий иде-
алу I в каждой точке множества h(I), не являющейся внутренней
точкой множества h(y).

Пусть Δ — какое-нибудь множество идеалов кольца R. Идеал I ∈ Δ
называется минимальным в Δ, если в множестве Δ нет идеала �= I,
содержащегося в I.

Те о р е м а 4. Пусть F — замкнутое множество в простран-
стве M максимальных идеалов полупростого регулярного кольца R
и пусть I0(F ) — совокупность всех x ∈ R, для которых функция
x(M) равна нулю на открытом множестве, содержащем F (каждая
на своем). Тогда I0(F ) — минимальный среди всех идеалов I коль-
ца R, удовлетворяющих условию h(I) = F .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, nI0(F ) ⊃ F . С другой стороны,
если M0 /∈ F , то существуют открытое множество U ⊃ F , не содержа-
щее M0, и функция x0(M), x0 ∈ R, равная единице в M0 и нулю на U ;
следовательно, также M0 /∈ hI)(F ). Поэтому

hI0(F ) = F. (1)

Пусть теперь I — произвольный идеал, удовлетворяющий условию
h(I) = F ; докажем, что I ⊃ I0(F ). Пусть y ∈ I0(F ) и y(M) = 0 на
открытом множестве U ⊃ F . Замкнутые множества F и M−U не пере-
секаются, и потому (теорема 2) существует принадлежащая I функция
z(M), z ∈ R, равная единице на M − U . Тогда y(M) − y(M) z(M) ≡ 0
и так как R — полупростое кольцо, то y = yz ∈ I. Следовательно,
I ⊃ I0(F ), и теорема доказана.

IV. Идеал I0(F ) есть минимальный среди замкнутых идеалов I
полупростого регулярного кольца R, удовлетворяющих условию
h(I) = F . Он состоит из всех x ∈ R, для которых существует
последовательность xn ∈ R, удовлетворяющая условиям:

1) lim
n→∞

|xn| = 0;

2) xn(M) = x(M) на некотором открытом множестве Un ⊃ F .

До к а з а т е л ь с т в о. В силу (1), hI0(F ) = F . С другой стороны,
пусть I — замкнутый идеал, удовлетворяющий условию h(I) = F .
Тогда I0(F ) ⊂ I и потому I0(F ) ⊂ I. Следовательно, I0(F ) — мини-
мальный среди замкнутых идеалов I, для которых h(I) = F .
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Пусть теперь x ∈ I0(F ), т. е. x = lim
n→∞

yn, где yn ∈ I0(F ). То-

гда yn(M) = 0 на некотором открытом множестве Un ⊃ F ; следо-
вательно, функция xn(M) = x(M) − yn(M) совпадает с x(M) в Un
и lim
n→∞

|xn| = 0, так что условия 1), 2) выполняются. Обратно, если

для некоторой последовательности xn ∈ R выполняются эти условия,
то yn(M) = x(M) − xn(M) = 0 на Un и потому yn ∈ I0(F ). Но тогда

x = lim
n→∞

yn ∈ I0(F ), и предложение IV доказано.

Напомним (см. п. 10 § 11), что идеал I банахова кольца .R с едини-
цей называется примарным, если он содержится только в одном мак-
симальном идеале этого кольца. Полагая в предложении IV F = {M0},
мы получим минимальный замкнутый идеал I0(M0), удовлетворяющий
условию hI0(M0) = M0. Другими словами:

V. Для каждого максимального идеала полупростого регуляр-
ного кольца существует минимальный среди содержащихся в нем
замкнутых примарных идеалов.

Будем говорить, что банахово коммутативное кольцо R с единицей
удовлетворяет условию (D), если для каждого M0 ∈ M и каждого
x ∈M0 существует последовательность xn ∈ R такая, что:

1) xn(M) = 0 в некоторой окрестности Un(M0);
2) xxn → x при n→ ∞.
Те о р е м а 5 1) (Г . Е . Ши л о в [5]). Пусть R — полупростое

регулярное кольцо, удовлетворяющее условию (D), и пусть I —
замкнутый идеал кольца R. Тогда I содержит всякий элемент x из
kh(I), для которого пересечение границы h(x) с h(I) не содержит
непустого совершенного множества.

До к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через Δ совокупность всех мак-
симальных идеалов M , в которых x(M) локально не принадлежит I.
Докажем, что Δ — совершенное множество. Очевидно, Δ замкнуто
и в силу III Δ ⊂ h(I). Предположим, что оно имеет изолирован-
ную точку M0; пусть U — окрестность точки M0, в каждой точке
M �= M0 замыкания U которой x(M) локально принадлежит I. Так как
M0 ∈ Δ ⊂ h(I) и x ∈ kh(I), то x ∈ M0. Но тогда согласно условию
(D) существует последовательность yn ∈ R такая, что ynx → x при
n → ∞ и yn(M) = 0 в некоторой окрестности Un(M0). Пусть z —
элемент кольца R такой, что z(M) = 0 в M−U и z(M) = 1 в некоторой
окрестности V (M0) ⊂ U . Тогда ynxz локально принадлежит идеалу I
в каждой точке M ∈ M, и поэтому ynxz ∈ I (см. теорему 3′′). Так как
I замкнут и ynx→ x, то также xz ∈ I и, следовательно, x(M) локально
принадлежит I в точке M0. Полученное противоречие показывает, что
Δ совершенно. В силу III Δ содержится в пересечении h(I) с границей
множеств h(x); в силу условия теоремы отсюда заключаем, что Δ —

1) Эта теорема является обобщением одной леммы В.А. Диткина [1].



§ 15. Регулярные кольца 267

пустое множество, т. е. x локально принадлежит идеалу I, и потому
x ∈ I.

5. Случай кольца без единицы. Предыдущие результаты легко
переносятся на кольца без единицы. При этом роль M играет локально
бикомпактное пространство максимальных регулярных идеалов коль-
ца R с присоединенной к нему бесконечно удаленной точкой M∞ и все
функции x(M), x ∈ R, обращаются в нуль в точке M∞. Поэтому во
всех предыдущих определениях и теоремах точка M∞ должна исклю-
чаться каждый раз, когда речь идет о значениях x(M) �= 0, в частности,
о значениях x(M) = 1. Мы предоставляем читателю подробные форму-
лировки и выводы (см. по этому поводу Люмис [2]). Отметим только
такое следствие из теоремы 4 п. 4:

С л ед с т в и е. Пусть R — регулярное полупростое кольцо такое,
что множество R′ всех элементов x, для которых x(M) обращается
в нуль вне некоторого бикомпактного множества в M−M∞ (своего
для каждой функции x(M)), плотно в R. Тогда всякий замкнутый
идеал I в R содержится в некотором максимальном регулярном
идеале.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное: пусть некоторый
замкнутый идеал I не содержится ни в каком максимальном регу-
лярном идеале. Тогда h(I) есть пустое множество. Но, кроме того,
h(R′) — также пустое множество, ибо R′ плотно в R; в силу теоремы
4 п. 4 R′ — минимальный среди идеалов I ′, для которых h(I ′) пусто.
Следовательно, I ⊃ R′; так как R′ плотно в R и I замкнут, то отсюда
I = R вопреки условию, что I — идеал.

6. Достаточное условие регулярности кольца. Отметим еще сле-
дующее условие регулярности (доказательство см. Шилов [5]): если
R — банахово кольцо с единицей и с вещественными 1) образующими
и если выполнено условие

∞∫
−∞

ln |eitz| dt

1 + t2
<∞

для каждой из этих образующих z, то R регулярно.
Мы не касались в этом параграфе приложений изложенной теории

регулярных колец. Эти приложения нам удобно будет рассмотреть
ниже в п. 8 § 31.

7. Примарные идеалы. Напомним (см. п. 10 § 11), что идеал I
банахова кольца R с единицей называется примарным, если он содер-
жится только в одном максимальном идеале кольца R. Само кольцо R
называется примарным, если оно обладает лишь одним максимальным

1) Элемент x кольца R называется вещественным, если соответствующая
функция x(M) вещественна для всех M ∈ M.
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идеалом. В кольце всех функций {x(M): x ∈ R} примерные идеалы I
характеризуются тем, что множество {M : x(M) = 0 для всех x ∈ I}
состоит из одной точки. Поэтому если I — замкнутый примарный
идеал, то R/I примарно.

Пусть теперь R регулярно. Согласно IV п. 4 для каждого макси-
мального идеала M0 (в данном случае F = {M0}) существует наимень-
ший замкнутый примарный идеал I(M0). При этом x ∈ I(M0) тогда
и только тогда, когда существует такая последовательность xn ∈ R, что
xn → 0 и x(M) = xn(M) в некоторой окрестности точки M0.

Более общие условия существования минимальных примерных иде-
алов в необязательно регулярном кольце получены Гельфандом [5] (см.
также Коренблюм [3]).

Пр и м е р. Найдем минимальные замкнутые примарные идеалы
кольца Dm(a, b) (см. пример 3 п. 2 § 11). Пусть J — совокупность всех
x ∈ Dm(a, b), равных нулю при t = t0, t0 ∈ [a, b], вместе со всеми их
производными до порядка m включительно. Очевидно, J — замкнутый
примарный идеал в Dm(a, b). Докажем, что J минимален. Пусть x ∈ J
и пусть функция h ∈ Dm(a, b) равна единице в некоторой окрестности
точки t0 и равна нулю вне некоторой другой окрестности |t − t0| � c
точки t0. Положим

hν(t) =

{
h(ν(t− t0)) при t ∈ [a, b] и ν(t− t0) = [a, b],

0 при t ∈ [a, b] и ν(t− t0) /∈ [a, b],

и A = sup
0�t�1
0�k�m

|h(k)(t)|. Тогда |h(k)
ν (t)| � νkA; кроме того, последо-

вательным интегрированием находим, что на отрезке |t − t0| � ρ
|x(r)(t)| = o(ρm−r). Отсюда и из формулы Лейбница следует 1), что

|(hνx)(q)| = o
(

1

νm−q

)
, и потому lim

ν→∞
‖hνx‖ = 0. В силу IV п. 4 x при-

надлежит минимальному замкнутому примарному идеалу, отвечающе-
му точке t0, следовательно, I совпадает с этим минимальным примар-
ным идеалом. Легко также показать, что Dm/I конечномерно и изо-
морфно кольцу многочленов степени � m (с отбрасыванием слагае-
мых степени > m, если они получаются при умножении). Аналогич-
ный результат имеет место для колец Dm(G) функций x(t1, . . . , tm),
(t1, . . . , tm) ∈ G, обладающих частными производными до m-го поряд-
ка включительно в замкнутой области G ⊂ Rm.

1) Так как hν(t) = 0 при |t − t0| � c, то в оценках для x(r)(t) можно

положить ρ =
c

ν
.
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§ 16. Вполне регулярные коммутативные кольца

1. Определение и простейшие свойства вполне регулярного
кольца. Пусть R — симметричное кольцо (не обязательно коммутатив-
ное). Норма |x| в кольце R называется вполне регулярной, если

|x∗x| = |x|2 для всех x ∈ R. (1)

Если |x| — вполне регулярная норма, то из соотношений

|x|2 = |x∗x| � |x||x∗|
мы заключаем, что |x| � |x∗|, и, заменив x на x∗, что также |x∗| � |x|.
Поэтому |x∗| = |x|, т. е. всякое кольцо с вполне регулярной нормой
есть нормированное симметричное кольцо (см. п. 3 § 10). Нормиро-
ванное симметричное кольцо называется вполне регулярным 1), если
его норма вполне регулярна. Очевидно, всякое симметричное подколь-
цо вполне регулярного кольца также вполне регулярно.

I. Пополнение вполне регулярного кольца вполне регулярно.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть R̃ — пополнение вполне регулярного
кольца R. Если x ∈ R̃, то существует последовательность xn ∈ R такая,
что |x− xn| → 0 и, следовательно, |x∗ − x∗n| → 0 при n→ ∞. Поэтому,
переходя в равенстве |x∗nxn| = |xn|2 к пределу, получим |x∗x| = |x|2.

II. Если R — вполне регулярное кольцо, то

|x| = sup
y �=0

|xy|
|y| .

Действительно, из неравенства |xy| � |x||y| следует, что
|xy|
|y| � |x|,

причем в силу (1) знак равенства достигается при y = x∗.
III. Пусть R — вполне регулярное кольцо без единицы (не обя-

зательно коммутативное), а R1 — кольцо, полученное из R при-
соединением единицы. Тогда вполне регулярную норму в R можно
продолжить до вполне регулярной нормы в R1 и притом так, что
если R — полное кольцо, то и R1 будет полным кольцом.

До к а з а т е л ь с т в о. Определим норму в R1 формулой

|λe+ x| = sup
y �=0

|λy + xy|
|y| . (2)

1) Полные вполне регулярные кольца называются в зарубежной литературе
C∗-алгебрами.
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Тогда |λe + x| будет нормой оператора в R, именно, нормой оператора
умножения слева на λe + x. Поэтому |λe + x| удовлетворяет всем
аксиомам нормы в кольце.

Докажем, что эта норма вполне регулярна.
Пусть c — произвольное положительное число, меньшее единицы.

В силу (2) существует элемент y ∈ R такой, что

|y| = 1 и c|λe+ x| < |λy + xy|.
Тогда

c2|λe+ x|2 <
< |λy + xy|2 = |(λy + xy)∗(λy + xy)| = |y∗(λe+ x)∗(λe+ x) y| �

� |y∗||(λe+ x)∗(λe+ x) y| = |((λe+ x)∗(λe+ x)) y| �

� |(λe+ x)∗(λe+ x)|,
так что

c2|λe+ x|2 � |(λe+ x)∗(λe+ x)|.
Ввиду произвольности числа c, 0 < c < 1, отсюда

|λe+ x|2 � |(λe+ x)∗(λe+ x)|. (3)

С другой стороны, согласно свойству нормы в кольце

|(λe+ x)∗(λe+ x)| � |(λe+ x)∗||λe+ x|.
Следовательно, |λe + x| � |(λe + x)∗|. Заменив здесь λe + x на
(λe+ x)∗, получим, что |(λe+ x)∗| = |λe+ x|. Следовательно.

|(λe+ x)∗(λe+ x)| � |(λe+ x)∗||λe+ x| = |λe+ x|2,
и сравнение с (3) дает

|λe+ x|2 = |(λe+ x)∗(λe+ x)|.
Предположим теперь, что R полно. Докажем, что по введенной

нами норме R1 также полно. Пусть {λne + xn} — фундаментальная
последовательность в R1. Тогда последовательность {λn} ограничена.
Действительно, в противном случае существует подпоследовательность

λkn
→ ∞ и потому e +

1

λkn

xkn
=

1

λkn

(λkn
e + xkn

) → 0 при n → ∞.

Но тогда e есть предел последовательности − 1

λkn

xkn
элементов полно-

го пространства R и потому, вопреки условию, принадлежит R. Итак,
последовательность λn ограничена, и потому существует подпосле-
довательность λkn

, имеющая конечный предел λ0. Но тогда λkn
e —

фундаментальная последовательность и потому

xkn
= (λkn

e+ xkn
) − λkn

e
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— также фундаментальная последовательность. Ввиду полноты про-
странства R последовательность xkn

имеет в R некоторый предел x.
Отсюда λkn

e + xkn
→ λe + x ∈ R1; так как {λne + xn} — фундамен-

тальная последовательность, то также λne+ xn → λe+ x, и полнота R1

доказана.

Прим е ры. 1. Кольцо C(T ) всех ограниченных непрерывных функ-
ций на топологическом пространстве T (см. пример 1 п. 1 § 10) вполне
регулярно. Действительно,

|x∗x| = sup
t∈T

|x(t)x(t)| = sup
t∈T

|x(t)|2 = (sup
t∈T

|x(t)|)2 = |x|2.

2. Кольцо B(H) всех ограниченных операторов в гильбертовом про-
странстве H вполне регулярно. Действительно, для операторов в гиль-
бертовом пространстве

|A∗A| = |A|2

(см. (2) п. 10 § 5).

2. Реализация вполне регулярных коммутативных колец.
Те о р ем а 1. (И.М. Гельфанд и М.А. Наймарк [1]). Пусть R —

банахово коммутативное кольцо с единицей и пусть в R определена
инволюция, удовлетворяющая обычным алгебраическим условиям:

(λx+ μy)∗ = λx∗ + μy∗,

x∗∗ = x,

(xy)∗ = y∗x∗

и, кроме того, условию 1)

|x∗x| = |x∗||x|. (1)

Тогда кольцо R вполне изоморфно кольцу C(M) всех непрерывных
функций 2) x(M) на пространстве M максимальных идеалов коль-
ца R.

До к а з а т е л ь с т в о. Докажем сначала, что в кольце R

|x2| = |x|2.

1) Отметим, что мы не предполагаем выполненным условие |x∗| = |x|. Оно
является следствием остальных условий теоремы.

2) Напомним, что в кольце C(M), как и вообще в кольце C(T ), норма
и инволюция определяются формулами

|x| = sup
M∈M

|x(M)|, x∗(M) = x(M).
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Для этого заметим, что в силу (1)

|x∗2 ||x2| = |x∗2

x2| = |(x∗x)∗(x∗x)| = |(x∗x)∗||x∗x| =

= |x∗x||x∗x| = |x∗x|2 = |x∗|2|x|2; (2)

с другой стороны,

|x∗2 | � |x∗|2, |x2| � |x|2.
Следовательно, (2) может иметь место, лишь когда

|x∗2 | = |x∗|2, |x2| = |x|2.
Отсюда

sup
m∈M

|x(M)| = lim
n→∞

2n
√

|x2n | = lim
n→∞

2n
√

|x|2n = |x| (3)

(см. IV п. 2 § 11). Поэтому (см. (2) п. 1 § 14)

|x∗| = sup
M∈M

|x∗(M)| = sup
M∗∈M

|x(M∗)| = sup
M∈M

|x(M)| = |x|.

Докажем, что
x∗(M) = x(M),

т. е. что R вполне симметрично. Отсюда и из (3) будет следовать
утверждение теоремы (см. следствие 1 теоремы 2 п. 3 § 14).

Достаточно показать, что если x эрмитов, то x(M) вещественна
на всех M ∈ M 1). Действительно, тогда для любого x = x1 + ix2 ∈
∈ R, где x1, x2 эрмитовы, x∗(M) = (x1 − ix2)(M) = x1(M) − ix2(M) =
= x1(M) + ix2(M) = x(M). Итак, пусть x эрмитов. Положим

u = exp(ix) = e+
1

1!
(ix) +

1

2!
(ix)2 + . . . ;

в силу соотношения |x∗| = |x| отображение x→ x∗ непрерывно и пото-
му

u∗ =
(
e+

1

1!
(ix) +

1

2!
(ix)2 + . . .

)∗
=

= e+
1

1!
(−ix) +

1

2!
(−ix)2 + . . . = exp(−ix) = u−1.

1) Излагаемое здесь доказательство соотношения x∗(M) = x(M) принад-
лежит Фукамия [2]. Первоначальное доказательство Гельфанда и Наймарка
[1] (оно изложено в первом издании этой книги) основано на использовании
понятия кольцевой границы. Другое доказательство, не использующее понятия
кольцевой границы, дано Аренсом [1]; оно изложено в книге Гельфанда,
Райкова и Шилова [1].
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Следовательно, u∗u = uu∗ = e. Отсюда в силу (1) 1 = |e| = |u∗u| =
= |u∗||u| = |u|2 и потому |u| = 1, |u−1| = |u∗| = |u| = 1. Но то-
гда sup

m∈M

|u(M)| = |u| = 1, |u(M)| � 1, и аналогично, |u−1(M)| =

= |u(M)|−1 � 1; следовательно,

|u(M)| = 1 для всех M ∈ M. (4)

С другой стороны, u(M) = exp(ix(M)) (см. п. 6 § 11); поэтому (4)
возможно, лишь когда x(M) вещественна, и теорема доказана.

Те о р ем а 2 1). Всякое полное вполне регулярное коммутативное
кольцо с единицей вполне изоморфно кольцу C(M) всех непрерыв-
ных функций на пространстве всех максимальных идеалов этого
кольца.

Действительно, вполне регулярное кольцо удовлетворяет условию
|x∗x| = |x∗||x|, и потому остается применить теорему 1.

С л е д с т в и е 1. Пусть R — банахово коммутативное кольцо
без единицы и пусть в R определена инволюция, удовлетворяющая
обычным алгебраическим условиям и условию

|x∗x| = |x∗||x|. (5)

Тогда R вполне изоморфно кольцу C0(T ) всех непрерывных функций
x(t) на некотором локально бикомпактном пространстве T , удо-
влетворяющих условию

lim
t→∞

x(t) = 0.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть R1 — симметричное кольцо, получен-
ное из R присоединением единицы. Определим в R1 норму форму-
лой (2) п. 1. Из рассуждения, проведенного в доказательстве предло-
жения III п. 1, видно, что эта норма также удовлетворяет условию (5)
и что в этой норме кольцо R1 полно. Поэтому R1 вполне изоморфно
кольцу C(M), где M — пространство максимальных идеалов коль-
ца R1. Одним из таких максимальных идеалов является кольцо R.
Положим M0 = R и обозначим через T пространство, полученное из M

удалением точки M0. Тогда T локально бикомпактно. Функция x(M)
тогда и только тогда принадлежит R = M0, когда x(M0) = 0, т. е. когда
lim

M→M0

x(M) = 0. Так как M0 является бесконечно удаленной точкой

в T , то тем самым наше следствие доказано.

1) Отличие этой теоремы от теоремы 1 состоит в том, что в теореме 1 вместо
условия |x∗x| = |x|2 накладывается более слабое условие |x∗x| = |x∗||x|.
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Сл ед с т в и е 2. Всякое полное вполне регулярное коммутатив-
ное кольцо без единицы вполне изоморфно кольцу C0(T ) всех непре-
рывных функций на некотором локально бикомпактном простран-
стве T , удовлетворяющих условию

lim
t→∞

x(t) = 0.

Утверждение непосредственно вытекает из следствия 1, ибо вполне
регулярное кольцо удовлетворяет условию |x∗x| = |x∗||x|.

С л ед с т в и е 3. Всякое вполне регулярное коммутативное коль-
цо вполне изоморфно некоторому симметричному подкольцу кольца
C(T ), где T — некоторое бикомпактное пространство.

До к а з а т е л ь с т в о. Присоединив, если надо, к R единицу и по-
полнив полученное кольцо, мы придем к кольцу R1 также вполне
регулярному и содержащему R в качестве своего симметричного под-
кольца. Пусть T — пространство максимальных идеалов кольца R1;
тогда R1 вполне изоморфно кольцу C(T ), а потому R вполне изоморфно
некоторому симметричному подкольцу кольца C(T ).

С л е д с т в и е 4. Всякое кольцо R, удовлетворяющее условиям
теоремы 1 (следовательно, всякое полное вполне регулярное кольцо
с единицей), вполне симметрично.

Действительно, всякое такое кольцо R вполне изоморфно кольцу
C(M), которое вполне симметрично.

С л е д с т в и е 5. Всякое полное вполне регулярное кольцо с еди-
ницей регулярно.

Действительно, такое кольцо вполне изоморфно кольцу C(M), ко-
торое регулярно.

Отметим, что обратное утверждение неверно; так, кольцо Cn(a, b)
(см. пример 3 п. 2 § 11) регулярно, но не вполне регулярно.

Всюду в дальнейших следствиях R обозначает полное вполне регу-
лярное коммутативное кольцо.

С л ед с т в и е 6. Если x — элемент кольца R с единицей, а f(λ) —
функция, непрерывная на спектре элемента x, то в R существует
один и только один элемент y такой, что y(M) = f(x(M)) на всех
максимальных идеалах M кольца R. Спектр элемента y состоит
из всех чисел f(λ), где λ пробегает спектр Sx элемента x, и |y| =
= sup
λ∈Sx

|f(λ)|.
До к а з а т е л ь с т в о. Функция f(x(M)) непрерывна и потому при-

надлежит кольцу C(M), вполне изоморфному кольцу R. Следова-
тельно, в R есть элемент y и притом только один, для которого
y(M) = f(x(M)), M ∈ M. Спектр элемента y есть совокупность всех
значений y(M) = f(λ), где λ = x(M); поэтому

|y| = sup
M∈M

|y(M)| = sup
M∈M

|f(x(M))| = sup
l∈Sx

|f(λ)|. (6)
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Элемент y обозначается через f(x) и называется непрерывной
функцией элемента x. В силу (6)

|f(x)| = sup
λ∈Sx

|f(λ)|.

Следствие 6 легко обобщается на непрерывные функции нескольких
переменных. Напомним (см. п. 7 § 11), что совместным спектром
элементов x1, . . ., xn кольца R называется совокупность всех систем
{λ1, . . . , λn}, λk = xk(M). Повторяя предыдущие рассуждения, мы
приходим к следующему результату, обобщающему следствие 6.

С л е д с т в и е 7. Если x1, . . ., xn — элементы кольца R с еди-
ницей, то для любой функции f(λ1, . . . , λn), непрерывной на сов-
местном спектре элементов x1, . . ., xn, в кольце R существу-
ет один и только один элемент y = f(x, . . . , xn) такой, что
y(M) = f(x1(M), . . . , xn(M)) на всех максимальных идеалах M
кольца R. Спектр элемента f(x1, . . . , xn) состоит из всех чисел
f(λ1, . . . , λn), где {λ1, . . . , λn} пробегает совместный спектр эле-
ментов x1, . . ., xn; кроме того,

|f(x1, . . . , xn)| = sup |f(λ1, . . . , λn)|, (7)

где верхняя грань берется по совместному спектру элементов
x1, . . . , xn.

Утверждения следствий 6 и 7 переносятся на полные вполне ре-
гулярные кольца R без единицы. В этом случае y = f(x1, . . . , xn)
существует для любой функции f(λ1, . . . , λn), непрерывной на сов-
местном спектре элементов x1, . . ., xn и равной нулю при λ1 = 0,
. . ., λn = 0. Чтобы в этом убедиться, достаточно присоединить к R
единицу; элемент y = f(x1, . . . , xn) существует в полученном после
присоединения кольце R′ и он принадлежит кольцу R, ибо на мак-
симальном идеале R кольца R′ x1(R) = . . . = xn(R) = 0, и потому
y(R) = f(x1(R), . . . , xn(R)) = f(0, . . . , 0) = 0.

С л е д с т в и е 8. Всякий эрмитов элемент x ∈ R можно пред-
ставить в виде x = u − v, где u, v — эрмитовы элементы в R
с неотрицательным спектром и uv = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как эрмитов элемент имеет веще-
ственный спектр, то достаточно положить u = f1(x), v = f2(x), где
f1(λ) = max{λ, 0}, f2(λ) = max{−λ, 0}. Так как λ = f1(λ) = f2(λ)
и f2(λ) f2(λ) = 0, то x = u− v и uv = 0.

С л е д с т в и е 9. Элемент y = f(x) содержится во всяком со-
держащем x замкнутом симметричном подкольце R1 с единицей
кольца R, а если f(0) = 0, то и во всяком содержащем x замкнутом
симметричном подкольце без единицы кольца R. В частности, при
f(0) = 0, элемент f(x) содержится во всяком содержащем x замкну-
том симметричном идеале кольца R.
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Док а з а т е л ь с т в о. Положим x = x1 + ix2, λ = λ1 + iλ2, f(λ) =
= f1(λ1, λ2) + if2(λ1, λ2), где x1, x2 — эрмитовы элементы, а λ1,
λ2, f1, f2 вещественны. Тогда, как легко видеть, f(x) = f1(x1, x2) +
+ if2(x1, x2). Пусть S — совместный спектр элементов x1, x2. Согласно
теореме Вейерштрасса (см. п. 10 § 2) существует последовательность
многочленов pn(λ1, λ2), равномерно сходящаяся на S к f1(λ1, λ2).
В силу (7)

|f1(x1, x2) − pn(x1, x2)| = sup
S

|f1(λ1, λ2) − pn(λ1, λ2)| → 0 при n→ ∞.

Но если R1 — замкнутое симметричное подкольцо с единицей кольца
R, содержащее x, то pn(x1, x2) ∈ R1 и потому также f1(x1, x2) ∈ R1.
Аналогично, f2(x1, x2) ∈ R1 и потому f(x) = f1(x1, x2) + if2(x1, x2) ∈
∈ R1. Если же R1 — кольцо без единицы и f(0) = 0, то pn(0, 0) →
→ 0, поэтому, полагая p̃n(λ1, λ2) = pn(λ1, λ2) − pn(0, 0), получаем, что
sup
S

|f1(λ1, λ2) − p̃n(λ1, λ2)| → 0 и p̃n(x1, x2) ∈ R. Отсюда, как и выше,

заключаем, что f(x) ∈ R.

Утверждение относительно идеала является частным случаем уже
доказанного предложения, ибо идеал можно рассматривать как под-
кольцо без единицы.

Отметим, что требование симметричности идеала I ⊂ R фактически
является излишним в силу следующей теоремы 1).

Те о р е м а 3. Всякий замкнутый идеал I в кольце C(M) есть
совокупность всех функций x(M) кольца C(M), равных нулю на
замкнутом множестве F = h(I), т. е.

I = kh(I).

Док а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим замкнутые идеалы I ′ кольца
C(M), для которых h(I ′) = F . C(M) регулярно, поэтому I0(F ) —
минимальный среди таких идеалов I ′ (IV п. 4 § 15). Следовательно,
достаточно показать, что I0(F ) совпадает с k(F ) = kh(I) — максималь-
ным среди идеалов I ′. Пусть x(M) ∈ k(F ). При любом натуральном n
замкнутые множества

F1n =
{
M ∈ M; |x(M)| �

1

n

}
, F2n =

{
M ∈ M; |x(M)| �

2

n

}
не пересекаются; следовательно, по лемме Урысона существует
функция yn(M) ∈ C(M), удовлетворяющая условиям 0 � yn(M) � 1,
yn(M) = 1 на F1n, yn(M) = 0 на F2n. Тогда (xyn)(M) = x(M) на

intF1n ⊃ F , |xyn| = sup
M∈M

|(xyn)(M)| �
2

n
и x ∈ I0(F ) в силу IV

п. 4 § 15.

1) Для колец вещественных функций эта теорема была впервые доказана
Стоуном [3], а в комплексном случае — И.М. Гельфандом и Г. Е. Шиловым
(см. Гельфанд и Шилов [1] и Шилов [6]).
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Теорему 3 можно также сформулировать следующим образом.
Всякий замкнутый идеал в полном вполне регулярном коммута-

тивном кольце с единицей есть пересечение всех содержащих его
максимальных идеалов и потому симметричен.

Имеется еще несколько типов колец, кроме вполне регулярных, для
которых известны все замкнутые идеалы. Так, в кольце Dn(a, b) каж-
дый замкнутый идеал есть пересечение примарных идеалов (Шилов
[1]); это же утверждение справедливо и для многомерного аналога
кольца Dn(a, b) (Уитни [1]).

Однако до сих пор не дано описание всех замкнутых идеалов,
например, в кольце Wm, в частности в W .

Маявэн [2] показал, что в каждом Wm имеются замкнутые идеалы,
не являющиеся пересечением максимальных идеалов, несмотря на то,
что в Mm нет примарных идеалов, отличных от максимальных; для
случая кольца W3 наиболее простой пример такого идеала был указан
ранее Л. Шварцем [1]. (Этот пример приведен в книге Гельфанда,
Райкова и Шилова [1], см. с. 244–247.) До сих пор остается также
открытым вопрос, в каких еще коммутативных кольцах, кроме вполне
регулярных, каждый замкнутый идеал является пересечением макси-
мальных идеалов (см. по этому поводу Шилов [6]).

Отметим еще такое следствие теоремы 3:
С л е д с т в и е 10. Если I — замкнутый идеал в полном вполне

регулярном коммутативном кольце R с единицей, то факторкольцо
R/I есть полное вполне регулярное кольцо с единицей, вполне изо-
морфное кольцу C(F ), где F = h(I).

До к а з а т е л ь с т в о. Каждой функции x = x(M) кольца R = C(M)
поставим в соответствие функцию x̂(M) = x(M), но рассматриваемую
только на F = h(I). Полученное соответствие x(M) → x̂(M) есть
симметричный гомоморфизм кольца C(M) на кольцо C(F ); ядро этого
гомоморфизма есть kh(I) = I, и потому C(F ) симметрически изоморф-
но кольцу R/I. Докажем, что это соответствие также изометрично.

Пусть ξ ∈ R/I; тогда ξ состоит из функций x(M) = x̂(M) на F .
При этом

|x| = sup
M∈M

|x(M)| � sup
M∈F

|x(M)| = |x̂|
и потому также

|ξ| = inf
x∈ξ

|x| � |x̂|.
Докажем обратное неравенство. Пусть x(M) = x̂(M) на F и ε > 0;
обозначим через U совокупность всех точек M ∈ M таких, что
|x(M) − x(M ′)| < ε при некотором M ′ ∈ F . Тогда U — открытое мно-
жество, содержащее F , и на этом множестве |x(M)| < |x̂| + ε. Но на
основании леммы Урысона существует непрерывная функция y(M),
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равная единице на F , нулю вне U и заключенная между нулем и еди-
ницей. Так как x(M) y(M) = x(M) = x̂(M) на F , то также xy ∈ ξ и

|ξ| � |xy| = sup
M∈M

|x(M) y(M)| � sup
M∈U

|x(M)| � |x̂| + ε.

Ввиду произвольности числа ε > 0, заключаем отсюда, что |ξ| � |x̂|,
чем и завершается доказательство.

З а м е ч а н и е. Следствие 10 можно распространить и на кольца без
единицы, именно:

Если I — замкнутый идеал в полном вполне регулярном кольце R,
то факторкольцо R/I есть также полное вполне регулярное кольцо
и, следовательно, вполне изоморфно некоторому кольцу 1) C0(T ).

Действительно, если R — кольцо без единицы, то кольцо R′, по-
лученное из R присоединением единицы, вполне регулярно, и потому
R′/I вполне изоморфно некоторому C(T ); следовательно, R/I вполне
изоморфно некоторому C0(T ).

3. Обобщение на мультинормированные кольца. Полунорма p
в кольце R называется мультипликативной полунормой, если p(x) �≡
�≡ 0 в R и

p(xy) � p(x) p(y) для всех x, y ∈ R.

Топологическое кольцо R называется мультинормированным, если
существует достаточное множество P мультипликативных полунорм,
определяющих топологию в R.

Примером такого кольца является кольцо Ĉ(R) всех непрерывных
комплексных функций на локально бикомпактном топологическом про-
странстве T с обычным определением операций сложения, умножения
на число и умножения. Положив для любого бикомпактного множества
K ⊂ T

pK(x) = max
t∈K

|x(t)|,

мы получим достаточное множество полунорм pK(x), являющихся
мультипликативными полунормами в Ĉ(T ). Кольцо Ĉ(T ) можно
рассматривать как симметричное кольцо, полагая

x∗(t) = x(t).

Возникает вопрос, нельзя ли охарактеризовать все коммутативные
мультинормированные кольца, топологически и симметрично изоморф-
ные этому кольцу Ĉ(T ).

Аренс [5] дал ответ на этот вопрос при следующем дополнительном
ограничении.

1) Напомним, что C0(T ) обозначает совокупность всех непрерывных функ-
ций на локально бикомпактном пространстве T , равных нулю на бесконеч-
ности.



§ 16. Вполне регулярные коммутативные кольца 279

Условимся называть локально конечным разбиением единицы вся-
кую функцию xp, p ∈ P , со значениями из R, удовлетворяющую усло-
виям:

1) при любом p ∈ P функция p′(xp) отлична от нуля лишь для
конечного множества Sp функционалов p′ ∈ P ;

2) p′(xp) � 1 для всех p′ ∈ Sp;
3) при любом p ∈ P функция p(xp′) может быть отличной от нуля

лишь при p′ ∈ Sp;
4) для любых p′ ∈ P и y ∈ R

p′
(
y −

∑
p∈Sp′

yxp
)

= 0.

Так, в рассмотренном выше кольце Ĉ(T ) существует локально конеч-
ное разбиение единицы, если пространство T таково, что для каждого
его покрытия {G} открытыми множествами существует покрытие {G′}
открытыми множествами, обладающее следующими свойствами:

а) для каждого G′ существует G ⊃ G′;
б) для каждой точки t ∈ T существует окрестность U(t), пересека-

ющаяся только с конечным числом множеств G′.
Такое пространство T называется паракомпактным (Дьедонне [1],

Бурбаки [3]).

Основной результат Аренса состоит в следующем. Всякое комму-
тативное полное мультинормированное симметричное кольцо R,
обладающее локально конечным разбиением единицы и удовлетво-
ряющее условию

p(xx∗) � Cp p(x) p(x
∗)

для всех мультипликативных полунорм p в R, топологически и сим-
метрично изоморфно некоторому кольцу Ĉ(T ), где T — локально
бикомпактное паракомпактное топологическое пространство.

Более общий результат получил позже Ся До-Шин [2, 3]. Он
показал, что если мультинормированное симметричное кольцо R с еди-
ницей удовлетворяет условию sup

p
p(x∗x) = sup

p
p(x) · sup

p
p(x∗) (� ∞),

то p(x∗x) = p(x) p(x∗) для всех p и R топологически и симметрично
изоморфно некоторому кольцу Ĉ(T ).

4. Симметричные подкольца кольца C(T ) и бикомпактные рас-
ширения пространства T . Бикомпактным расширением хаусдорфова
топологического пространства T называется хаусдорфово бикомпакт-
ное пространство Q, содержащее часть, гомеоморфную T , в качестве
всюду плотного подмножества. Так как Q нормально, то для каждого
множества A ⊂ Q и точки t0 /∈ A должна существовать непрерывная
на Q функция, равная нулю на A и отличная от нуля в точке t0 (см. I
и II п. 8 § 2). Хаусдорфово топологическое пространство, обладающее
этим свойством, называется вполне регулярным, так что Q, а потому
и T , вполне регулярно.
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Пусть C(T ) — кольцо всех ограниченных непрерывных функций на
вполне регулярном пространстве с нормой |x| = sup

T
|x(t)| и M — про-

странство максимальных идеалов кольца C(T ). Каждая точка t0 ∈ T
порождает максимальный идеал в C(T ), состоящий из всех функций
x(t) ∈ C(T ), обращающихся в нуль в точке t0, и различным точкам t0
отвечают различные максимальные идеалы.

Поэтому можно считать, что T ⊂ M. Оказывается, что исходная
топология пространства T совпадает с топологией, индуцирован-
ной в T из M, и M есть бикомпактное расширение пространства T ,
максимальное 1) в том смысле, что каждое бикомпактное расшире-
ние пространства T получается из M непрерывным отображением,
оставляющим на месте все точки из T .

Пусть теперь Q — произвольное бикомпактное расширение про-
странства T . Всякая функция из C(Q) непрерывна и ограничена на T ,
и потому ее сужение на T есть функция из C(T ); следовательно, C(Q)
можно рассматривать как замкнутое подкольцо кольца C(T ). Замкну-
тое подкольцо R с единицей кольца C(T ) тогда и только тогда
совпадает с некоторым C(Q), где Q — бикомпактное расширение
пространства T , когда:

1) из x(t) ∈ R следует x(t) ∈ R;
2) для каждого множества A ⊂ T и точки t0 /∈ A существует

функция x ∈ R, равная нулю на A и отличная от нуля в точ-
ке t0.

По поводу доказательства этих утверждений см. Гельфанд, Райков
и Шилов [1], § 43.

5. Антисимметричные подкольца кольца C(T ). Замкнутое под-
кольцо R с единицей кольца C(T ) называется антисимметричным,
если из x(t) ∈ R, x(t) ∈ R следует, что x(t) — константа. Примером
такого кольца является кольцо A функций, аналитических внутри
единичного круга и непрерывных в замкнутом единичном круге (см.
пример б) п. 3 § 11). Очевидно, что антисимметричным будет также
кольцо A(G) всех функций, аналитических внутри плоской области G
и непрерывных в замкнутой области G римановой сферы, а также
всякое замкнутое подкольцо с единицей кольца A(G) с тем же про-
странством максимальных идеалов. Гофман и Зингер [1] указали сле-
дующий способ построения антисимметричных колец с пространством
максимальных идеалов любой размерности � 2. Пусть G — плоская
область, Q — бикомпактное пространство и R — кольцо всех функций
f(z, q), непрерывных на G × Q, аналитических в G по z при каж-
дом фиксированием q ∈ Q и постоянных по q при некотором фикси-
рованном z = z0 ∈ G. Нетрудно убедиться, что R антисимметрично.

1) Существование бикомпактного расширения у вполне регулярного про-
странства было доказано Тихоновым [1], а максимального бикомпактного рас-
ширения — Чехом [1].
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Этот пример показывает, что существуют антисимметричные кольца
функций, неаналитических по некоторым переменным. Вопрос о струк-
туре произвольных антисимметричных колец или хотя бы антисиммет-
ричных колец с конечным числом образующих до сих пор остается
открытым. С другой стороны, решение этого вопроса представляет
интерес в связи со следующей теоремой Бишопа [12].

Пусть T — бикомпактное хаусдорфово пространство и R — за-
мкнутое подкольцо с единицей кольца C(T ), разделяющее точки T .
Тогда существует такое разбиение P = {F} пространства T на
непересекающиеся замкнутые множества F , что:

1) сужение RF кольца R на каждое F антисимметрично;
2) если f ∈ C(T ) и ее сужение на каждое F принадлежит RF , то

f ∈ R;
3) для каждого F ∈ P , каждого замкнутого множества A ⊂ T −

− F и каждого ε > 0 существует функция f ∈ R, удовлетво-
ряющая условиям:

sup
t∈T

|f(t)| � 1, |f(t) − 1| < ε при t ∈ F и |f(t)| < ε при t ∈ A.

Эта теорема является ответом на вопрос, поставленный Г. Е. Шило-
вым [20].

Множества F в теореме Бишопа являются максимальными множе-
ствами антисимметрии для кольца R. Это означает, что каждое F есть
максимальное (по включению) множество, на котором RF антисиммет-
рично.

Недавно Аренсон [1] показал, что имеет место результат, близкий
к теореме Бишопа, если заменить максимальные множества антисим-
метрии кольца некоторыми более мелкими множествами слабой ана-
литичности. Замкнутое множество F называется множеством слабой
аналитичности для кольца R, если для каждой функции f на F ,
являющейся равномерным пределом на F сужений на F функций
из R, из условия |f(x)| � 1 для всех x ∈ F следует, что f−1 (1) либо
совпадает с F , либо нигде не плотно в F .

Карлесону [4] принадлежит положительное решение проблемы ко-
роны: открытый единичный круг образует всюду плотное множество
в пространстве максимальных идеалов кольца ограниченных аналити-
ческих функций в этом круге с естественной нормой.

6. Подкольца кольца C(T ) и некоторые вопросы теории при-
ближений. Пусть T — произвольное бикомпактное множество в ком-
плексном пространстве Cn комплексных переменных z1, . . . , zn (см.
пример 2 п. 2 § 2). Обозначим через P (T ) кольцо всех функций
на T , являющихся равномерными на T пределами последовательностей
многочленов от z1, . . . , zn, а через R(T ) — кольцо всех функций
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на T , являющихся равномерными пределами рациональных функций
с особенностями вне T . Очевидно,

P (T ) ⊂ R(T ) ⊂ C(T ).

Одна из основных задач теории приближений состоит в следующем
1) При каких условиях P (T ) = C(T ) или R(T ) = C(T )?
2) Если P (T ) �= C(T ) или R(T ) �= C(T ), то дать описание всех

функций, входящих в P (T ), соответственно в R(T ).

Для n = 1 и кольца P (T ) первый результат в этом направлении был
получен М.А. Лаврентьевым [1]. Он показал, что при n = 1 P (T ) =
= C(T ) тогда и только тогда, когда

а) T не имеет внутренних точек;
б) дополнение к T связно.

Далее М. Келдыш [2] доказал, что если замкнутая ограничен-
ная область T в C1 имеет связное дополнение 1), то P (T ) совпадает
с кольцом A(T ) функций, непрерывных на T и аналитических во всех
внутренних точках T . Полное решение задачи 2) для кольца P (T ) над
произвольным бикомпактом T ⊂ C1 было дано Мергеляном [1]. Он
показал, что в этом случае P (T ) = A(T ) тогда и только тогда, когда
дополнение к T связно.

В последнее время Бишоп, Вермер, Рудин и др. разработали но-
вый подход к этим вопросам, основанный на теории нормированных
колец. В частности, Бишоп [8] (см. также Вермер [13]) получил новое
доказательство сформулированной выше теоремы Мергеляна. В ра-
боте Бишопа [8] дано необходимое и достаточное условие равенства
R(T ) = C(T ) в терминах минимальной границы. Пусть T — биком-
пактное пространство и B — замкнутое подкольцо в C(T ), разделяю-
щее точки T и содержащее единицу. Для функции x ∈ C(T ) положим
S(x) = {t : t ∈ T , |x(t)| = sup

T
|x(t)|}. Если среди множеств N ⊂ T ,

удовлетворяющих условию N ∩ S(x) �= ∅ для всех x ⊂ B, существует
наименьшее N0, то оно называется минимальной границей кольца B.
Очевидно, в этом случае замыкание N0 совпадает с кольцевой границей
Γ кольца B (см. § 13). Вообще говоря, N0 не всегда существует, но
если T метризуемо, то N0 существует и состоит из всех точек
t ∈ T , в которых 2) S(x) = {t} для некоторой функции x ∈ B. Если,
в частности, T — бикомпактное подмножество в C1, не имеющее
внутренних точек, то R(T ) = C(T ) тогда и только тогда, когда
минимальная граница N0 кольца R(T ) совпадает с T . Кроме того,
если T −N0 меры нуль, то N0 = T .

1) Нетрудно видеть, что это условие также необходимо для равенства
P (T ) = A(T ).

2) Точка t, в которой S(x) = {t}, называется точкой пика функции x(t).
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В других терминах необходимые и достаточные условия равенства
R(T ) = C(T ) при T ⊂ C1 даны Мергеляном [3] и Витушкиным [1].

В наиболее общей ситуации условие N0 = MB = T , где MB —
пространство максимальных идеалов кольца B, необходимо для ра-
венства B = C(T ) (Вермер [13]); вопрос в том, когда оно достаточ-
но, остается открытым (за исключением рассмотренного выше случая
T ⊂ C1). Также остается открытым вопрос об описании функций из
P (T ) при T ⊂ Cn, n > 1, и P (T ) �= C(T ). Для случая полиномиально
выпуклого 1) T Шилов [18] доказал, что если x(t) — аналитическая
функция в некоторой окрестности множества T , то сужение x(t)
на T принадлежит P (T ).

Близкой к изложенному кругу вопросов является задача описания
максимальных подколец в C(T ). Пусть B — замкнутое подкольцо
кольца C(T ), не совпадающее с C(T ) и содержащее единицу; B на-
зывается максимальным, если из соотношения B ⊂ B1 ⊂ C(T ), где
B1 — также замкнутое подкольцо кольца C(T ), следует B1 = B или
B1 = C(T ). Вермер [13] доказал, что если T — единичный круг в C1, то
кольцо A (см. п. 5) максимально в C(T ); в Cn при n > 1 аналогичный
результат уже не имеет места, но если максимальное кольцо B в C(T )
(где T — произвольное бикомпактное пространство) антисимметрично,
то функции x(t) ∈ B обладают многими свойствами аналитических
функций.

Вермер [13] указал общий метод построения колец Дирихле 2),
некоторые из которых являются, а другие не являются максимальными
подкольцами 3) в C(T ). С другой стороны, Горин [1] показал, что если
T — n-мерный тор |zj | = 1 (j = 1, . . . , n) в Cn и A — кольцо всех
функций, непрерывных на T и допускающих голоморфное продолжение
внутрь полицилиндра |zj | < 1 (j = 1, . . . , n), то A — максимальное под-
кольцо в C(T ) среди замкнутых подколец с единицей, инвариантных
относительно некоторой полугруппы автоморфизмов тора T . В статье
Горина [1] получена общая теорема, содержащая как частные случаи
этот его результат, а также различные обобщения теоремы Вермера
(см., например, Гофман и Зингер [1]); в другой статье Горина [3] рас-
смотрены максимальные подкольца банахова симметричного кольца.

К этому же кругу примыкает следующая задача. Пусть A — за-
мкнутое подкольцо кольца C(T ), разделяющее точки T и содержащее
константы. При каких условиях A = C(T )?

1) T называется полиномиально выпуклым, если для каждой точки t0 /∈ T
существует такой многочлен P (T ), что |P (t0)| > max

t∈T
|P (t)|.

2) Подкольцо B кольца C(T ) называется кольцом Дирихле, если веществен-
ные части функций из B образуют плотное множество в Cr(T ). Подробнее
о кольцах Дирихле и смежных вопросах см. в книге Гофмана [4].

3) О максимальных подкольцах см. статью Гофмана и Вермера [1].
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Отметим здесь только следующий результат 1) Гофмана и Верме-
ра [1]: A = C(T ) тогда и только тогда, когда совокупность всех веще-
ственных частей функций A замкнута по норме в Cr(T ).

В заключение отметим, что в некоторых случаях (например, если
T конечно или счетно) C(T ) не имеет собственных замкнутых подко-
лец B, разделяющих точки на T и содержащих единицу; если же T
нульмерно и MB = T , то B = C(T ).

Подробное изложение рассмотренных здесь вопросов и дальней-
шие литературные указания читатель найдет в сборнике «Некоторые
вопросы теории приближений», Москва, 1963, см. также обзорные
статьи Бишопа [18], Семадени [1], Брело [1], Гофмана [3], монографии
Вермера [18] и Фелпса [1] и сборник Function Algebras.

Результаты § 11, за исключением оговоренных в тексте и п. 7,
принадлежат Гельфанду [1–4]; п. 7 § 11 — Сонису [1, 2]. Для кольца
с конечным числом образующих теорема 8 п. 8 § 11 была получена
Шиловым [18], а для произвольного банахова коммутативного коль-
ца с единицей — Аренсом и Кальдероном [1]; теорема 9 п. 8 § 11
принадлежит Шилову [22] (в первоначальной формулировке Шилова
[21] отсутствовало условие нормальной многозначности; однако, как
показал контрпример Е. Каллин [1], в этой первоначальной формули-
ровке утверждение теоремы неверно); § 12 — Гельфанду и Шилову
(см. Гельфанд и Шилов [1] и Шилов [5]); § 13, п. 4 § 14 и § 15 —
Шилову [3, 5] (см. также Гельфанд, Райков и Шилов [1]); теоремы
3′ и 4 п. 2 § 13 — Сонису [1, 2]; пп. 1–2 § 14 — в основном Райкову
(см. Гельфанд, Райков и Шилов [1]). Шилову принадлежит также
большое число работ, посвященных регулярным кольцам и ряду других
специальных вопросов теории коммутативных нормированных колец
(см. Шилов [1–22]).

Понятие кольцевой границы (см. § 13) получило дальнейшее обоб-
щение в работах Д. Мильмана [3] и Аренса и Зингера [1].

В работе Д. Мильмана [3] впервые введено понятие минимальной
границы.

Теорема 1 § 15 в несколько другой формулировке была впервые по-
лучена Крейном [4, 5]. Понятие структурного пространства принадле-
жит Джекобсону [3]; оно является обобщением результатов Гельфанда
и Шилова [1].

Результаты § 16 принадлежат в основном Гельфанду и Наймарку
[1], предложение III п. 1 § 16 для случая коммутативного кольца
и результат п. 3 § 16 — Аренсу [2, 4], теорема 3 п. 2 § 16 — Гельфанду
и Шилову [1].

1) Простое доказательство этого результата указал недавно Браудер [2].



Г л а в а IV

ПРЕДСТАВЛЕНИЯ СИММЕТРИЧНЫХ КОЛЕЦ

§ 17. Основные понятия и предложения теории
представлений

1. Определение и простейшие свойства представления. Пред-
ставлением кольца R называется всякий гомоморфизм этого кольца
в кольцо линейных операторов в векторном пространстве; это про-
странство называется пространством представления.

В дальнейшем мы ограничимся только изучением симметричных
представлений симметричных колец. Одним из примеров симметрично-
го кольца является совокупность B(H) всех ограниченных линейных
операторов в данном гильбертовом пространстве H (см. пример 2 п. 1
§ 10). Это кольцо B(H) будет в дальнейшем играть существенную
роль. Симметричным представлением симметричного кольца R будет
называться симметричный гомоморфизм x→ Ax этого кольца в кольцо
B(H). В дальнейшем термин «представление» всюду означает сим-
метричное представление. Представление называется непрерывным,
если этот гомоморфизм непрерывен. Представление называется цик-
лическим, если в пространстве H существует вектор ξ0 такой, что
множество всех векторов Axξ0 плотно в H. Сам вектор ξ0, а также
пространство H называются тогда циклическими для представления
x→ Ax.

Два представления x→ Ax, x→ Bx в пространствах H и H′ называ-
ются эквивалентными, если существует изометрическое отображение
H на H′, при котором оператор Ax переходит в Bx для всех x ∈ R.
Другими словами, если U — это изометрическое отображение и если
ξ′ = Uξ, то Bxξ′ = UAxξ. Следовательно, BxUξ = UAxξ для всех
элементов ξ из H, т. е. BxU = UAx.

Таким образом, эквивалентность представлений x → Ax и x → Bx
в пространствах H и H′ означает существование оператора U , изомет-
рически отображающего H на H′ и такого, что BxU = UAx.

Подпространство H1 ⊂ H называется инвариантным, если каждый
вектор из H1 переводится всеми операторами Ax снова в векторы из H1.

Если H1 — замкнутое инвариантное подпространство, то все опе-
раторы Ax можно рассматривать как операторы в H1. Мы получим
тогда представление в пространстве H1. Это представление называется
частью исходного представления.



286 Гл. IV. Представления симметричных колец

I. Если H1 ⊂ H инвариантно, то его ортогональное дополнение
также инвариантно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ξ ортогонален к H1, т. е. (ξ, η) = 0
для всех η ∈ H1. Тогда (Axξ, η) = (ξ, A∗

xη) = (ξ, Ax∗η) = 0, ибо также
Ax∗η ∈ H1. Следовательно, вектор Axξ также ортогонален к H1.

Обозначим через P1 оператор проектирования в H на замкнутое
подпространство H1.

II. H1 есть замкнутое инвариантное подпространство тогда
и только тогда, когда все операторы представления перестановоч-
ны с оператором P1 проектирования на H1.

Действительно, если H1 — замкнутое инвариантное подпростран-
ство и ξ ∈ H1, то также Axξ ∈ H1. Отсюда для любого вектора ξ ∈ H

AxP1ξ ∈ H1;

следовательно,
P1AxP1ξ = AxP1ξ,

т. е.
P1AxP1 = AxP1.

Применяя операцию инволюции к обеим частям этого равенства и под-
ставляя затем x∗ вместо x, получаем, что также

P1AxP1 = P1Ax.

Следовательно, P1Ax = AxP1; операторы P1 и Ax перестановочны.
Обратно, если эти операторы перестановочны, то для ξ ∈ H1

P1Axξ = AxP1ξ = Axξ;

следовательно, также Axξ ∈ H1. Это означает, что H1 — инвариантное
подпространство.

III. Замкнутая линейная оболочка M инвариантных подпро-
странств есть также инвариантное подпространство.

Действительно, всякий элемент ξ из M есть предел конечных сумм
вида ξ′ = ξ1 + . . . + ξn, где ξ1, . . . , ξn — векторы исходных подпро-
странств. С другой стороны, Axξ′ = A2ξ1 + . . . + Axξn есть сумма того
же вида и имеет своим пределом Axξ1.

2. Прямая сумма представлений. Пусть A — произвольное мно-

жество и пусть задана совокупность представлений x → A
(α)
x , α ∈ A,

симметричного кольца R в пространствах Hα. Пусть

|A(α)
x | � Cx, (1)
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где Cx не зависит от α. Обозначим через H прямую сумму пространств
Hα, т. е. совокупность всех элементов ξ = {ξα} таких, что∑

α

|ξα|2 < +∞

(см. п. 6 § 5). Положим

Axξ = {A(α)
x ξα}.

В силу (1) Ax — ограниченный оператор в H и отображение x → Ax
есть представление в пространстве H. Это представление мы будем

называть прямой суммой исходных представлений x → A
(α)
x . Каждый

элемент ξ = {ξα} такой, что ξα = 0 при α �= α0, отождествим с ξα0
.

Тогда каждое пространство Hα0
станет замкнутым инвариантным под-

пространством пространства H, и часть представления x → Ax в этом

подпространстве будет совпадать с представлением x → A
(α)
x . Про-

странство H становится при этом прямой суммой своих инвариантных
подпространств.

Всякое представление есть прямая сумма циклических представ-
лений.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ξ0 �= 0 — какой-либо вектор из H.
Рассмотрим совокупность всех векторов Axξ0, где x пробегает все
кольцо R. Замыкание этой совокупности обозначим через H1; очевидно,
H1 — замкнутое инвариантное подпространство, в котором ξ0 есть
циклический вектор. Другими словами, H1 есть циклическое подпро-
странство представления x→ Ax.

Если H1 = H, то предложение доказано; в противном случае есть
отличное от (0) инвариантное подпространство. Применяя к нему тот
же прием, мы выделим циклическое подпространство H2 ⊥ H1.

Обозначим теперь через M совокупность всех систем {Hα}, состо-
ящих из взаимно ортогональных циклических подпространств пред-
ставления x→ Ax; одной из таких систем является построенная выше
система {H1, H2}. Упорядоченная при помощи отношения включения ⊂
совокупность M образует частично упорядоченное множество, удовле-
творяющее условиям леммы Цорна; именно, верхней гранью линейно
упорядоченного множества систем {Hα} ∈ M будет объединение этих
систем. Поэтому в M существует максимальная система {Hα}. Но то-
гда H =

⊕
α

Hα; в противном случае в инвариантном подпространстве

H�⊕
α

Hα существовало бы отличное от (0) циклическое подпростран-

ство H0 и мы получили бы систему {Hα} ∪ H0 ∈ M , содержащую
максимальную систему {Hα}, что невозможно.
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3. Описание представлений при помощи положительных функ-
ционалов. Пусть x → Ax — представление симметричного кольца
в пространстве H и пусть ξ0 — ненулевой вектор из этого пространства.
Положим

f(x) = (Axξ0, ξ0);

тогда f — положительный функционал. Действительно,

f(x∗x) = (Ax∗xξ0, ξ0) = (Ax∗Axξ0, ξ0) =

= (A∗
xAxξ0, ξ0) = (Axξ0, Axξ0) � 0.

Те ор ем а 1. Всякое симметричное представление банахова сим-
метричного кольца R непрерывно, а именно:

|Ax| � |x|. (1)

До к а з а т е л ь с т в о. Не нарушая общности, можно считать, что
R содержит единицу. Действительно, в противном случае, положив
Aλe+x = λ1 + Ax, мы продолжим представление x → Ax кольца R
до представления банахова симметричного кольца, полученного из
R присоединением единицы. Но если R содержит единицу, то, при-
меняя неравенство (1) п. 4 § 10 к положительному функционалу
f(x) = Axξ0, ξ0), получим

|(Axξ0, ξ0)| � |x|(ξ0, ξ0).
Подставляя сюда x∗x вместо x, заключаем, что

(Ax∗xξ0, ξ0) � |x∗x|(ξ0, ξ0) � |x|2(ξ0, ξ0),
т. е.

|Axξ0|2 � |x|2|ξ0|2.
Так как ξ0 — произвольный ненулевой вектор из H, то из последнего
неравенства следует, что

|Ax| � |x|.
Наша ближайшая цель — дать описание представлений при помощи

положительных функционалов. Это лучше всего сделать для цикличе-
ских представлений.

Пусть x → Ax и x → Bx — два циклических представления в про-
странствах H и H′ соответственно, и пусть ξ0 и ξ′0 — циклические
векторы этих представлений. Положим

f(x) = (Axξ0, ξ0), f ′(x) = (Bxξ
′
0, ξ

′
0).

I. Если f(x) = f ′(x) для всех x из R, то представления x → Ax
и x→ Bx эквивалентны.
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До к а з а т е л ь с т в о. Каждому вектору ξ = Axξ0 пространства H

поставим в соответствие вектор ξ′ = Bxξ′0 пространства H′. Это отоб-
ражение изометрично. Действительно, пусть ξ1 = Ax1

ξ0, ξ2 = Ax2
ξ0,

следовательно, ξ′1 = Bx1
ξ′0, ξ

′
2 = Bx2

ξ′0. Тогда

(ξ1, ξ2) = (Ax1
ξ0, Ax2

ξ0) = (Ax∗

2
x1
ξ0, ξ0) = f(x∗2x1),

(ξ′1, ξ
′
2) = (Bx1

ξ′0, Bx2
ξ′0) = (Bx∗

2
x1
ξ′0, ξ

′
0) = f ′(x∗2x1).

По предположению f(x∗2x1) = f ′(x∗2x1), следовательно, (ξ1ξ2) = (ξ′1, ξ
′
2)

и изометричность отображения доказана. Так как ξ0, ξ
′
0 — цикличе-

ские элементы, то элементы вида Axξ0, Bxξ
′
0 образуют множества,

плотные в H, H′ соответственно. Таким образом, наше изометрическое
отображение ξ → ξ′ переводит множество, плотное в H, в множество,
плотное в H′. Следовательно, это отображение продолжается, и притом
единственным образом, до изометрического отображения пространства
H на H′ (см. II п. 10 § 5).

Если ξ = Axξ0, ξ
′ = Bxξ

′
0 — соответствующие друг другу векторы

из H и H′, то Ax0
ξ = Ax0xξ0, Bx0

ξ′ = Bx0xξ
′
0 также соответствуют друг

другу. Это означает, что наше отображение переводит оператор Ax0

в оператор Bx0
; следовательно, представления эквивалентны.

Доказанное предложение показывает, что циклическое представ-
ление x → Ax с циклическим вектором ξ0 однозначно с точностью
до эквивалентности определяется положительным функционалом
f(x) = (Axξ0, ξ0).

Возникает вопрос, для всякого ли положительного функционала f
существует представление x → Ax такое, что f(x) = (Axξ0, ξ0). Ответ
на этот вопрос в случае банахова симметричного кольца R с единицей
утвердительный.

Именно, пусть f — положительный функционал в R. Введем в R
эрмитову форму (см. п. 1 § 5) (x, y) = f(y∗x). При этом может оказать-
ся, что для некоторых элементов x будет (x, x) = f(x∗x) = 0. Каждый
такой элемент x мы будем называть эквивалентным нулю и писать
x ∼ 0.

Обозначим через Ifl совокупность всех элементов x, эквивалентных
нулю.

Ifl есть левый идеал кольца R.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если x ∼ 0 и y — произвольный элемент
кольца R, то f(yx) = 0. Действительно, по неравенству Коши–Буня-
ковского

|f(yx)|2 � f(yy∗) f(x∗x) = 0.

10 Наймарк М.А.
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Пусть теперь x1, x2 ∈ Ifl . Тогда в силу только что сделанного
замечания

f((x1 + x2)
∗(x1 + x2)) = f(x∗1x1) + f(x∗1x2) + f(x∗2x1) + f(x∗2x2) + 0,

так что x1 + x2 ∈ Ifl . Далее, очевидно, из x ∈ Ifl следует αx ∈ Ifl .
Наконец, пусть x ∼ 0, а y — произвольный элемент кольца R; положим
z = x∗y∗y. Тогда по неравенству Коши–Буняковского

f(yx∗) yx) = f(x∗y∗yx) = f(zx) = 0,

т. е. yx ∈ Ifl .
Итак, Ifl — левый идеал.
Обозначим через H′ факторпространство R′I lf , а через ξ, η, . . . —

элементы этого пространства, т. е. классы вычетов по Ifl . Если ξ, η —
два таких класса, а x, y — их представители, то полагаем

(ξ, η) = (x, y) = f(y∗x).

Выражение (ξ, η) не зависит от выбора представителей x, y.
Действительно, если, например, x′, x′′ — два элемента из клас-
са ξ, то x′ − x′′ ∼ 0, следовательно, (x′, y) − (x′′, y) = (x′ − x′′, y) =
= f(y∗(x′ − x′′)) = 0.

Легко проверить, что (ξ, η) обладает всеми свойствами скалярного
произведения, т. е.

1◦. (ξ, η) = (η, ξ);
2◦. (λξ + μη, ζ) = λ(ξ, ζ) + μ(η, ζ);
3◦. (ξ, ξ) > 0 при ξ �= 0.
Именно, 2◦ очевидно; 1◦ следует из того, что f — вещественный

функционал. Остановимся подробнее на свойстве 3◦.
Пусть x — элемент из класса ξ. Так как f — положительный

функционал, то
(ξ, ξ) = f(x∗x) � 0.

Если при этом (ξ, ξ) = f(x∗x) = 0, то x ∼ 0, т. е. ξ = 0.
Итак, в H′ построено скалярное произведение. Пополнение H′ по

этому скалярному произведению обозначим H; H — гильбертово про-
странство.

Построим теперь представление в пространстве H. Пусть ξ = {x} —
какой-либо класс с представителем x; обозначим через η класс {x0x}
с представителем x0x; так как Ifl — левый идеал, то η не зависит от
выбора представителя x класса ξ. Положив

Ax0
ξ = {x0x},
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мы получим линейный оператор в пространстве H′. Докажем, что он
ограничен. По определению скалярного произведения в H′

|Ax0
ξ|2 = (Ax0

ξ, Ax0
ξ) = (x0x, x0x) = f(x∗x∗0x0x). (2)

Положим
f1(y) = f(x∗yx);

f1(y) — положительный функционал. Действительно,

f1(y
∗y) = f(x∗y∗yx) = f((yx)∗yx) � 0.

Применяя к f1(y) неравенство (1) п. 4 § 10, получаем

|f1(y)| � f1(e)|y|;
в частности, при y = x∗0x0:

|f1(x∗0x0)| � f1(e)|x∗0x0| � f1(e)|x0|2,
т. е.

|f(x∗x∗0x0x)| � f(x∗x)|x0|2 = (ξ, ξ)|x0|2.
В силу (2) это означает, что

|Ax0
ξ|2 � |x0|2|ξ|2.

Таким образом, Ax0
— ограниченный оператор в H′ и его норма не

превосходит |x0|: |Ax0
| � |x0|. (3)

Следовательно, этот оператор можно продолжить и притом единствен-
ным образом до ограниченного оператора в H. При этом норма |Ax0

|
не изменяется, следовательно, неравенство (3) остается в силе и для
нормы оператора Ax0

в пространстве H. Отображение x0 → Ax0
есть

представление кольца R. В самом деле,

Aλ1x1+λ2x2
ξ = {(λ1x1 + λ2x2)x} = λ1{x1x}+ λ2{x2x} = λ1Ax1

ξ + λ2Ax2
ξ

и
Ax1x2

ξ = {x1x2x} = Ax1
{x2x} = Ax1

Ax2
ξ.

Остается доказать, что (Ax0
)∗ = Ax∗

0
, т. е. что (Ax0

ξ, η) = (ξ, Ax∗

0
η).

Пусть x, y — элементы из классов ξ и η. Тогда

(Ax0
ξ, η) = (x0x, y) = f(y∗x0x),

(ξ, Ax∗

0
η) = (x, x∗0y) = f((x∗0y)

∗x) = f(y∗x0x);

следовательно, (Ax0
ξ, η) = (ξ, Ax∗

0
η).

Покажем, что полученное представление циклическое. Пусть ξ0 —
класс, содержащий единицу e кольца R, и x0 — произвольный элемент

10*
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этого кольца. Тогда Ax0
ξ0 есть класс, содержащий элемент x0. Сле-

довательно, совокупность всех векторов вида Axξ0, x ∈ R, совпадает
с совокупностью H′ всех классов; так как H′ плотно в H, то отсюда
следует, что ξ0 — циклический вектор.

Найдем, наконец, (Axξ0, ξ0). Класс ξ0 содержит e, поэтому

(Axξ0, ξ0) = (xe, e) = f(e∗xe) = f(x).

Таким образом, доказана следующая теорема.
Те о р е м а 2. Каждому циклическому представлению x → Ax

симметричного кольца R с циклическим вектором ξ0 отвечает по-
ложительный функционал

f(x) = (Axξ0, ξ0).

Функционалом f(x) представление x→ Ax определяется однозначно
с точностью до эквивалентности. Обратно, каждому положитель-
ному функционалу в симметричном банаховом кольце R с единицей
отвечает циклическое представление x→ Ax, такое, что

f(x) = (Axξ0, ξ0).

4. Представления вполне регулярных коммутативных колец;
спектральная теорема.

I. Всякое циклическое представление полного вполне регулярного
коммутативного кольца R с единицей эквивалентно его представ-
лению в некотором пространстве L2(f), определенному формулой 1)

Axξ(M) = x(M)ξ(M),

где f — некоторый интеграл в кольце C(M) всех непрерывных
функций на пространстве M максимальных идеалов кольца R.

До к а з а т е л ь с т в о. Кольцо R вполне изоморфно кольцу C(M)
(см. теорему 2 п. 2 § 16), и потому положительный функционал
f(x), определяющий данное циклическое представление, можно рас-
сматривать как положительный функционал в кольце C(M). Если

теперь x(M) ∈ C(M) и x(M) � 0, то, полагая y(M) =
√
x(M), имеем

y(M) ∈ C(M) и f(x) = f(y2) = f(y∗y) � 0. Следовательно, f(x) есть
интеграл на C(M) и потому (см. X п. 10 § 6) представляется в виде

f(x) =
∫

M

x(M) dμ(M),

1) Это представление в L2(f) будем называть спектральным.
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где μ — мера на M, определенная интегралом f(x). Поставим теперь
в соответствие каждому классу ξ ∈ H′ (см. п. 3) функцию 1) x = x(M) ∈
∈ ξ, рассматриваемую как элемент пространства L2(f). Полученное
соответствие будет изометрическим, ибо при ξ, η ∈ H′ и x ∈ ξ, y ∈ η

(ξ, η) = f(y∗x) =
∫

M

x(M) y(M) dμ(M).

Так как H′ плотно в H и C(M) плотно в L2(f), то это соответствие
продолжается единственным образом до изометрического отображения
ξ → x пространства H на пространство L2(f).

При ξ = {x}, ξ ∈ H′ имеем

Ax0
ξ = {x0x} → x0(M)x(M);

следовательно, при отображении ξ → x операторы Ax переходят в опе-
раторы умножения на x(M).

Спектральной мерой на локально бикомпактном пространстве T
называется всякая операторная функция P (Δ), определенная на всех
борелевских 2) множествах Δ ⊂ T и обладающая следующими свой-
ствами:

1) P (Δ) — оператор проектирования в фиксированном гильбертовом
пространстве H;

2) при любом ξ ∈ H функция (P (Δ) ξ, ξ) есть сужение на боре-
левские множества меры, определенной некоторым интегралом
на L(T ).

Из свойства 2) вытекает, что P (Δ1 ∪Δ2) = P (Δ1) +P (Δ2) при Δ1 ∩
∩ Δ2 = ∅. Следовательно,

P (Δ1)P (Δ2) = 0 при Δ1 ∩ Δ2 = ∅. (1)

II. Всякое представление полного вполне регулярного коммута-
тивного кольца R с единицей задается формулой

Ax =
∫

M

x(M) dP (M), (2)

1) При этом циклическому вектору ξ0 отвечает класс, содержащий единицу
кольца, и потому функция x0(M) ≡ 1.

2) Борелевским семейством множеств в T называется минимальная систе-
ма Σ множеств в T такая, что 1) Σ содержит все открытые множества Δ ⊂ T ;
2) если Δ ∈ Σ, то T − Δ ∈ Σ; 3) объединение конечного или счетного числа
множеств из Σ также принадлежит Σ. Каждое множество Δ ∈ Σ называется
борелевским. В силу I–III п. 9 § 6 все борелевские множества измеримы
относительно любого интеграла на L(T ); в силу IX п. 8 § 6 мера, отвечающая
интегралу на L(T ), полностью определяется ее заданием на борелевских мно-
жествах.
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где M — пространство максимальных идеалов кольца R, P (Δ) —
некоторая спектральная мера на M, перестановочная со всеми опе-
раторами Ax и со всеми ограниченными операторами в H, которые
перестановочны со всеми операторами Ax, а интеграл сходится
в смысле нормы оператора.

Равенство (2) определяет спектральную меру единственным об-
разом.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим сначала случай циклического
представления x → Ax. В силу I представление x → Ax эквивалентно
тогда спектральному представлению в некотором пространстве L2(f)
и можно, очевидно, считать, что оно просто совпадает с этим спек-
тральным представлением. Определим в H = L2(f) оператор P (Δ)
формулой

P (Δ) ξ(M) = PΔ(M) ξ(M),

где PΔ(M) — характеристическая функция борелевского множества Δ.
Очевидно, тогда P (Δ) — оператор проектирования в L2(f) и

(P (Δ) ξ, ξ) =
∫

M

PΔ(M) |ξ(M)|2 dμ(M) =
∫

Δ

|ξ(M)|2 dμ(M) (3)

есть мера в M, подчиненная мере μ.
Докажем формулу (2). Разбивая M на конечное число борелевских

множеств Δ1, . . . , Δn, на каждом из которых |x(M ′) − x(M ′′)| < ε,
и выбирая Mk ∈ Δk, имеем∣∣∣∣∣Axξ − n∑

k=1

x(Mk)P (Δk) ξ

∣∣∣∣∣
2

=

=

∫ ∣∣∣∣∣x(M) ξ(M)−
n∑
k=1

x(Mk)PΔk
(M) ξ(M)

∣∣∣∣∣
2

dμ(M) =

=

∫ ∣∣∣∣∣ n∑
k=1

[x(M) − x(Mk)]PΔk
(M) ξ(M)

∣∣∣∣∣
2

dμ(M) =

=

∫ n∑
k=1

|x(M) − x(Mk)|2PΔk
(M) |ξ(M)|2 dμ(M) <

< ε2
∫ n∑
k=1

PΔk
(M) |ξ(M)|2 dμ(M) = ε2|ξ|2.

Поэтому ∣∣∣∣∣Ax − n∑
k=1

x(Mk)P (Δk)

∣∣∣∣∣ < ε, (3′)

и формула (2) доказана.
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Очевидно, оператор P (Δ) перестановочен со всеми операторами
умножения на функции x(M), т. е. со всеми операторами Ax.

Если теперь x → Ax — произвольное представление кольца R
в пространстве H, то его можно разложить в прямую сумму цик-

лических представлений x → A
(α)
x в некоторых пространствах H(α).

Пусть P (α)(Δ) — соответствующие спектральные меры. Положив
P (Δ)ξ = {P (α)(Δ) ξα} при ξ = ξ{ξα} ∈ H, мы получим спектральную
меру в H, перестановочную со всеми операторами Ax и удовлетворяю-
щую условию (2).

Докажем единственность такой спектральной меры.
Если P (Δ) и P ′(Δ) — две спектральные меры, удовлетворяющие

условию (2), то для любых ξ, η ∈ H и любой непрерывной функции
x(M) ∫

M

x(M) d(P ′(M) ξ, η) =
∫

M

x(M) d(P (M) ξ, η),

что возможно лишь, когда (P ′(Δ) ξ, η = (P (Δ) ξ, η), следовательно,
когда P ′(Δ) = P (Δ).

Пусть теперь B — ограниченный линейный оператор в H, пере-
становочный со всеми операторами Ax; нам надо доказать, что B
перестановочен со всеми операторами P (Δ). Для этого заметим, что
для любых ξ, η ∈ H и любых x ∈ R

(AxBξ, η) = (BAxξ, η) = (Axξ, B
∗η),

т. е. в силу (2)

∫

M

x(M) d(P (M)Bξ, η) =
∫

M

x(M) d(P (M) ξ, B∗η)

для любой непрерывной функции x(M). Это возможно лишь тогда.
когда

(P (Δ)Bξ, η) = (P (Δ) ξ, B∗η) = (BP (Δ) ξ, η),

следовательно, когда P (Δ)B = BP (Δ).

III. Для всякого коммутативного симметричного кольца R ⊂
⊂ B(H) существует и притом только одна спектральная мера
P (Δ), перестановочная со всеми операторами кольца R и со всеми
операторами из B(H), перестановочными со всеми операторами
из R, такая, что

A =
∫

M

A(M) dP (M) (4)

для всех A ∈ R.
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Док а з а т е л ь с т в о. Очевидно, можно считать R полным и со-
держащим единицу, ибо достаточно доказать формулу (4) для кольца,
полученного из R присоединением единицы и пополнением. Но симмет-
ричное подкольцо кольца B(H) вполне регулярно (см. п. 1 § 16) и по-
тому достаточно применить предложение II к представлению A → A,
которое каждому оператору A ∈ R ставит в соответствие этот же
оператор.

IV (С п е к т р а л ь н а я т е о р е м а). Для всякого эрмитова опера-
тора H ∈ B(H) существует и притом только одна операторная
функция P (λ), −∞ < λ <∞, обладающая следующими свойствами:

1) P (λ) — оператор проектирования;
2) P (λ)P (μ) = P (λ) при λ � μ;
3) P (λ) перестановочен со всяким оператором A из B(H), пере-

становочным с H;
4) P (λξ) есть непрерывная слева функция при любом ξ ∈ H;
5) если [a, b] — интервал, содержащий внутри весь спектр опера-

тора H, а f(λ) — произвольная непрерывная в [a, b] функция,
то P (λ) = 0 при λ < a, P (λ) = 1 при λ > b и

f(H) =

b∫

a

f(λ) dP (λ); (5)

в частности,

H =

b∫

a

λ dP (λ). (6)

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть R — минимальное замкнутое симмет-
ричное коммутативное подкольцо с единицей в B(H), содержащее H,
а P (Δ) — спектральная мера, отвечающая R в силу III. Положим
Δλ = {M : H(M) < λ}; так как Δλ — открытое множество, то имеет
смысл P (Δλ). Положим P (λ) = P (Δλ). Условия 1), 2), 4) будут, оче-
видно, выполнены, причем условие 2) выполняется в силу (1). Далее,
если оператор A из B(H) перестановочен с H, то он перестановочен
со всеми операторами из R (так как R состоит из полиномов от H
и их пределов по норме оператора), а потому и с P (Δλ) = P (λ). Кроме
того, Δλ = ∅ при λ < a и Δλ = M при λ > b; отсюда заключаем, что
P (λ) = 0 при λ < a и P (λ) = 1 при λ > b.

Докажем формулу (5). Разобьем для этого интервал [a, b] на конеч-
ное число интервалов Ik и положим

Δk = {M : H(M) ∈ Ik}, λk = H(Mk), где Mk ∈ Δk.
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Тогда, обозначая через Pk приращение функции P (λ) в интервале Ik,
имеем: Pk = P (Δk). Следовательно, применяя неравенство (3′) к опе-
ратору Ax = f(H), получаем, что при достаточно мелком разбиении
интервала I

∣∣∣f(H) −
n∑
k=1

f(λk)Pk

∣∣∣ =
∣∣∣f(H) −

n∑
k=1

f [H(Mk)]P (Δk)
∣∣∣ < ε

и формула (5) доказана.
Формула (6) есть ее частный случай при f(λ) = λ.
Предположим теперь, что существуют две функции P (λ) и P ′(λ),

удовлетворяющие условиям 1)–5). Тогда для любой непрерывной на
[a, b] функции f(λ) и любых векторов ξ, η ∈ H

b∫

a

f(λ) d(P (λ) ξ, η) =

b∫

a

f(λ) d(P ′(λ) ξ, η) = (f(H) ξ, η);

но это возможно, лишь когда (P ′(λ) ξ, η) = (P (λ) ξ, η) для всех ξ, η ∈
∈ H, следовательно, когда P ′(λ) = P (λ). Отметим, что единственность
функции P (λ) легко также следует из единственности спектральной
меры для кольца R.

Функция P (λ), удовлетворяющая условиям предложения IV, на-
зывается спектральной функцией оператора H, а формула (6) —
спектральным разложением этого оператора.

З а м е ч а н и е 1. Условие 4) в IV (а также ниже в V) несуществен-
но. Оно является некоторого рода нормировкой спектральной функции
P (λ) и может быть заменено, например, непрерывностью справа, если
положить Δλ = {M : H(M) � λ}. Эта вторая нормировка будет исполь-
зована ниже в гл. VII.

З а м е ч а н и е 2. Отметим, что фактически формула (5) следует из
формулы (6) и всех остальных условий предложения IV. Действитель-
но, из формулы (6) вытекает, что при любом натуральном m

Hm = lim

(
n∑
k=1

λkPk

)m
= lim

n∑
k=1

λmk Pk =

b∫
a

λm dP (λ)

и, следовательно, для любого многочлена p(λ)

p(H) =

b∫

a

p(λ) dP (λ).
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Если теперь f(λ) — произвольная непрерывная на [a, b] функция,
а pn(λ) — последовательность многочленов, равномерно сходящаяся на
[a, b] к f(λ), то, переходя к пределу в равенстве

(pn(H) ξ, η) =

b∫

a

pn(λ) d(P (λ) ξ, η),

получим

(f(H) ξ, η) =

b∫

a

f(λ) d(P (λ) ξ, η).

А отсюда следует (5).
V. Всякий ограниченный эрмитов оператор H можно предста-

вить в виде H = H+ − H−, где H+, H− — ограниченные положи-
тельно определенные операторы.

Действительно, достаточно положить H+ =
b∫
0

λ dP (λ) и H− =

= −
0∫
a

λ dP (λ); при этом (если, например, 0 /∈ [a, b]) один из этих

операторов может оказаться равным нулю 1).

Отметим еще случай вполне непрерывного оператора.
VI. Ограниченный эрмитов оператор H вполне непрерывен тогда

и только тогда, когда он имеет вид

H =
∞∑
k=1

λkPk, (7)

где Pk — взаимно ортогональные операторы проектирования на
конечномерные подпространства, а λk — последовательность веще-
ственных чисел, стремящаяся к нулю при k → ∞.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть оператор H вполне непрерывен, P (λ) —
его спектральная функция, Mε — инвариантное относительно H под-
пространство, на которое проектирует оператор Pε = [P (b) − P (ε)] +
+ [P (−ε) − P (a)], а Hε — сужение оператора H на Mε. Тогда Hε

вполне непрерывен и имеет обратный

H−1
ε =

−ε∫
a

1

λ
dP (λ) +

b∫
ε

1

λ
dP (λ).

Следовательно, единичный оператор 1 = H−1
ε Hε в Mε вполне непре-

рывен, что возможно, лишь когда Mε конечномерно. Но тогда P (λ)
может изменяться в интервалах [a, −ε] и [ε, b] только скачками

1) Предложение V вытекает также из следствия 8 п. 2 § 16.
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в конечном числе точек, следовательно, имеет место формула ви-

да

−ε∫

a

λ dP (λ) +

b∫

ε

λ dP (λ) =
n∑
k=1

λkPk, где Pk — взаимно ортогональ-

ные операторы проектирования на конечномерные подпространства,
а λk = 1, 2, . . . , n — точки роста функции P (λ) в интервалах [a, −ε],
[ε, b]. Переходя к пределу при ε→ 0 и учитывая формулу (6), получим
формулу (7). Так как вне интервала (−ε, ε) имеется только конечное
число чисел λk, то λk → 0 при k → ∞.

Обратно, если выполнены условия предложения VI, то∣∣∣∣(H −
n∑
k=1

λkPk

)
ξ

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣ ∞∑
k=n+1

λ− kPkξ

∣∣∣∣2 =

=
∞∑

k=n+1

λ2k|Pkξ|2 � max
k>a

λ2k

∞∑
k=n+1

|pkξ|2 � max
k>n

λ2k|ξ|2

для каждого ξ ∈ H; отсюда
∣∣∣H −

n∑
k=1

λkPk

∣∣∣ � max
k>n

|λk| → 0 при n→ ∞;

так как операторы
n∑
k=1

λkPk вполне непрерывны, то и H вполне непре-

рывен (см. IV п. 6 § 4).

Из формулы (7) вытекает, что:
1) спектр оператора H в кольце B(H) состоит только из собствен-

ных значений λk (см. п. 6 § 4) и, может быть, числа 0, которое
может быть или не быть собственным значением; при этом, если
H бесконечномерно, то точка 0 принадлежит спектру операто-
ра H;

2) подпространство Mk = PkH — собственное подпространство опе-
ратора H, отвечающее собственному значению λk.

Спектральную теорему можно следующим образом распространить
на неограниченные самосопряженные операторы. Оператор A ∈ B(H)
называется перестановочным с оператором T , если AT ⊂ TA. Легко
убедиться в том, что оператор A ∈ B(H) перестановочен с самосопря-
женным оператором H тогда и только тогда, когда он перестановочен
с унитарным оператором U = (H + i1)(H − i1)−1 (см. V п. 9 § 5).

VII (С п е к т р а л ь н а я т е о р е м а д л я п р о и з в о л ь н о г о с а-
м о с о п р яжен н о г о о п е р а т о р а). Для всякого самосопряженного
оператора H в гильбертовом пространстве H существует и при-
том только одна операторная функция P (λ), −∞ < λ <∞, облада-
ющая следующими свойствами:

1) P (λ) — оператор проектирования;
2) P (λ)P (μ) = P (λ) при λ � μ;
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3) P (λ) перестановочен со всяким оператором A из B(H), пере-
становочным с H;

4) lim
λ→−∞

P (λ) ξ = 0, lim
λ→+∞

P (λ) ξ = ξ для любого ξ ∈ H;

5) P (λ) ξ есть непрерывная слева функция при любом ξ ∈ H;
6) ξ ∈ DH тогда и только тогда, когда

∞∫

−∞

|λ|2 d|P (λ) ξ|2 <∞, (8)

и в этом случае

Hξ =

∞∫

−∞

λ dP (λ) ξ. (9)

До к а з а т е л ь с т в о. Так как U = (H + i1)(H − i1)−1 унитарен
и потому нормален, то существует минимальное симметричное комму-
тативное кольцо R, содержащее U . Пусть P (Δ) — спектральная мера,
отвечающая этому кольцу, так что

U =
∫

M

U(M) dP (M). (10)

При этом |U(M)| = 1 в силу унитарности оператора U , и пото-
му i[U(M) + 1][U(M) − 1]−1 есть вещественное число, определенное
при U(M) �= 1. Полагая Δλ = {M : i [U(M) + 1][U(M) − 1]−1 < λ}
и P (λ) = P (Δλ), мы получим операторную функцию, удовлетворяю-
щую условиям 1), 2), 4) и 5). Если оператор A ∈ B(H) перестановочен
с H, то он перестановочен также с U , а значит, со всеми операторами
кольца R; следовательно, он перестановочен и с P (λ) и условие 3)
также выполнено.

Единственность P (λ) следует из единственности спектральной ме-
ры P (Δ).

Остается проверить выполнение условия 6).

Полагая η =
1

i
(H − i1) ξ, следовательно, Uη =

1

i
(H + i1) ξ, мы

видим, что DH состоит из всех векторов ξ вида ξ = Uη − η, причем
Hξ = i(Uη + η). Но если ξ = Uη − η, то в силу (10)

P (Δ) ξ =
∫

Δ

[U(M) − 1] dP (M) η,

и потому

|P (Δ) ξ|2 =
∫

Δ

|U(M) − 1|2 d|P (M) η|2.
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Отсюда заключаем, что

∫

M

1

|U(M) − 1|2 d|P (M) ξ|2 =

=

∫

M

1

|U(M) − 1|2 d
∫

ΔM

|U(M ′) − 1|2 d|P (M ′) η|2 =

=
∫

M

d|P (M) η|2 = |η|2,

так что ∫

M

1

|U(M) − 1|2 d|P (M) ξ|2 <∞. (11)

Обратно, если условие (11) выполнено, то интеграл в формуле

η =

∫

M

1

U(M) − 1
dP (M) ξ

сходится и

Uη − η =

∫

M

(U(M) − 1) dP (ΔM )

∫

M

1

U(M ′) − 1
dP (M ′) ξ =

=

∫

M

(U(M) − 1) d

∫

ΔM

1

U(M ′) − 1
dP (M ′) ξ =

∫

M

dP (M) ξ = ξ.

Но сходимость интеграла в (11) эквивалентна сходимости интеграла

∫

M

∣∣∣∣i U(M) + 1

U(M) − 1

∣∣∣∣2 d|P (M) ξ|2; (12)

поэтому ξ ∈ DH тогда и только тогда, когда сходится интеграл (12),
и в этом случае

Hξ = i (Uη + η) =
∫

M

i[U(M) + 1] dP (M) η,

т. е.

Hξ =

∫

M

i
U(M) + 1

U(M) − 1
dP (M) ξ. (13)

Учитывая теперь определение функции P (λ) и повторяя рассуждение,
проведенное в доказательстве предложения IV, мы видим, что интегра-
лы в (12) и (13) совпадают с интегралами в (8) и (9) соответственно,
чем и завершается доказательство.
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Функция P (λ), удовлетворяющая условиям 1)–6) предложения VII,
называется спектральной функцией оператора H, а формула (9) —
спектральным разложением этого оператора.

Спектральное разложение позволяет определить оператор f(H) для
любой непрерывной ограниченной функции f(λ), −∞ < λ < ∞, по
формуле

f(H) =

∞∫

−∞

f(λ) dP (λ).

Легко видеть, что тогда
1) если f = λ1f1 + λ2f2, то f(H) = λ1f1(H) + λ2f2(H);
2) если f = f1f2, то f(H) = f1(H) f2(H);
3) |f(H)| � |f |∞.

Кроме того, если H — ограниченный эрмитов оператор и f(λ) непре-
рывна на спектре H, то это определение оператора f(H) совпадает
с определением в п. 2 § 16. Мы предоставляем читателю доказатель-
ство этих простых предложений 1).

5. Спектральные операторы. Спектральное разложение оператора
можно следующим образом перенести на некоторые классы линейных
операторов в банаховом пространстве. Ограниченный линейный опе-
ратор P в банаховом пространстве X называется проектором, если
P 2 = P .

Обозначим через Π комплексную плоскость, а через B — совокуп-
ность всех борелевских множеств Δ ⊂ Π; операторная функция P (Δ),
Δ ∈ B, называется спектральной мерой, если для всех Δ1, Δ2 ∈ B:

1) P (Δ1 ∩ Δ2) = P (Δ1)P (Δ2);
2) P (Δ1 ∪ Δ2) = P (Δ1) ∪ P (Δ2), где по определению P1 ∪ P2 = P1 +

+ P2 − P1P2;
3) P (Π − Δ) = 1− P (Δ);
4) |P (Δ)| � K, где K — некоторая постоянная.

Из условия 1) при Δ1 = Δ2 вытекает, что P (Δ) — проектор, при
любом Δ ∈ B; кроме того, из условия 1) вытекает также, что P (Δ1),
P (Δ2) перестановочны при любых Δ1, Δ2 ∈ B. Далее, из условий 1)
и 3) заключаем, что P (∅) = 0. Действительно, P (∅) = P ((Π − Δ) ∩
∩ Δ) = P (Π − Δ)P (Δ) = (1− P (Δ))P (Δ) = 0.

Ограниченный линейный оператор A в X называется спектраль-
ным, если существует спектральная мера P (Δ) такая, что:

а) A перестановочен с P (Δ) при любом Δ ∈ B;
б) для любого Δ ∈ B спектр S(T , P (Δ)X) оператора T на под-

пространстве P (Δ)X содержится в замыкании Δ множества Δ:
S(T , P (Δ)X) ⊂ Δ;

1) Подробное изложение спектральной теории операторов см., например,
в книгах Ахиезера и Глазмана [1], Люстерника и Соболева [1], Плеснера [2],
Данфорда и Шварца [1]; см. также статьи Плеснера [1] и Плеснера и Рохли-
на [1] и т. V книги В. Смирнова [1].
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в) в сопряженном пространстве X ′ существует плотное множество Γ
такое, что

f(P (Δ1 ∪ Δ2 ∪ . . .)) = f(P (Δ1)) + f(P (Δ2)) + . . .

для любого f ∈ Γ и любого счетного числа попарно непересекаю-
щихся множеств Δk ∈ B.

При выполнении этих условий P (Δ) называется спектральной
мерой оператора A; можно показать 1), что условиями а), б), в) спек-
тральная мера спектрального оператора определяется единственным
образом. Кроме того, можно также показать, что спектральная мера
P (Δ) оператора A перестановочна со всяким ограниченным линейным
оператором в X, перестановочным с A.

Спектральный оператор Λ называется оператором скалярного ти-
па, если он представляется в виде

Λ =
∫

S

λ dP (λ), (1)

где S — спектр оператора Λ, а P (λ) — его спектральная мера.
Один из основных результатов излагаемой теории состоит в следу-

ющем.
Те ор ем а 3. Оператор A является спектральным тогда и толь-

ко тогда, когда он представляется в виде

A = Λ +N , (2)

где Λ — оператор скалярного типа, а N — обобщенный нульсте-
пенный элемент 2), перестановочный с Λ. В этом случае представ-
ление (2) единственно, причем A и Λ имеют один и тот же спектр
и одну и ту же спектральную меру.

Идея доказательства состоит в следующем. Пусть A спектрален,
P (Δ) — его спектральная функция, а S — его спектр. Обозначим через
R минимальное замкнутое по операторной норме кольцо ограниченных
линейных операторов в X, содержащее A и все P (Δ) и обладающее
следующим свойством:

если B ∈ R и B−1 существует и ограничен, то B−1 ∈ R. (3)

1) По поводу подробных доказательств излагаемых здесь результатов см.
Фаге [1], Данфорд [2], Данфорд и Шварц [1].

2) Это означает, что
lim

n→∞

n
√

|Nn| = 0

(см. п. 2 § 11). Очевидно, в конечномерном случае просто некоторая степень
оператора N будет равна нулю. Таким образом, всякий линейный оператор
в конечномерном пространстве спектрален; в бесконечномерном же случае
существуют и неспектральные операторы.
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Положим Λ =
∫
S

λ dP (λ), N = A − Λ. Из определения спектраль-

ной меры легко следует, что A(M) = Λ(M), следовательно, N(M) =
= A(M) − Λ(M) = 0 на всех максимальных идеалах M кольца R.
Отсюда заключаем (см. IV и VI п. 2 § 11), что N — обобщенный
нульстепенный элемент. При этом из самой формулы Λ =

∫
S

λ dP (λ) вы-

текает, что Λ — оператор скалярного типа и P (Δ) — его спектральная
мера. Тем самым разложение (2) доказано; его единственность легко
следует из единственности спектральной меры данного спектрального
оператора.

Обратное утверждение получается путем рассмотрения минималь-
ного полного по операторной норме коммутативного кольца R огра-
ниченных линейных операторов в X, содержащего Λ, N и все P (Δ)
(где P (Δ) — спектральная мера оператора Λ) и также обладающего
свойством (3). Именно, пусть A = Λ + N , где Λ и N удовлетворяют
условиям теоремы, и пусть MΔ — пространство максимальных идеа-
лов M сужения этого кольца на подпространство P (Δ)X; тогда

S(A, P (Δ)X) = {λ: λ = Λ(M) +N(M),M ∈ MΔ} =

= {λ: λ = Λ(M),M ∈ MΔ} = S(Λ, P (Δ)X) ⊂ Δ.

Отсюда заключаем, что A спектрален и имеет тот же спектр и ту же
спектральную меру, что и Λ.

В заключение отметим, что исследована также структура колец
операторов, порожденных спектральным оператором и значениями его
спектральной меры; мы, однако, не имеем возможности останавливать-
ся здесь на этом вопросе (см. по этому поводу Данфорд [2]).

Изложение дальнейших результатов по теории спектральных опе-
раторов см. в обзоре Данфорда [3], а также в книге Данфорда и Швар-
ца [1]. Лянце [1] существенно обобщил эту теорию, освободившись от
стеснительного для приложений условия |P (Δ)| � K.

6. Неприводимые представления. Представление называется
неприводимым, если в пространстве H не существует замкнутого
инвариантного подпространства, отличного от (0) и всего H.

Согласно предложению II п. 1 это означает, что всякий оператор
проектирования, перестановочный со всеми операторами представле-
ния, равен 0 или 1.

Очевидно, всякое представление в одномерном пространстве непри-
водимо; рассмотрим поэтому неодномерные представления.

I. Представление x→ Ax в неодномерном пространстве H непри-
водимо тогда и только тогда, когда всякий отличный от нуля
вектор пространства H есть циклический вектор этого представ-
ления.
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До к а з а т е л ь с т в о. Пусть представление x → Ax неприводимо.
При ξ ∈ H, ξ /∈ 0, замкнутое подпространство, натянутое на векторы
Axξ, x ∈ R, есть инвариантное подпространство; в силу неприводи-
мости представления оно совпадает с (0) или H. Но первый случай
невозможен, ибо тогда одномерное пространство {αξ} инвариантно
и потому совпадает с H, т. е. Ax = 0 в H. Во втором же случае ξ есть
циклический вектор.

Обратно, если представление x → Ax приводимо и M — отличное
от (0) и H замкнутое инвариантное подпространство в H, то никакой
вектор ξ из M не будет циклическим для представления x→ Ax в H.

II. Представление x → Ax неприводимо тогда и только тогда,
когда всякий ограниченный линейный оператор, перестановочный
со всеми операторами Ax представления, кратен единице (т. е.
кратен единичному оператору).

Действительно, пусть представление неприводимо и пусть ограни-
ченный оператор B перестановочен со всеми операторами Ax. Пред-
положим сначала, что B — эрмитов оператор; обозначим через P (λ)
спектральную функцию оператора B. Тогда при любом λ оператор
P (λ) перестановочен со всеми операторами Ax; ввиду неприводимости
представления P (λ) = 0 или P (λ) = 1. Так как (P (λ) ξ, ξ) не убывает
при возрастании λ, то отсюда следует, что существует λ0 такое, что
P (λ) = 0 при λ < λ0 и P (λ) = 1 при λ > λ0. Отсюда

B =
∫
λ dP (λ) = λ01.

Пусть теперь B — произвольный ограниченный оператор, перестано-
вочный со всеми операторами Ax. Тогда B∗ также перестановочен со
всеми операторами Ax. Действительно,

B∗Ax = (Ax∗B)∗ = (BAx∗)∗ = AxB
∗.

Поэтому эрмитовы операторы B1 =
B + B∗

2
, B2 =

B − B∗

2i
также пере-

становочны со всеми операторами Ax и, следовательно, кратны едини-
це. Но тогда и оператор B = B1 + iB2 кратен единице.

Обратно, пусть всякий ограниченный оператор, перестановочный со
всеми операторами Ax, кратен единице. Тогда, в частности, всякий
проектор, перестановочный со всеми операторами Ax, кратен единице.
Но оператор проектирования может быть кратным единице только
тогда, когда он равен 0 или 1. Следовательно, представление неприво-
димо.

З а м е ч а н и е. Из этих рассуждений следует также, что всякий
(à priori неограниченный) самосопряженный оператор H, переста-
новочный со всеми операторами Ax неприводимого представления
x→ Ax, кратен единице.
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7. Связь между векторами и положительными функционалами.
Выше мы видели, что каждый вектор ξ из H порождает положительный
функционал f(x) = (Axξ, ξ). Если ξ1 = λξ2, где |λ| = 1, то соответству-
ющие функционалы совпадают. Вообще и непропорциональные векто-
ры могут давать один и тот же положительный функционал. Однако
если представление неприводимо, то имеет место следующая теорема.

Те о р ем а 4. Пусть x→ Ax — неприводимое представление сим-
метричного кольца R. Если (Axξ1, ξ1) = (Axξ2, ξ2) для всех x ∈ R, то
ξ1 = λξ2, где |λ| = 1.

До к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, достаточно рассмотреть случай
неодномерного представления кольца R с единицей. Пусть ξ1 �= 0;
в силу I п. 5 множество всех векторов Axξ1 плотно в H. Зададим
в H оператор U следующим образом: если ξ = Axξ1, то Uξ = Axξ2;
в частности, при x = e. Uξ1 = ξ2, U — изометрический оператор.
Действительно,

(Uξ, Uξ) = (Axξ2, Axξ2) = (Ax∗xξ2, ξ2),

(ξ, ξ) = (Axξ1, Axξ1) = (Ax∗xξ1, ξ2),

по предположению же (Ax∗xξ2, ξ2) = (Ax∗xξ1, ξ1). Отсюда следует, что
оператор U определен однозначно; именно, если Ax1

ξ1 = Ax2
ξ1, то

Ax1−x2
ξ1 = 0; следовательно, также Ax1−x2

ξ2 = 0, т. е. Ax1
ξ2 = Ax2

ξ2.
Оператор U определен на множестве всех элементов вида Axξ1; это

множество плотно в H; следовательно, U можно продолжить, и притом
единственным образом, до ограниченного оператора в H. Этот оператор
перестановочен со всеми операторами Ax. Действительно, если ξ =
= Axξ1, то

Ax0
Uξ = Ax0

Axξ2 = Ax0xξ2 = UAx0xξ1 = UAx0
ξ.

Другими словами, Ax0
Uξ = UAx0

ξ на векторах вида ξ = Axξ1. Так как
эти векторы образуют в H плотное множество и операторы Ax0

, U
непрерывны, то равенство Ax0

Uξ = UAx0
ξ имеет место для всех векто-

ров ξ из H.
Итак, оператор U перестановочен со всеми операторами Ax непри-

водимого представления. Следовательно (см. II п. 6), он кратен еди-
нице: U = λ1. Отсюда ξ2 = Uξ1 = λξ1. Так как U — изометрический
оператор, то |λ| = 1.

Пусть теперь ξ1 = 0; тогда также ξ2 = 0. Действительно, если ξ2 �= 0,
то равенство

0 = (Axξ1, ξ1) = (Axξ2, ξ2)

означает, что вектор ξ2 �= 0 ортогонален ко всем векторам Axξ2; следо-
вательно, это множество не плотно в H. Последнее же противоречит
неприводимости представления. Итак, при ξ1 = 0 также ξ2 = 0, так что
утверждение теоремы в этом случае тривиально.
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§ 18. Включение симметричного кольца в кольцо
операторов

1. Регулярная норма. Пусть R — симметричное кольцо. Обозна-
чим через FR множество всех положительных функционалов в R.
Очевидно, FR не изменится, если в кольце R каким-нибудь образом
ввести норму |x| так, чтобы R стало нормированным симметричным
кольцом. Действительно, определение положительного функционала не
зависит от нормы в кольце R. Однако при переходе от кольца R к его

пополнению R̃ по этой норме множество FR, вообще говоря, может
измениться. Другими словами, не всякий положительный функционал
в кольце R может быть продолжен до положительного функционала

в кольце R̃.

Пусть, например, R — кольцо всех многочленов p(t) с комплекс-
ными коэффициентами и пусть в R введена инволюция равенством

(p(t))∗ = p(t). При любом вещественном t0 функционал ft0(p) = p(t0)
есть положительный функционал в R. Введем в кольце R норму фор-
мулой

|p| = max
0�t�1

|p(t)|.

При таком определении нормы R есть (неполное) нормированное коль-
цо. Из теоремы Вейерштрасса (см. п. 10 § 2) следует, что пополнение

R̃ кольца R по этой норме есть кольцо всех непрерывных функций x(t)
в интервале 0 � t � 1 с нормой |x| = max

0�t�1
|x(t)|.

При |t0| > 1 ни один из функционалов ft0(p) = p(t0) не может быть

продолжен до положительного функционала в кольце R̃. Действитель-
но, предположим, что такое продолжение возможно. Тогда согласно
предложению I п. 4 § 10

|ft0(p)| � ft0(e)|p|,
т. е.

|p(t0)| � max
0�t�1

|p(t)|

для всякого многочлена p(t), что невозможно.

Норму |x| в симметричном кольце R с единицей будем называть
регулярной, если всякий положительный функционал f в кольце R
можно продолжить до положительного функционала f̃ в пополнении R̃
кольца R по норме |x|. В этом случае f̃ — положительный функционал

в полном кольце R̃ с единицей; отсюда в силу (1) п. 4 § 10

|f̃(x̃)| � f̃(e)|x̃| = f(e)|x̃|;
в частности, при x̃ = x ∈ R

|f(x)| � f(e)|x|. (1)
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Следовательно, функционал f(x) непрерывен в R и потому продолжа-

ется до f̃(x) в R̃ единственным образом.
Таким образом, условие (1) является необходимым и достаточ-

ным для того, чтобы положительный функционал в симметричном
кольце R с единицей можно было продолжить до положительного
функционала в его пополнении R̃ по норме |x|.

Элемент x симметричного кольца R с единицей называется ограни-
ченным, если для всех положительных функционалов f в R

f(x∗x) � Cf(e),

где C — некоторая постоянная, зависящая только от x.

I. В симметричном банаховом кольце R с единицей все элементы
ограничены.

Действительно, согласно неравенству (1) f(x∗x) � |x∗x|f(e) для
всех положительных функционалов в кольце R.

II. Если в симметричном кольце R с единицей существует регу-
лярная норма, то все элементы кольца R ограничены.

Это предложение также является непосредственным следствием
неравенства (1).

2. Приведенное кольцо. Пусть R — симметричное кольцо с еди-
ницей. Всюду в дальнейшем в этом параграфе мы предполагаем, что
существует хотя бы один положительный функционал в R, не равный
тождественно нулю.

Элемент x кольца R будем называть обобщенным нулем и писать
x ≈ 0, если f(x∗x) = 0 для всех положительных функционалов f .

I. Элемент x есть обобщенный нуль тогда и только тогда,
когда f(yx) = 0 для всех положительных функционалов f и всех
элементов y кольца R.

Достаточность очевидна, ибо при y = x∗ мы получаем f(x∗x) = 0.
Необходимость же следует из неравенства Коши–Буняковского:

|f(yx)| � f(yy∗) f(x∗x).

Сл ед с т в и е 1. e не есть обобщенный нуль.
Действительно, если бы e ≈ 0, то, положив в предложении I x = e,

мы получили бы, что f(y) = 0 для всех y ∈ R и всех положительных
функционалов в R. Это означало бы, что, вопреки нашему предположе-
нию, все положительные функционалы в R тождественно равны нулю.

II. Элемент x0 есть обобщенный нуль тогда и только тогда,
когда f(x0) = 0 для всех положительных функционалов f .
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Необходимость следует из I при y = e. Докажем достаточность.
Пусть f(x0) = 0 для всех положительных функционалов f . При лю-
бых y ∈ R и λ также ϕ(x) = f((λe + y)x(λe + y∗)) есть поло-
жительный функционал; поэтому f((λe + y)x0(λe + y∗)) = 0, т. е.
λf(yx0) + λf(x0y

∗) + f(ỹx0y
∗) = 0 для всех чисел λ и всех y ∈ R.

Полагая здесь λ = 1, −1, i, −i, умножая полученные равенства соответ-
ственно на 1, −1, i, −i и складывая их, придем к равенству 4f(yx0) = 0.
Следовательно, f(yx0) = 0 для всех y ∈ R и x0 — обобщенный нуль
в силу I.

Если x ≈ 0, то для любого элемента x1 из R также x1x ≈ 0. Дей-
ствительно, если f(yx) = 0 для всех y ∈ R, то также f(yx1x) = 0 для
всех y ∈ R. Аналогично, если x1 ≈ 0 и x2 ≈ 0, то также α1x1 + α2x ≈ 0.

III. Если x ≈ 0, то также x∗ ≈ 0.
Действительно, пусть f(x∗x) = 0 для всех положительных функ-

ционалов f . Положим f1(y) = f(xyx∗); f1 — также положительный
функционал в R. Поэтому f1(x∗x) = 0, т. е. f(xx∗xx∗) = 0. Но в силу
неравенства Коши–Буняковского |f(xx∗)|2 � f(xx∗xx∗) f(e); следова-
тельно, f(xx∗) = 0 для любого положительного функционала f . Таким
образом,

IV. Совокупность I всех обобщенных нулей есть симметричный
и потому двусторонний идеал (см. с. 218 и I).

Этот идеал мы будем называть приводящим идеалом кольца R,
а факторкольцо R′ = R/I — приведенным кольцом.

Если, в частности, I = (0), то само кольцо R является приведенным.

V. Кольца R′ и R имеют одно и то же множество положитель-
ных функционалов, точнее — каждый положительный функционал
f в кольце R определяет положительный функционал f ′ в кольце R′

по формуле
f ′(x′) = f(x) для всех x ∈ x′. (1)

Обратно, каждый положительный функционал f ′ в кольце R′ од-
нозначно определяет положительный функционал f в кольце R по
формуле (1).

Действительно, если x1 и x2 принадлежат одному и тому же классу
x′ по I, то x1 − x2 ∈ I и, следовательно, f(x1 − x0) = 0, f(x1) = f(x2).
Таким образом, функционал f остается постоянным на каждом классе;
поэтому формула (1) определяет линейный функционал f ′ в R′. Он
будет, очевидно, положительным функционалом в R′. Обратно, пусть
дан положительный функционал f ′ в R′; положим f(x) = f ′(x′) для
всех x ∈ x′. Тогда f — положительный функционал в R.

В дальнейшем мы не будем различать f и f ′.

VI. В приведенном кольце R′ для всякого элемента x′ �= 0 суще-
ствует положительный функционал f такой, что f(x′∗x′) �= 0.

В самом деле, пусть f(x′∗x′) = 0 для всех положительных функци-
оналов в R′ и пусть x ∈ x′. Тогда f(x∗x) = 0 для всех положительных
функционалов в R, т. е. x ≈ 0. Но это означает, что x′ = 0.
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След с т в и е 2. Кольцо R является приведенным тогда и только
тогда, когда его приводящий идеал I = (0).

Рассмотрим теперь случай банахова симметричного кольца с еди-
ницей.

VII. Приводящий идеал банахова симметричного кольца с едини-
цей содержит радикал этого кольца.

До к а з а т е л ь с т в о. Если элемент x принадлежит радикалу, то
в силу IV п. 4 § 10 f(x∗x) = 0 для всех положительных функционалов
в R, а это означает, что x принадлежит приводящему идеалу.

VIII. Приведенное банахово кольцо — полупростое.
Это непосредственно следует из предложения VII.

Как и в коммутативном случае (см. п. 1 § 12), норма в приведен-
ном симметричном кольце с единицей определяется запасом элементов
кольца единственным образом с точностью до эквивалентности.

IX. Пусть в банаховом симметричном кольце R с единицей e
и нормой |x| задана вторая норма |x|1 такая, что |x∗|1 = |x∗|.
Рассмотрим пополнение R1 кольца R по этой норме (см. п. 3 § 10).
Если R1 есть приведенное банахово кольцо, то |x|1 � C|x| для всех
x ∈ R, где C — некоторая постоянная.

До к а з а т е л ь с т в о. Введем в R новую норму

|x|2 = max{|x|, |x|1} (2)

и докажем, что R полно по этой норме; тогда в силу VII п. 4 § 4
существует такая постоянная C, что |x|2 � C|x| для всех x ∈ R и.
значит, в силу (2) |x|1 � |x|2 � C|x| для всех x ∈ R.

Пусть последовательность {xn} ⊂ R фундаментальна по норме |x|2.
В силу (2) она фундаментальна по нормам |x| и |x|1 и потому, в силу
полноты R и R1, имеет пределы x0 и x10 соответственно в R и R1.
Докажем, что x0 = x10; тем самым полнота кольца R по норме |x|2 будет
доказана.

Пусть f1 — произвольный положительный функционал в R1. Обо-
значим через f его сужение на R. Очевидно, f — положительный
функционал в R.

В силу неравенства (1) п. 4 § 10

|f1(x0 − x10)| � |f1(x0 − xn)| + |f1(xn − x10)| =

= |f(x0 − xn)| + |f1(xn − x10)| �

� f(e)|x0 − xn| + f1(e1)|xn − x10| → 0

при n → ∞. Поэтому f1(x0 − x10) = 0 для всякого положительного
функционала f1, и так как R1 — приведенное кольцо, то x0 − x10 = 0,
что и требовалось.

С л е д с т в и е 3. Всякий симметричный изоморфизм банахова
симметричного кольца R с единицей на плотное подмножество R′
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приведенного банахова симметричного кольца R1 с единицей непре-
рывен.

С л ед с т в и е 4. Если приведенные банаховы симметричные коль-
ца с единицей симметрично изоморфны, то они также топологиче-
ски изоморфны.

С л е д с т в и е 5. Всякий автоморфизм приведенного банахова
симметричного кольца с единицей непрерывен.

3. Минимальная регулярная норма.
Те о р е м а 1. Если в приведенном кольце R существует регу-

лярная норма, то в нем существует также минимальная регу-
лярная норма. Пополнение кольца R по этой минимальной норме
вполне изоморфно некоторому кольцу операторов в гильбертовом
пространстве.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть |x|1 — какая-нибудь регулярная норма
в кольце R, а R1 — пополнение кольца R по этой норме. Каждый поло-
жительный функционал f в кольце R продолжается до положительного
функционала в кольце R1. Этот функционал также обозначим f ; ему
соответствует циклическое представление кольца R1. Обозначим это

представление через x → A
(f)
x . Далее, пусть x → Ax — прямая сумма

всех этих представлений. Согласно теореме 1 п. 3 § 17

|Ax| � |x|1, (1)

где |Ax| — норма оператора Ax.
Отметим, что |Ax| для x ∈ R полностью определяется запасом

положительных функционалов в R и потому не зависит от выбора
регулярной нормы |x|1.

Отображение x → Ax есть изоморфизм кольца A. Действительно,
пусть Ax = 0. Тогда также Ax∗x = Ax∗Ax = 0. Отсюда следует, что

также A
(f)
x∗x = 0, т. е. (A

(f)
x∗xξ, η) = 0 для любых векторов ξ, η из

соответствующего пространства Hf . Положим, в частности, ξ = η = ξ0,
где ξ0 — класс, содержащий единицу кольца R. Мы получим, что
f(x∗x) = 0 для всех положительных функционалов в R. Так как R —
приведенное кольцо, то x = 0.

Итак, x → Ax есть изоморфизм кольца R. Введем в кольце R
норму формулой |x| = |Ax|. Очевидно, кольцо R с нормой |x| = |Ax|,
а следовательно, и его пополнение R̃ по этой норме, вполне изоморфно
некоторому кольцу операторов в гильбертовом пространстве (именно,
кольцу всех операторов Ax).

Докажем, что |x| — регулярная норма. Пусть f(x) — положитель-
ный функционал в кольце R. Тогда для любого элемента x ∈ R

|f(x)| = |(A(f)
x ξ0, ξ0| � |A(f)

x ||ξ0|2 � |Ax||ξ0|2 = |x|f(e).

Это неравенство показывает, что функционал f(x) непрерывен в смыс-
ле нормы |x|. Следовательно, он продолжается, и притом единственным
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образом, до положительного функционала в пополнении R̃ кольца R
по норме |x|. Это и означает, что |x| — регулярная норма.

Неравенство (1) показывает, что |x|— минимальная регулярная
норма.

С л е д с т в и е 1. Минимальная регулярная норма вполне регу-
лярна.

Действительно, в этой норме кольцо R вполне изоморфно некото-
рому подкольцу в B(H), а для операторов A ∈ B(H)|A∗A| = |A|2 (см.
(2) п. 10 § 5 и п. 1 § 16).

С л е д с т в и е 2. Пусть R — симметричное кольцо с единицей,
R1 — его приведенное кольцо, и пусть в R1 существует регулярная
норма, а значит, и минимальная регулярная норма |x′|. Каждому
представлению x→ Ax кольца R отвечает представление x′ → Ax′

кольца R1 по формуле Ax′ = Ax при x ∈ x′, x′ ∈ R′. Это пред-
ставление единственным образом продолжается до представления
x̃ → Ax̃ пополнения R̃1 кольца R1 по норме |x|1. Обратно, каждому
представлению x̃ → Ax̃ кольца R̃1 отвечает представление x → Ax
кольца R по формуле Ax = Ax′ = Ax̃ при x ∈ x′ = x̃ ∈ R̃1.

До к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, достаточно доказать утверждение
для циклических представлений. Пусть ξ0 — циклический вектор пред-
ставления x → Ax, I — приводящий идеал кольца R. Если x ∈ I, то
f(x) = (Axξ0, ξ0) = 0. Отсюда вытекает 1), что Ax = 0. Следователь-

но, x → Ax можно рассматривать как представление x′ → Ax′ = A
(f)
x

кольца R1 = R/I, полагая Ax′ = Ax при x ∈ x′ ∈ R1. Из определе-
ния |x′| (см. доказательство теоремы 1) непосредственно следует, что

|Ax′ | = |A(f)
x′ | � |x′|, и потому представление x′ → Ax′ единственным

образом продолжается до представления x̃ → Ax̃ кольца R̃1. Обратное
утверждение очевидно.

Те о р ем а 2. Для минимальной регулярной нормы имеет место
равенство

|x| =
√

sup f(x∗x),

где верхняя грань взята по всем положительным функционалам f
кольца R, для которых f(e) = 1.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть x — элемент кольца R, ξ — соответ-
ствующий элемент пространства H′. Тогда

|A(f)
x0

|2 = sup
|ξ|=1

|A(f)
x0
ξ|2 = sup

f(x∗x)=1

f(x∗x∗0x0x),

1) Действительно, для произвольных x ∈ I, y, z ∈ R, также z∗xy ∈ I, ибо
I — двусторонний идеал. Отсюда 0 = (Az∗xyξ0, ξ0) = (AxAyξ0, Azξ0) так как
ξ0 цикличен, то Ayξ0 и Azξ0 образуют плотные множества в пространстве
представления, и потому Ax = 0.
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где верхняя грань взята по всем элементам x кольца R таким, что
f(x∗x) = 1. Положим fx(y) = f(x∗yx); fx — положительный функцио-
нал в R и fx(e) = f(x∗x) = 1. Поэтому

f(x∗x∗0x0x) = fx(x
∗
0x0) � sup

f(e)=1

f(x∗0x0).

Отсюда
|A(f)
x0

|2 � sup
f(e)=1

f(x∗0x0),

следовательно, и

|x0|2 = |Ax0
|2 = sup

f
|A(f)
x0

| � sup
f(e)=1

f(x∗0x0).

С другой стороны, при f(e) = 1

f(x∗0x0) = |A(f)
x0
ξ0|2 � |A(f)

x0
|2 � |Ax0

|2 = |x0|2.
Поэтому sup

f(e)=1

f(x∗0x0) = |x0|2, и теорема доказана.

Те о р е м а 3. Для того чтобы в приведенном кольце существо-
вала регулярная норма, необходимо и достаточно, чтобы все эле-
менты кольца R были ограниченными.

До к а з а т е л ь с т в о. Необходимость была доказана в п. 1; докажем
достаточность.

Пусть все элементы кольца R ограничены. Тогда

f(x∗0x0) � Cx0
f(e)

для всех положительных функционалов f в кольце R. В частности,
полагая снова fx(y) = f(x∗yx), имеем

fx(x
∗
0x0) � Cx0

fx(e),

т. е.
f(x∗x∗0x) � Cx0

f(x∗x).

Это неравенство можно переписать в виде

|A(f)
x0
ξ|2 � Cx0

|ξ|2;
следовательно, оно означает, что A

(f)
x0 — ограниченный оператор и

|A(f)
x0

|2 � Cx0
.

Таким образом, при фиксированном x0 нормы операторов A
(f)
x0

огра-
ничены одним и тем же числом. Поэтому можно построить прямую

сумму x→ Ax всех представлений x→ A
(f)
x . Как было обнаружено при

доказательстве теоремы 1, норма |x| = |Ax| будет регулярной.
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С л е д с т в и е. В приведенном банаховом симметричном кольце
с единицей существует регулярная (а значит, и минимальная регу-
лярная) норма.

Утверждение непосредственно вытекает из теорем 1 и 3 и предло-
жения I п. 1.

§ 19. Неразложимые функционалы и неприводимые
представления

1. Положительные функционалы, подчиненные данному. Пусть
R — симметричное кольцо, а f , f1 — положительные функционалы в R,
причем f �= 0. Будем говорить, что f1 подчинен f , и писать f1 ≺ f , если
существует число λ такое, что λf − f1 — положительный функционал
в R. Очевидно, в этом случае λ вещественно и � 0, ибо при λ < 0
и f(x∗x) > 0 будет λf(x∗x) − f1(x

∗x) < 0.
Те о р е м а 1. Пусть x → Ax — циклическое представление сим-

метричного кольца R в пространстве H, определенное данным по-
ложительным функционалом f , а ξ0 — соответствующий цикличе-
ский вектор. Тогда всякий положительный функционал f1, подчи-
ненный f , имеет вид

f1(x) = (AxBξ0, ξ0), (1)

где B — ограниченный положительно определенный оператор в про-
странстве H, перестановочный со всеми операторами Ax, x ∈ R.
Обратно, всякий такой оператор B определяет по формуле (1)
положительный функционал f1, подчиненный f .

Соответствие f1 ∼ B, таким образом установленное, взаимно
однозначно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть B — ограниченный положительно
определенный оператор в H, перестановочный со всеми оператора-
ми Ax. Тогда f1(x) = (AxBξ0, ξ0) — положительный функционал. Дей-
ствительно,

f1(x
∗x) = (Ax∗xBξ0, ξ0) = (AxBξ0, Axξ0) = (BAxξ0, Axξ0) � 0,

ибо B — положительно определенный оператор. Функционал f1 под-
чинен функционалу f . Действительно, оператор B ограничен, сле-
довательно, существует число λ такое, что (Bξ, ξ) � λ(ξ, ξ), т. е.
λ(ξ, ξ) − (Bξ, ξ) � 0 для всех векторов ξ из H. Полагая в этом нера-
венстве ξ = Axξ0, получаем

λ(Ax∗xξ0, ξ0) − (Ax∗xBξ0, ξ0) � 0,

т. е.
λf(x∗x) − f1(x

∗x) � 0.

Но это означает, что λf − f1 — положительный функционал. Следова-
тельно, функционал f1 подчинен функционалу f .
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Обратно, пусть f1 — положительный функционал, подчиненный
функционалу f ; именно, пусть λf − f1 — положительный функционал,
следовательно, λf(x∗x) − f1(x

∗x) � 0, т. е.

0 � f1(x
∗x) � λf(x∗x). (2)

Для
ξ = Axξ0, η = Ayξ0

положим
(ξ, η)1 = f1(y

∗x).

Это выражение зависит только от элементов ξ и η. Действительно,
пусть, например, ξ = Axξ0 и ξ = Ax′ξ0, следовательно, Ax−x′ξ0 = 0.
Тогда

f((x− x′)∗(x− x′)) = (Ax−x′ξ0, Ax−x′ξ0) = 0.

В силу неравенства (2) отсюда вытекает, что также f1((x − x′)∗ ×
× (x− x′)) = 0; следовательно, по неравенству Коши–Буняковского

f1(y
∗(x− x′)) = 0, f1(y

∗x) = f1(y
∗x′).

Тем самым мы доказали независимость выражения (ξ, η)1 от способа
представления элемента ξ в виде ξ = Axξ0. Аналогичное, очевидно,
верно и в отношении элемента η.

Обозначим через H′ множество всех векторов ξ вида Axξ0; так
как ξ0 — циклический элемент, то H′ плотно в H. В силу только что
доказанного выражение (ξ, η)1 однозначно определено в H′; очевидно,
оно есть билинейная форма по отношению к ξ, η. Неравенство (2)
можно переписать в виде

0 � (ξ, ξ)1 � λ(ξ, ξ); (2′)

следовательно, (ξ, η)1 — ограниченная билинейная форма в H′. Ее
можно поэтому продолжить, и притом единственным образом, до огра-
ниченной билинейной формы во всем пространстве H. При этом нера-
венства (2′) будут иметь место во всем пространстве H. Но ограни-
ченной билинейной форме (ξ, η)1 в H отвечает ограниченный опера-
тор B, такой, что (ξ, η)1 = (Bξ, η) (см. п. 3 § 5). Так как (Bξ, ξ) =
= (ξ, ξ)1 = f1(x∗x) � 0, то B — положительно определенный оператор.
Докажем, что B перестановочен со всеми операторами Ax. Для этого
заметим, что при ξ = Axξ0, η = Ayξ0

(BAx0
ξ, η) = (BAx0xξ0, Ayξ0) = (Ax0xξ0, Ayξ0)1 = f1(y

∗x0x),

(Ax0
Bξ, η) = (Bξ, Ax∗

0
η) = (BAxξ0, Ax∗

0
yξ0) =

= (Axξ0, Ax∗

0
yξ0)1 = f1((x

∗
0y)x) = f1(y

∗x0x),

и, значит,
(Ax0

Bξ, η) = (BAx0
ξ, η) (3)

для всех векторов ξ и η из H′. Так как обе части равенства (3) суть
непрерывные функции от ξ и η по норме в H и так как H′ плотно в H,
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то это равенство имеет место для всех векторов ξ, η из H. Но последнее
означает, что Ax0

B = BAx0
, т. е. B перестановочен с Ax0

.
Очевидно, что при данном фиксированном операторе B, перестано-

вочном со всеми операторами Ax, равенство (1) однозначно определяет
функционал f1. Обратно, при данном положительном функционале f1,
подчиненном функционалу f , это равенство единственным образом
определяет ограниченный положительно определенный оператор B,
перестановочный со всеми операторами Ax. Действительно, подставляя
в равенство (1) y∗x вместо x и переписывая полученное равенство
в форме

f1(y
∗x) = (BAxξ0, Ayξ0),

мы видим, что скалярное произведение (Bξ, η) однозначно определено
для всех векторов ξ, η из H′. Так как H′ плотно в H, то тем самым
ограниченный оператор B также определен однозначно.

2. Кольцо Cf . Функционал f1 в симметричном кольце R будем на-
зывать подчиненным данному положительному функционалу f в R,
если f1 есть линейная комбинация с комплексными коэффициентами
положительных функционалов, подчиненных функционалу f .

Из теоремы 1 следует, что всякий функционал f ′, подчиненный
функционалу f(x) = (Axξ0, ξ0), имеет вид

f ′(x) = (BAxξ0, ξ0),

где B — ограниченный оператор, перестановочный со всеми опе-

раторами Ax. Действительно, пусть f ′(x) =
n∑
k=1

λkfk(x), гле fk —

положительные функционалы, подчиненные функционалу f . Тогда
fk(x) = (BkAxξ0, ξ0), где Bk — положительно определенный оператор,

перестановочный со всеми операторами Ax. Положим B =
n∑
k=1

λkBk.

Очевидно, B — ограниченный оператор, перестановочный со всеми
операторами Ax, и, кроме того,

f ′(x) =
n∑
k=1

λk(BkAxξ0, ξ0) = (BAxξ0, ξ0).

Обратно, всякий ограниченный оператор B, перестановочный со
всеми операторами Ax, можно представить в виде линейной ком-
бинации положительно определенных операторов, перестановочных
со всеми операторами Ax (см. V п. 4 § 17). Поэтому функционал
f ′(x) = (BAxξ0, ξ0) есть линейная комбинация положительных функ-
ционалов, подчиненных функционалу f . Итак, существует взаимное
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однозначное соответствие между функционалами f ′, подчиненны-
ми данному положительному функционалу f и ограниченными опе-
раторами B, перестановочными со всеми операторами Ax. Это со-
ответствие устанавливается формулой

f ′(x) = (BAxξ0, ξ0).

Обозначим через Cf совокупность всех функционалов, подчинен-
ных положительному функционалу f . В силу только что сказанно-
го эту совокупность можно рассматривать как симметричное кольцо.
Именно, если

f1(x) = (B1Axξ0, ξ0), f2(x) = (B2Axξ0, ξ0),

то мы определяем произведение f1 · f2 функционалов f1 и f2 равенством
(f1f2)(x) = (B1B2Axξ0, ξ0),

а инволюцию — равенством

f∗1 (x) = (B∗
1Axξ0, ξ0),

откуда
f∗1 (x) = f1(x∗).

При таком определении умножения и инволюции и при обычном опре-
делении сложения и умножения на число совокупность Cf становит-
ся кольцом, симметрично изоморфным кольцу Rf всех ограниченных
операторов B, перестановочных с каждым оператором Ax. При этом
единичному оператору соответствует сам функционал f .

3. Неразложимые положительные функционалы. Положитель-
ный функционал называется неразложимым, если всякий функцио-
нал f1, подчиненный функционалу f , кратен ему, т. е. f1 = λf . Другими
словами, f неразложим, если кольцо Cf состоит только из функциона-
лов λf .

Те о р е м а 2. Циклическое представление x → Ax неприводимо
тогда и только тогда, когда определяющий его положительный
функционал f(x) = (Axξ0, ξ0) неразложим.

До к а з а т е л ь с т в о. Согласно II п. 6 § 17 неприводимость пред-
ставления x → Ax равносильна тому, что кольцо Rf (см. п. 2) состоит
только из операторов, кратных единице. В силу изоморфизма колец Rf
и Cf отсюда следует, что кольцо Cf состоит из кратных f . Последнее
же означает, что f — неразложимый функционал.

Пусть R — замкнутое симметричное подкольцо кольца B(H), т. е.
кольцо (вообще не всех) ограниченных линейных операторов в гиль-
бертовом пространстве H, содержащее вместе с A также A∗ и замкну-
тое по норме оператора. Кейдисон [8] доказал, что:

1). Если R неприводимо, то оно также алгебраически неприводи-
мо, т. е. каждое (а не только замкнутое) инвариантное относитель-
но всех A ∈ R подпространство есть либо (0), либо все H.
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2). Если f — ненулевой неразложимый положительный функци-
онал в R и Il = {A: A ⊂ R, f(A∗A) = 0}, то R/Il полно относи-
тельно скалярного произведения (ξ, η) = f(B∗A), где A ∈ ξ, B ∈ η,
ξ, η ∈ R/Il.

3). Каждый замкнутый левый идеал в R есть пересечение содер-
жащих его максимальных левых идеалов.

4. Теоремы полноты и аппроксимации. Применим теперь резуль-
таты пп. 7 и 9 § 3.

Пусть R — банахово симметричное кольцо с единицей. Обозначим
через H множество всех эрмитовых элементов кольца R. Очевидно,
H — вещественное банахово пространство. Согласно I п. 4 § 10 всякий
положительный функционал f можно рассматривать как ограниченный
линейный функционал в H, причем |f | = f(e). Поэтому f можно
рассматривать как элемент сопряженного пространства H ′. Обозначим
через K совокупность всех положительных функционалов, удовле-
творяющих условию 1) f(e) = 1. Тогда также |f | = 1, следовательно,
K есть подмножество единичного шара Q в H ′. В силу III п. 7 § 3
Q бикомпактно в слабой топологии в H ′, ибо Q есть совокупность всех
линейных функционалов f ∈ H ′, удовлетворяющих неравенству

|f(x)| � p(x), где p(x) = |x|.
Так как функция F (f) = f(e) непрерывна, а совокупность всех поло-
жительных функционалов замкнута в H ′, то K — замкнутое подмно-
жество бикомпактного множества Q, следовательно, K бикомпактно.

Наконец, K выпукло. Действительно, если f1, f2 ∈ K, т. е. f1(e) =
= f2(e) = 1, то f = tf1 + (1 − t) f2 при 0 � t � 1 — положительный
функционал и f(e) = 1, следовательно, f ∈ K.

I. Положительный функционал f , удовлетворяющий условию
f(e) = 1, неразложим тогда и только тогда, когда он есть экстре-
мальная точка множества K.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть неразложимый положительный функ-
ционал f принадлежит отрезку [f1, f2] в K, т. е. имеет вид

f = tf1 + (1− t) f2, 0 � t � 1.

Тогда f − tf1 = (1 − t) f2 — положительный функционал, т. е. если
t > 0, функционал f1 подчинен функционалу f . Так как f неразложим,
то f1 = t1f . В частности, f1(e) = t1f(e), откуда t1 = 1 и f1 = f . По-
этому f не является внутренней точкой никакого отрезка [f1, f2] ⊂ K,
т. е. f — экстремальная точка. Обратно, пусть f — экстремальная
точка множества K и f1 — функционал из K, подчиненный функ-
ционалу f . Это означает, что при некотором λ > 0 f ′ = f − λf1 есть

1) Положительные функционалы f , удовлетворяющие условию f(e) = 1,
называются нормированными.
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положительный функционал. Если f ′(e) = 0, то f − λf1 = 0, f = λf1
и 1 = f(e) = λf1(e) = λ; следовательно, в этом случае f1 = f . Докажем
теперь, что случай f ′(e) > 0 невозможен. Пусть f ′(e) > 0. Положим

f2 =
f ′

μ
, где μ = f ′(e). Тогда f2(e) = 1, следовательно, f2 ∈ K и

f = λf1 + μf2, (1)

причем λ > 0, μ > 0, λ + μ = 1 (последнее получим, полагая в (1)
x = e), т. е. f — внутренняя точка отрезка [f1, f2] в K, что противо-
речит экстремальности f . Таким образом, f1 = f , другими словами,
всякий функционал из K, подчиненный функционалу f , с ним сов-
падает. Следовательно, функционал f неразложим, и предложение I
полностью доказано.

Рассмотрим некоторое множество неприводимых представлений
симметричного кольца R. При этом два эквивалентных неприводимых
представления не будем считать различными. Это множество представ-
лений называется полным, если для всякого элемента x0 �= 0 кольца R
в этом множестве существует неприводимое представление x → Ax
такое, что Ax0

�= 0.
Те о р е м а 3. Совокупность всех неприводимых представлений

банахова приведенного кольца образует полную систему.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть R — банахово приведенное кольцо (см.
п. 2 § 18) и x0 �= 0 — элемент этого кольца. По определению приведен-
ного кольца существует положительный функционал f1(x) такой, что

f1(e) = 1 и f1(x
∗
0x0) > 0.

Пусть, далее, Px∗

0
x0

— опорная гиперплоскость к K, определенная
элементом x∗0x0 (см. п. 9 § 3). Согласно предложению VII п. 9 § 3 Px∗

0
x0

содержит экстремальную точку f0. Имеем

f0(x
∗
0x0) = max

f∈K
f(x∗0x0) � f1(x

∗
0x0) > 0. (2)

С другой стороны, согласно I всякая экстремальная точка f0 множе-
ства K есть неразложимый положительный функционал. Этот функ-
ционал определяет неприводимое представление x→ Ax кольца R (см.
теорему 2 п. 3), причем

(Axξ0, ξ0) = f0(x),

где ξ0 — некоторый вектор в пространстве представления. В частности,
в силу (2)

|Ax0
ξ0|2 = (Ax∗

0
x0
ξ0, ξ0) = f0(x

∗
0x0) > 0;

следовательно, Ax0
�= 0, и теорема доказана.
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Применим теперь к множеству R теорему Крейна–Мильмана (см.
п. 9 § 3). Множество K содержит все конечные линейные комбинации
вида n∑

i=1

λifi,

где fi — неразложимые положительные функционалы, удовлетворяю-
щие условию fi(e) = 1, а λi — неотрицательные вещественные чис-

ла такие, что
n∑
i=1

λi = 1; обозначим через K1 множество всех таких

линейных комбинаций. Далее, K содержит все слабые предельные
точки множества K1; обозначим через K2 замыкание множества K1

в слабой топологии в H ′ . Множество K2 есть минимальное биком-
пактное выпуклое множество, содержащее все экстремальные точки
множества K, и потому K2 = K. Тем самым доказана

Те о р е м а 4. Пусть f — ненулевой положительный функционал
в банаховом симметричном кольце R с единицей; тогда для всяких

x0 ∈ R и ε > 0 существует линейная комбинация
n∑
i=1

fi неразложи-

мых положительных функционалов в R, удовлетворяющая следую-
щим условиям 1):

n∑
i=1

fi(e) = f(e),
∣∣f(x0) −

n∑
i=1

fi(x0)
∣∣ < ε.

З а м е ч а н и е. Из теоремы 4 следует, что в определении приводя-
щего идеала и минимальной регулярной нормы (см. пп. 2, 3 § 18) мож-
но ограничиться только неразложимыми положительными функцио-
налами.

Теорему 1 можно также сформулировать в терминах представлений
кольца R. Для этого достаточно воспользоваться теоремой 2 п. 3 § 17
и теоремой 2 п. 3. Мы получим тогда следующее предложение.

II. Пусть x → Ax — представление в пространстве H банахова
симметричного кольца R с единицей. Для всяких x0 ∈ R, ξ0 ∈ H

и ε > 0 существуют неприводимые представления x → A1,x, . . .
. . . , x→ An,x и векторы ξ01, . . . , ξ

0
n в пространствах этих представ-

лений такие, что

‖ξ01‖2 + . . . + ‖ξ0n‖2 = ‖ξ0‖2
и ∣∣(Axξ0, ξ0) +

n∑
i=1

(Ai,xξ
0
i , ξ

0
i )
∣∣ < ε.

1) Здесь функционалы f̃ , fi уже не нормированы условием f(e′) = 1, а числа
λi включены в функционалы fi.
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Иногда вместо слабой топологии в H ′ удобно пользоваться другой
топологией, которую назовем равномерной на компактах и в которой
база окрестностей определяется следующим образом.

Пусть Q — произвольное предкомпактное в топологии, определяе-
мой нормой, множество в H, а ε — произвольное положительное число.
Окрестностью U(f0; Q, ε) функционала f0 называется совокупность
всех функционалов f ∈ H ′, удовлетворяющих неравенству

|f(x) − f0(x)| < ε для всех x ∈ Q.

III. Если S — множество в H ′, равномерно ограниченное по норме
в H ′, то всякая слабая точка прикосновения этого множества
есть также его точка прикосновения в смысле равномерной на
компактах топологии.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть |f | � C для всех f ∈ S, и пусть f0 —
слабая точка прикосновения множества S. Требуется доказать, что
каждая окрестность U(f0; Q, ε) содержит элементы f ∈ S.

Положим ε1 =
ε

2C + 1
; существует конечное множество элементов

x1, . . . , xn ∈ Q таких, что всякий другой элемент x ∈ Q отстоит от
одного из xp, p = 1, . . . , n, меньше чем на ε1 (см. I п. 14 § 2). Слабая
окрестность U(f0; x1, . . . , xn; ε1) содержит некоторый элемент f ∈ S;
докажем, что f ∈ U(f0; Q, ε). Действительно, |f(xp)− f0(xp)| < ε1, p =
= 1, . . . , n, и для данного x ∈ Q существует xp такой, что

|xp − x| < ε1.

Поэтому 1)

|f(x) − f0(x)| � |f(x) − f(xp)| + |f(xp) − f0(xp)| + |f0(xp) − f0(x)| <
< |f ||x− xp| + ε1 + |f0||x− xp| < Cε1 + ε1 + Cε1 = ε.

Если пространство H сепарабельно, то слабые окрестности на S

обладают счетной базой. Всякая слабая точка прикосновения f0 множе-
ства S является тогда слабым пределом некоторой последовательности
функционалов ϕn ∈ S. В силу предположенной ограниченности по
норме множества S эта последовательность равномерно ограничена
по норме и, следовательно, в силу III сходится к f0 равномерно на
всяком компакте. Теорема 4 означает поэтому, что всякий положи-
тельный функционал f в R есть точка прикосновения в смысле

равномерной на компактах топологии функционалов
n∑
i=1

f1, где fi —

неразложимые функционалы и
n∑
i=1

fi(e) = f(e). Если же кольцо R

1) Из доказательства видно также, что на таких множествах S слабая
топология и равномерная на компактах топология совпадают.

11 Наймарк М.А.
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сепарабельно, то f есть предел равномерно сходящейся на каждом
предкомпактном множестве последовательности функционалов

n∑
i=1

f
(n)
i .

§ 20. Применение к коммутативным симметричным
кольцам

1. Минимальная регулярная норма в коммутативном симмет-
ричном кольце.

Те о р ем а 1. Пусть R — банахово коммутативное симметрич-
ное кольцо с единицей. Норма в этом кольце совпадает с минималь-
ной регулярной нормой тогда и только тогда, когда оно вполне
регулярно, следовательно, когда оно вполне изоморфно некоторому
кольцу C(M).

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть норма в кольце R совпадает с мини-
мальной регулярной нормой. На основании следствия 1 п. 3 § 18 эта
норма вполне регулярна и потому R вполне изоморфно кольцу C(M)
(см. теорему 2 п. 2 § 16).

Обратно, пусть кольцо R вполне изоморфно кольцу C(M). Всякий
положительный функционал f в C(M) является также ограничен-
ным функционалом и, значит, ограниченным интегралом (см. п. 15
§ 6). Действительно, если x(M) � 0, то y(M) =

√
x(M) ∈ C(M),

x = y2 = y∗y, и потому f(x) � 0. Поэтому положительный функционал
в C(M) имеет вид

f(x) =
∫

M

x(M) dμ(M),

где μ — мера, отвечающая этому интегралу. При этом

f(e) =
∫

M

dμ(M) = μ(M).

Обозначим через |x|0 минимальную регулярную норму в кольце R.
Тогда

|x|20 = sup
f(e)=1

f(x∗x) = sup
μ(M)=1

∫

M

|x(M)|2 dμ(M) = max
M

|x(M)|2 = |x|2;

следовательно, норма в кольце R совпадает с минимальной регулярной
нормой.

С л ед с т в и е 1. Пусть M и M′ — бикомпактные пространства;
тогда всякий симметричный изоморфизм кольца C(M) на подколь-
цо R′ кольца C(M′), плотное в C(M′), сохраняет норму и потому
есть изоморфизм на все кольцо C(M′).



§ 20. Применение к коммутативным симметричным кольцам 323

До к а з а т е л ь с т в о. Согласно теореме 1 норма в кольцах C(M)
и C(M′) есть минимальная регулярная норма. Кольцо C(M′) есть
замыкание кольца R′ по такой норме; следовательно, по определению
регулярной нормы кольца R′ и C(M′) имеют один и тот же запас
положительных функционалов. С другой стороны, кольца C(M) и R′

также имеют один и тот же запас положительных функционалов, ибо
эти кольца симметрично изоморфны. При этом соответствие между
положительными функционалами f и f ′ в кольцах C(M) и R′ устанав-
ливается равенством f(x) = f ′(x′), где x ∈ C(M) и x′ ∈ R′ — элементы,
соответствующие друг другу при данном изоморфизме. Отсюда

|x| =
√

sup
f(e)=1

f(x∗x) =
√

sup
f ′(e′)=1

f ′(x′∗x′) = |x′|.

С л е д с т в и е 2. Всякий симметричный изоморфизм полного
вполне регулярного коммутативного кольца R в полное вполне ре-
гулярное коммутативное кольцо R′ сохраняет норму.

До к а з а т е л ь с т в о. Не нарушая общности, мы можем считать,
что R и R′ содержат единицу. Действительно, в противном случае,
присоединив к ним единицу, получим полные вполне регулярные коль-
ца с единицей R1, R

′
1; исходный изоморфизм x→ x′ колец R, R′ можно

тогда продолжить до изоморфизма колец R1 и R′
1, положив

λe+ x→ λe′ + x′.

Итак, пусть R содержит единицу, а R′
0 — образ кольца R при дан-

ном изоморфизме x→ x′. При этом можно считать, что R′
0 плотно в R′,

ибо в противном случае можно заменить R′ замыканием R
′
0 кольца

R0 в R′. Тогда R и R′ вполне изоморфны некоторым кольцам C(M)
и C(M′) и наш изоморфизм есть симметричный изоморфизм кольца
C(M) в плотное подкольцо R′

0 кольца C(M′). Поэтому утверждение
непосредственно вытекает из следствия 1.

2. Положительные функционалы в коммутативном симметрич-
ном кольце. Перейдем теперь к изучению положительных функциона-
лов в произвольном банаховом коммутативном симметричном кольце
с единицей.

Обозначим через M бикомпактное пространство всех максималь-
ных идеалов кольца R. Из соотношения x∗(M∗) = x(M) (см. (2) п. 1
§ 14) легко следует, что отображение M → M∗ есть гомеоморфизм
пространства M на себя; поэтому множество M0 всех идеалов M ,
удовлетворяющих условию M∗ = M , т. е. всех симметричных идеалов,
есть замкнутое подмножество пространства M.

Обозначим через R1 приведенное кольцо, построенное по кольцу R.
Введем в кольце R1 в качестве нормы минимальную регулярную норму.
Пополнение кольца R1 по этой норме будем называть вполне регуляр-
ным пополнением кольца R и обозначать R̂.
11*
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Те о р ем а 2. Пусть R — банахово коммутативное симметрич-
ное кольцо с единицей. Тогда кольцо R̂ вполне изоморфно кольцу
C(M0), где M0 — пространство всех симметричных максимальных
идеалов кольца R.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть M̂ — пространство всех максималь-
ных идеалов кольца R̂. Согласно теореме 1 достаточно доказать, что
M̂ и M0 гомеоморфны.

Пусть M̂ — максимальный идеал кольца R̂. Он определяет
гомоморфизм кольца R̂, а следовательно, и кольца R1 в поле ком-
плексных чисел. Но R1 есть кольцо вычетов кольца R по некоторому
двустороннему симметричному идеалу I. Поэтому гомоморфизм кольца
R1 есть одновременно гомоморфизм кольца R в поле комплексных
чисел. Именно, достаточно отобразить все элементы x класса x̃ ∈ R1

в одно и то же число — образ класса x̃. Этот гомоморфизм определяет
максимальный идеал M0 кольца R; идеал M0 поставим в соответствие
идеалу M̂.

Идеал M0 симметричен. Действительно, пусть x ∈M0. Это означа-
ет, что элемент x переходит в нуль при рассматриваемом гомоморфизме
кольца R. Но тогда соответствующий элемент x̃ кольца также перехо-
дит в нуль. Другими словами,

x̃(M̂) = 0.

В силу теоремы 1 операция инволюции в R̂ есть переход от функции

x̃(M̂) к комплексно сопряженной функции x̃(M̂), т. е. x̃∗(M̂) =

= x̃(M̂); следовательно, также x̃∗(M )̂ = 0. Другими словами, x̃∗ так-
же переходит в нуль. Но тогда и x∗ переходит в нуль, следовательно,
x∗ ∈M0. Тем самым M∗

0 = M0.
Обратно, пусть M0 — симметричный максимальный идеал коль-

ца R. Рассмотрим функционал

f(x) = x(M0);

f — положительный функционал. Действительно,

f(x∗x) = x∗(M0)x(M0) = |x(M0)|2 � 0.

Кроме того,
f(e) = e(M0) = 1.

Этот функционал можно поэтому рассматривать как положительный
функционал на R̂ (см. пп. 1, 2 § 18). f определяет гомоморфизм
кольца R, а следовательно, и кольца R1 в поле комплексных чисел.
Так как функционал f непрерывен в кольце R1 и так как кольцо R1

плотно в R̂, то этот функционал определяет также гомоморфизм
кольца R̂ в поле комплексных чисел. Этот последний гомоморфизм
определяет максимальный идеал кольца R̂.
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ЕслиM1̂ �= M2̂ , то существует такой элемент x ∈ R̂, что x̂(M1̂ ) �=
�= x̂(M2̂ ) (см. I п. 2 § 11); так как R1 плотно в R̂, то существует

элемент x̃ ∈ R1 с тем же свойством. Тогда для x ∈ x̃ и соответствующих
идеалов M10, M20 будем иметь x(M10) = x̃(M1̂ ) �= x̃(M2̂ ) = x(M20),
и потому M10 �= M20. Это означает, что построенное выше отображение
M̂ → M0 есть взаимно однозначное отображение пространства M̂
на пространство M0. Из определения топологий в M̂ и M0 сле-
дует, что прообразом всякой окрестности в M0 является некоторая
окрестность в M̂. Следовательно, отображение непрерывно. В силу
бикомпактности и хаусдорфовости обоих пространств это отображение
есть гомеоморфизм. Тем самым теорема доказана.

С л ед с т в и е. Пусть R — коммутативное вполне симметричное
кольцо с единицей, M — его пространство максимальных идеалов.
Тогда:

1) минимальная регулярная норма в R есть |x|0 = sup
M∈M

|x(M)|;
2) пространство M̂ максимальных идеалов кольца R̂ гомео-

морфно M.

До к а з а т е л ь с т в о. Так как R вполне симметрично, то M0 = M

(см. п. 1 § 14). С другой стороны, M̂ и M0 = M гомеоморфны (см.
доказательство теоремы 2). Утверждение 1) следует из теоремы 1 п. 1.

Те о р ем а 3. Всякий положительный функционал f в банаховом
коммутативном симметричном кольце R с единицей можно пред-
ставить, и притом единственным образом, в виде

f(x) =
∫

M0

x(M) dμ(M), (1)

где μ — некоторая мера, в пространстве M0 всех симметричных
максимальных идеалов кольца R.

До к а з а т е л ь с т в о. Всякий положительный функционал в коль-
це R можно распространить до положительного функционала в коль-
це R̂. Но согласно теореме 2 кольцо R̂ вполне изоморфно кольцу
C(M0), и потому f можно также рассматривать как положительный
функционал, а значит, как интеграл на C(M0) (см. доказательство
теоремы 1). Отсюда непосредственно следует формула (1) и единствен-
ность меры μ при данном f .

З а м е ч а н и е. Из теоремы 3 вытекает, что положительный функ-
ционал f в кольце R неразложим тогда и только тогда, когда
f(x) = x(M) при некотором M ∈ M0. Следовательно, эта теорема
означает, что всякий положительный функционал в банаховом ком-
мутативном симметричном кольце с единицей разлагается, и притом
единственным образом, на неразложимые далее положительные функ-
ционалы.

Следующая теорема показывает, что условие коммутативности яв-
ляется здесь существенным.
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Те о р ем а 4. Пусть всякий положительный функционал в сим-
метричном кольце R с единицей разлагается, и притом единствен-
ным образом, на неразложимые далее положительные функциона-
лы. Тогда приведенное кольцо R1 коммутативно.

До к а з а т е л ь с т в о. Докажем, что всякое неприводимое представ-
ление кольца R одномерно. Предположим противное. Пусть x→ Ax —
неприводимое представление кольца R в пространстве H и пусть H

неодномерно. Тогда в H существует по крайней мере два линейно
независимых вектора ξ1 и ξ2. Положим

f1(x) = (Axξ1, ξ1), f2(x) = (Axξ2, ξ2),

f ′1(x) =
1

2
(Ax(ξ1 + ξ2), ξ1 + ξ2), f ′2(x) =

1

2
(Ax(ξ1 − ξ2), ξ1 − ξ2).

Тогда
f1(x) + f2(x) = f ′1(x) + f ′2(x).

Пусть
f(x) = f1(x) + f2(x) = f ′1(x) + f ′2(x); (2)

f — положительный функционал. По теореме 2 п. 3 § 19 функционалы
f1, f2, f

′
1, f

′
2 неразложимы. Так как, кроме того, никакие два из векто-

ров ξ1, ξ2, ξ1 + ξ2, ξ1 − ξ2 не пропорциональны, то все эти функционалы
различны (см. теорему 4 п. 7 § 17). Поэтому равенство (2) есть разло-
жение функционала f двумя различными способами на неразложимые
функционалы, в противоречие с условием.

Итак, всякое неприводимое представление кольца R одномерно,
следовательно, коммутативно. Поэтому всякий неразложимый поло-
жительный функционал обращается в нуль на всех элементах вида
xy − yx. Но, по условию, всякий положительный функционал разлага-
ется на неразложимые положительные функционалы. Поэтому также
всякий положительный функционал обращается в нуль на всех эле-
ментах вида xy − yx. Это означает, что всякий такой элемент есть
обобщенный нуль (см. II п. 2 § 18). Следовательно, в приведенном
кольце R1x̃ ỹ − ỹ x̃ = 0, т. е. приведенное кольцо R1 коммутативно.

Другие достаточные условия коммутативности кольца см. в статьях
Турумару [1], Фукамия, Мисоноу и Такеда [1] и Огасавара [2].

3. Примеры. а). Пусть A — кольцо всех функций

x(z) =
∞∑
n=0

cnz
n,

аналитических внутри единичного круга и непрерывных в замкнутом
единичном круге (см. пример б) п. 3 § 11). Определим в A инволюцию
формулой

x∗(z) =
∞∑
n=0

cnz
n.
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Найдем симметричные максимальные идеалы кольца A.
Каждый максимальный идеал M кольца A определяется некоторой

точкой z0 круга |z| � 1 по формуле

M(x) = x(z0),

причем соответствие M → z между M и точками круга |z| � 1, таким
образом установленное, взаимно однозначно (см. пример б) п. 3 § 11).

Пусть M — симметричный максимальный идеал. Так как x1 = z
эрмитов элемент, то число z0 = M(x1) должно быть вещественным.
Таким образом, каждому симметричному максимальному идеалу коль-
ца R отвечает вещественное число t из интервала [−1, 1]. Обратно,
каждому такому числу t отвечает симметричный максимальный идеал
всех функций x(z) из A таких, что x(t) = 0.

Согласно теореме 2 вполне регулярное пополнение Â кольца A
есть кольцо всех непрерывных функций x(t) в интервале [−1, 1] с нор-
мой

|x| = max
−1�t�1

|x(t)|.

Если x(z) есть многочлен, а y(t) — соответствующий элемент коль-
ца Â, то x(t) = y(t) для всех t ∈ [−1, 1]; в силу теоремы Вейерштрасса
об аппроксимации многочленами (см. п. 10 § 2) отсюда следует, что
x(t) = y(t) для любой функции x(z) ∈ A.

Итак, кольцо Â получается, если рассматривать функции x(z)
только на интервале [−1, 1], а затем пополнить полученное кольцо по
норме |x| = max

−1�t�1
|x(t)|.

Применяя теорему 3 к кольцу A, получаем, что всякий положитель-
ный функционал в нем имеет вид

f(x) =

1∫

−1

x(t) dσ(t), (1)

где σ(t) — неубывающая функция в интервале [−1, 1].
Отметим, что не всякий вещественный ограниченный линейный

функционал в кольце A можно представить в виде линейной ком-
бинации положительных функционалов. В самом деле, рассмотрим
в качестве примера функционал

f0(x) =
1

2
[x(z0) + x(z0)],

где z0 — произвольное мнимое число из единичного круга |z| � 1.
Очевидно, f0 — вещественный ограниченный линейный функционал
в кольце A. Докажем, что он не является линейной комбинаци-
ей положительных функционалов. Предположим противное. Тогда,
пользуясь общим выражением (1) для положительного функционала,
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мы будем иметь

f0(x) =

1∫

−1

x(t) dσ1(t),

где σ1(t) — функция с ограниченным изменением в интервале [−1, 1].
Таким образом,

x(z0) + x(z0)

2
=

1∫

−1

x(t) dσ1(t)

для любой функции x(z) ∈ A. Применив это равенство к функции

xn(z) =
einz

n
, мы получим

einz0 + einz0

2n
=

1

n

1∫

−1

eint dσ1(t).

Но при n → ∞ модуль левой части этого равенства стремится к ∞,
а правой — к нулю. Полученное противоречие показывает, что функ-
ционал f0 нельзя представить в виде линейной комбинации положи-
тельных функционалов.

б). Обозначим через R′
0 совокупность всех измеримых функций

x(u) на полупрямой 0 � u < +∞ таких, что

|x| =

∞∫

0

|x(u)| sh 2u du <∞. (2)

Определим в R′
0 обычным образом операции сложения и умножения

на числа; кроме того, определим операцию умножения x = x1 · x2
равенством

x(u) =

∞∫

0

u+t∫

|u−t|

x1(s)x2(t) ds dt.

Это определение законно, ибо

∞∫

0

|x(u)| sh 2u du �

∞∫

0

∣∣∣∞∫
0

dt

u+t∫

|u−t|

x1(s)x2(t) ds
∣∣∣ sh 2u du �

�

∞∫

0

sh 2u du

∞∫

0

dt

u+t∫

|u−t|

|x1(s)| |x2(t)| ds =

=

∞∫

0

dt

∞∫

0

|x1(s)| |x2(t)| ds
t+s∫

|t−s|

sh 2u du =

=

∞∫

0

∞∫

0

|x1(s)||x2(t)| sh 2s sh 2t ds dt = |x1| |x2|,
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следовательно, если x1, x2 ∈ R′
0, то также x1 · x2 ∈ R′

0. Одновременно
мы видим, что выполняется условие |x1 · x2| � |x1| · |x2|. Легко также
проверить, что выполняются все другие аксиомы кольца и что x1 · x2 =
= x2 · x1; следовательно, R′

0 — коммутативное нормированное кольцо,
очевидно, полное.

Присоединив к R′
0 единицу e, получим полное нормированное коль-

цо с нормой
|x+ λe| = |x| + |λ|,

где |x| определена равенством (2). Обозначим это кольцо R0. Полагая
x∗(u) = x(u), (λe + x)∗ = λe + x∗, мы превратим R0 в симметричное
кольцо.

Найдем все максимальные идеалы кольца R0. Во-первых, R
′
0 есть

максимальный идеал в R0. Пусть M — максимальный идеал в R0,
отличный от R′

0. Тогда
f(x) = x(M)

есть линейный функционал в R0. Его можно также рассматривать
как линейный функционал в пространстве всех суммируемых функций
x(u) sh 2u. Поэтому

x(M) = f(x) =

∞∫

0

x(u)ω(u) du,

где
ω(u)

sh 2u
— существенно ограниченная функция и ω(u) �≡ 0 (см. теоре-

му 3 п. 16 § 6). Так как отображение x→ x(M) есть гомоморфизм, то
должно быть f(x1 · x2) = f(x1) f(x2), т. е.

∞∫

0

x1(s)ω(s) ds

∞∫

0

x2(t)ω(t) dt =

∞∫

0

[∞∫
0

dt

u+t∫

|u−t|

x1(s)x2(t) ds
]
ω(u) du =

=

∞∫

0

∞∫

0

x1(s)x2(t) ds dt

t+s∫

|t−s|

ω(u) du.

Отсюда заключаем, что функция ω(u) удовлетворяет функциональному
уравнению

ω(s)ω(t) =

t+s∫

|t−s|

ω(u) du (3)

для почти всех положительных s и t.

Общим решением этого уравнения является ω(u) =
2 sin ρu

ρ
, где ρ —

произвольное комплексное число. Действительно, из (3) следует, что
ω(x) эквивалентна непрерывной функции, так что ω(s) можно считать
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непрерывной. Полагая в (3) s = t = 0, получим ω(0) = 0. Дифференци-
руя далее обе части (3) по s при s � t, получим

ω′(s)ω(t) = ω(t+ s) + ω(t− s). (4)

Отсюда, при s = 0, ω′(0)ω(t) = 2ω(t), ω′(0) = 2. Дифференцируя, да-
лее, (4) два раза по s и два раза по t, вычитая почленно полученные
равенства и полагая s = 0, заключаем, что ω′′(t) − ρ2ω(t) = 0, где

ρ2 =
ω′′′(0)

ω′(0)
=

ω′′′(0)

2
— некоторое, вообще говоря, комплексное чис-

ло. Решение этого уравнения, удовлетворяющее условиям ω(0) = 0,

ω′(0) = 2, есть ω(t) =
2 sin ρt

ρ
.

Функция
ω(u)

sh 2u
=

2 sin ρu

ρ sh 2u
ограничена для −∞ < u <∞ тогда и толь-

ко тогда, когда | Im ρ| � 2. Следовательно, отличные от R′
0 максималь-

ные идеалы кольца R0 определяются числами ρ полосы | Im ρ| � 2,
а соответствующие гомоморфизмы задаются формулой

x→
∞∫

0

x(u)
2 sin ρu

ρ
du.

Очевидно, числа ρ1 и ρ2 определяют один и тот же максимальный
идеал тогда и только тогда, когда либо ρ1 = ρ2, либо ρ1 = −ρ2.

Найдем теперь все симметричные максимальные идеалы кольца R0.
Для этого заметим, что всегда x(M∗) = x∗(M). Поэтому из равенства

x(M) =

∞∫

0

x(u)
2 sin ρu

ρ
du

следует

x(M∗) = x∗(M) =

∞∫

0

x∗(u)
2 sin ρu

ρ
du =

∞∫

0

x(u)
2 sin ρu

ρ
du.

Таким образом, если идеал M определяется числом ρ, то идеал M∗

определяется числом ρ. Поэтому M = M∗ тогда и только тогда, когда
либо ρ = ρ, либо ρ = −ρ, т. е. ρ либо вещественно, либо чисто мнимо.

Следовательно, симметричные максимальные идеалы кольца R0

определяются взаимно однозначно всеми числами вещественной полу-
оси 0 � ρ <∞ и отрезка ρ = ρ1i, 0 < ρ1 � 2, мнимой оси. Соответству-
ющие гомоморфизмы имеют вид

x→
∞∫

0

x(u)
2 sin ρu

ρ
du при ρ вещественном,

x ∈
∞∫

0

x(u)
2 sh ρ1u

ρ1
du при ρ = ρ1i.
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Применяя к кольцу R0 теорему 3, получаем, что всякий положи-
тельный функционал в кольце R0 имеет вид

f(x) =

∞∫

0

[∞∫
0

x(u)
2 sin ρu

ρ
du

]
dσ(ρ) +

2∫

0

[∞∫
0

x(u)
2 sh ρ1u

ρ1
du

]
dσ1(ρ1),

где σ(ρ), σ1(ρ1) — неубывающие функции в интервалах 0 � ρ < ∞,
0 < ρ1 � 2 соответственно.

4. Случай вполне симметричного кольца. Если кольцо R вполне
симметрично, то все его максимальные идеалы симметричны, так что
M0 = M. Поэтому имеет место

С л ед с т в и е 1. Всякий положительный функционал f в ком-
мутативном вполне симметричном кольце R с единицей можно
представить, и притом единственным образом, в виде

f(x) =
∫

M

x(M) dμ(M),

где M — пространство максимальных идеалов кольца R, а μ —
некоторая мера на M.

Костюченко и Митягин [1, 2] получили интегральное представ-
ление для положительных функционалов в топологическом кольце
с непрерывной инволюцией, являющемся так называемым ядерным
пространством (см., например, Гельфанд, Виленкин и Граев [1]), и при-
менили этот результат к многомерной проблеме моментов. Близкие
результаты получены независимо Березанским [3].

В приложениях приходится часто рассматривать положительные
функционалы в кольце без единицы. Напомним, что кольцо R без еди-
ницы называется вполне симметричным, если кольцо R1 полученное
из R присоединением единицы, вполне симметрично (см. п. 3 § 14).

Пусть M1 — пространство максимальных идеалов кольца R1; если
положительный функционал f в R задается формулой

f(x) =
∫

M0

x(M) dμ(M) для всех x ∈ R, (1)

то, полагая

F (x) =
∫

M1

x(M) dμ(M) для всех x ∈ R1, (2)

мы расширим f до положительного функционала F во всем R1. Об-
ратно, если такое расширение F возможно, то в силу следствия 1
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для функционала F имеет место формула (2), следовательно, для
функционала f имеет место формула (1).

Отсюда и из IV п. 2 § 10 заключаем:
С л е д с т в и е 2. Положительный функционал f в коммутатив-

ном вполне симметричном кольце R без единицы тогда и только то-
гда можно представить по формуле (1), когда f можно продолжить
до положительного функционала в кольце R1, полученном из R при-
соединением единицы, т. е. когда f вещественный и удовлетворяет
условию

|f(x)|2 � Cf(x∗x) для всех x ∈ R, (3)

где C — некоторая постоянная.
Отметим, что в силу формулы (1) такой функционал f можно про-

должить, и притом единственным образом; до положительного функ-
ционала во всем кольце C(M1).

До сих пор мы рассматривали положительные функционалы, за-
данные во всем кольце R. Однако в некоторых случаях приходится
ставить задачу о разложении положительного функционала, заданного
не во всем кольце и вообще не продолжимого до положительного
функционала во всем кольце (см. ниже, п. 4 § 31). Для изучения таких
функционалов нам предварительно придется рассмотреть некоторые
свойства интегралов на локально бикомпактном пространстве.

Пусть T — локально бикомпактное хаусдорфово пространство, I —
интеграл на L(T ) (см. п. 1 § 6), а U — произвольное открытое мно-
жество в T . Тогда U , рассматриваемое как подпространство в T ,
есть также локально бикомпактное пространство и всякую функцию
x ∈ L(U) можно продолжить до функции x ∈ L(T ), считая x(t) = 0
вне U . Следовательно, L(U) можно рассматривать как подпространство
в L(T ) и исходный интеграл I на L(T ), рассматриваемый только
на L(U), будет также интегралом на L(U); мы будем называть его
сужением исходного интеграла на множество U .

I. Пусть {Uα} — покрытие пространства T открытыми мно-
жествами Uα и пусть на каждом L(Uα) задан интеграл Iα так,
что для любых α1, α2 сужения интегралов Iα1

, Iα2
на Uα1

∩ Uα2

совпадают. Тогда существует один и только один интеграл I на
L(T ), сужение которого на каждое Uα совпадает с Iα.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x ∈ L(T ), а Qx — носитель 1) x.
Множества Uα, пересекающиеся с Qx, образуют покрытие биком-
пактного множества Qx; следовательно, существует конечное число
Uα1

, . . . , Uαn
таких Uα, также образующее покрытие Qx. Функции из

L(T ), рассматриваемые только на Qx, образуют нормальное кольцо

1) То есть минимальное бикомпактное множество, вне которого x(t) = 0 (см.
п. 2 § 6).
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с единицей (в силу леммы Урысона, см. II п. 8 § 2 и п. 1 § 15); следова-
тельно (см. п. 2 § 15), существуют функции yk ∈ L(Uαk

), k = 1, . . . , n,
такие, что y1(t) + . . . + yn(t) = 1 на Qx. Отсюда x = xy1 + . . . + xyn, где
xyk ∈ L(Uαk

), и потому если интеграл I существует, то должно быть

I(x) = Iα1
(xy1) + . . . + Iαn

(xyn). (4)

Покажем, что формула (4) действительно определяет интеграл I на
L(T ); тем самым наше предложение будет доказано. Но для этого
достаточно показать, что если zk ∈ L(Uα′

k
), k = 1, . . . , m, — некоторые

функции, удовлетворяющие условию z1(t) + . . . + zm(t) = 1 на Qx, то

Iα1
(xy1) + . . . + Iαn

(xyn) = Iα′

1
(xz1) + . . . + Iα′

m
(xzm).

Но так как xykzl ∈ Uαk
∩ Uα′

l
, то по условию Iαk

(xykzl) = Iα′

l
(xykzl),

и потому

n∑
k=1

Iαk
(xyk) =

n∑
k=1

m∑
l=1

Iαk
(xykzl) =

n∑
k=1

m∑
l=1

Iα′

l
(xykzl) =

m∑
l=1

Iα′

l
(xzl),

чем и завершается доказательство.

II. Пусть T и {Uα} — те же, что и в предложении I; если I, J —
два интеграла на L(T ), сужения которых на каждое Uα совпадают,
то I и J совпадают на всем L(T ).

Утверждение непосредственно следует из I.

Рассмотрим теперь всевозможные открытые множества U (если они
вообще существуют), на которых сужение данного интеграла равно
нулю. Пусть V — объединение всех этих множеств U . Так как мно-
жества U образуют покрытие пространства V , то в силу II сужение
интеграла I на V также равно нулю. Очевидно, V есть максимальное
открытое множество, на котором сужение интеграла I равно нулю; это
означает, что V есть максимальное открытое нулевое по I множество
(см. пп. 5 и 8 § 6). Дополнение T − V этого множества называется
носителем интеграла I, а также определенной им меры μ.

Пусть теперь R — вполне симметричное коммутативное кольцо без
единицы, а f — вещественный положительный функционал, заданный
на симметричном идеале I, плотном в R. Тогда px ∈ I для всех p ∈ I,
x ∈ R, и потому для любого p ∈ I равенство

ϕp(x) = f(px)

определяет линейный функционал ϕp во всем кольце R. Элемент
p ∈ I называется положительным относительно функционала f ,
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если ϕp — вещественный положительный функционал в R, удовлетво-
ряющий условию (3).

Обозначим через P совокупность всех элементов p ∈ I, положи-
тельных относительно f . Такие элементы p существуют; именно, таким
будет во всяком случае любой элемент вида

p = y∗1y1 + y∗2y2 + . . . + y∗nyn, yk ∈ I. (5)

Действительно, для любого x ∈ R

ϕp(x
∗x) = f(px∗x) = f((y∗1y1 + . . . + y∗nyn)x

∗x) =

= f((y1x)
∗(y1x)) + . . . + f((ynx

∗)(ynx)) � 0,

так что ϕp положителен на R. Этот положительный функционал удо-
влетворяет условию (3), ибо

|ϕp(x)|2 =

∣∣∣∣ n∑
k=1

f(y∗kykx)

∣∣∣∣2 � n2
n∑
k=1

|f(y∗k(ykx))|2 �

� n2
n∑
k=1

f(y∗kyk) f((ykx)
∗(ykx)) � n2 max

1�k�n
f(y∗kyk) · f(px∗x) =

= n2 max
1�k�n

f(y∗kyk) · ϕp(x∗x).

Кроме того, так как p — эрмитов, а f — вещественный функционал,
то для x ∈ R

ϕp(x
∗) = f(px∗) = f((px)∗) = f(px) = ϕp(x),

так что ϕp — вещественный функционал.
Обозначим через P ′ совокупность всех элементов p вида (5); в силу

только что доказанного P ′ ⊂ P .
Согласно замечанию, сделанному после следствия 2, при p ∈ P

функционал ϕp можно продолжить, и притом единственным образом,
до положительного функционала ϕ̃p во всем кольце C(M1), где M1 —
пространство максимальных идеалов кольца R1.

По определению интеграла (см. п. 1 § 6), ϕ̃p есть интеграл на C(M1)
и потому может быть продолжен, и притом единственным образом, на
все функции x(M) = L1(ϕ̃p); это продолжение мы также обозначим
через ϕ̃p.

Положим M0 = R и M′ = M1 −M0; тогда M′ — локально биком-
пактное пространство. Каждый элемент x ∈ R можно рассматривать
как непрерывную функцию x(M) на M′, равную нулю в бесконечно
удаленной точке M0. Обозначим через L(M′) совокупность всех непре-
рывных функций x(M) на M′ с бикомпактным носителем Qx (своим
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для каждой x(M)). Очевидно, ϕ̃p(x) будет, в частности, определен для
всех функций x(M) ∈ L(M′) и будет интегралом на L(M′).

III. Для любой функции x(M) ∈ L(M′) существуют элементы
p ∈ P ′ такие, что p(M) > 0 на Qx.

До к а з а т е л ь с т в о. Так как идеал I плотен в R, то для любо-
го M ∈ M′, в частности, для любого M ∈ Qx, существует элемент
y ∈ I такой, что y(M) �= 0. По непрерывности это условие выполня-
ется также в некоторой окрестности U(M) идеала M . В силу биком-
пактности Qx из этих окрестностей можно выбрать конечное число
U(M1), . . . , U(Mn), покрывающее Qx. Если y1, . . . , yn — соответству-
ющие элементы y ∈ I, то элемент p = y∗1y1 + . . .+ y∗nyn и будет обладать
требуемым свойством.

Обозначим через Px совокупность всех элементов p ∈ P , для кото-
рых p(M) �= 0 на Qx, а через P+

x — совокупность всех элементов p ∈ P ,
для которых p(M) > 0 на Qx. Очевидно, P+

x ⊂ Px. Предложение III
означает, что P+

x , а значит, и Px, не пусто.

Если x ∈ L(M′) и p ∈ Px, то также
x

P
∈ L(M′), где

x

p
— функция,

равная
x(M)

p(M)
при M ∈ Qx и нулю при M /∈ Qx; отсюда заключаем, что

ϕ̃p
(

x

p

)
имеет смысл.

Положим

J(x) = ϕ̃p
(

x

p

)
при x ∈ L(M′), p ∈ Px. (6)

Это определение не зависит от выбора элемента p ∈ Px. Действительно,
если p, q ∈ Px, то для любого z ∈ R

ϕq(pz) = ϕp(qz) = f(pqz).

Отсюда следует, что

ϕ̃q(pz) = ϕ̃p(qz) для всех z ∈ C(M1). (7)

В самом деле, ϕ̃q, ϕ̃p — интегралы на C(M1) и потому непрерывны
по норме в C(M1); с другой стороны, равенство (7) имеет место для
всех функций z(M) кольца R, а они образуют плотное множество
в кольце C0(M1) всех функций из C(M1), равных нулю в точке M0

(см. следствие 3 п. 3 § 14). Следовательно, (7) имеет место для всех
z(M) ∈ C0(M1). Но

ϕ̃q(p) = ϕq(p) = f(pq) = ϕp(q) = ϕ̃p(q);

поэтому
ϕ̃q(p(λe+ z)) = ϕ̃p(q(λe+ z))

для всех чисел λ и всех z ∈ C0(M1). Так как функции λe + z состав-
ляют все кольцо C(M1), то тем самым (7) доказано для всех функций
из C(M1).
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Полагая в (7) z =
x

pq

(
что законно, ибо

x

pq
= L(M′) ⊂ C(M1)

)
,

получаем

ϕ̃q
(

x

q

)
= ϕ̃p

(
x

p

)
.

IV. J есть интеграл на L(M′).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если x ∈ L(M′) и x(M) � 0, то выбирая

p ∈ P+
x , имеем

x(M)

p(M)
� 0; следовательно, J(x) = ϕ̃p

(
x

p

)
� 0. Это озна-

чает, что J — интеграл на L(M′).

Из IV следует существование на M′ меры μ такой, что

J(x) =
∫

M′

x(M) dμ для всех x ∈ L(M′) (8)

(см. X п. 10 § 6).
Обозначим теперь через Mf совокупность всех точек M ⊂ M′, на

каждой окрестности которых сужение хотя бы одного из функционалов
ϕ̃p, p ∈ P , не обращается в нуль; очевидно, Mf — замкнутое под-
множество в M′ и M′ − Mf — максимальное открытое множество, на
котором сужения всех ϕ̃p, p ∈ P , равны нулю. Очевидно, Mf ⊃ Mj ,
где Mj — носитель интеграла J .

V. Если p ∈ P , то p(M) � 0 на Mf .

До к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что p(M0) < 0 в точке M0 ∈
∈ Mf ; тогда p(M) <

1

2
p(M0) < 0 в некоторой окрестности U =

= U(M0) точки M0. Следовательно, для x ∈ L+(U) имеем 0 � J(x) =

= ϕ̃p
(

x

p

)
� 0, т. е. J(x) = 0 на L+(U), а значит, и на L(U); отсюда

заключаем, что ϕ̃p(x) = J(xp) = 0 для x ∈ L(U). Но тогда для любых
q ∈ P , x ∈ L+(U)

0 = ϕ̃p(qx) = ϕ̃q(px) �
1

2
p(M0) ϕ̃q(x) � 0,

т. е. ϕ̃q(x) = 0, а это противоречит определению Mf .
Докажем теперь, что

J(py) = ϕ̃p(y) (9)

для любой функции y(M) = C(M1), т. е. что для любой такой функции
∫

M′

p(M) y(M) dμ =
∫

M′

y(M) dμp, (10)

где μp — мера, отвечающая интегралу ϕ̃p.
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Прежде всего заметим, что достаточно доказать равенство
∫

Mf

p(M) y(M) dμ =
∫

Mf

y(M) dμp, (11)

ибо, по самому определению множества Mf , сужения обоих интегралов
на M′ − Mf равны нулю.

Положим

N = {M : M ∈ Mf , p(M) = 0} ,
An =

{
M : M ∈ Mf , p(M) �

1

n

}
, Bn =

{
M : M ∈ Mf , p(M) �

1

n + 1

}
;

так как p(M) → 0 при M →M0, то каждое An — бикомпактное множе-
ство. Докажем, что N — нулевое множество по ϕ̃p. Для этого заметим,
что на основании леммы Урысона существует функция z′n(M) ∈ C(M1),
удовлетворяющая условиям z′n(M) = 0 на An, z′n(M) = 1 на Bn,
0 � z′n(M) � 1 на всем M1. Пусть zn = z′1 ∩ z′2 ∩ . . . ∩ z′n. Очевидно 1),
zn ↘ ξN на Mf ; следовательно, в силу V pzn ↘ 0 и qzn ↘ qξN на Mf

для любой функции q ∈ P . Поэтому, полагая в (7) z = zn и переходя
к пределу при n → ∞, получим (см. VII п. 7 § 6), что ϕ̃p(qξN ) = 0
для любой функции q ∈ P . В частности, ϕ̃p(x∗xξN ) = 0 для всех x ∈ I;
подставляя сюда x ± y, x ± iy вместо x и беря надлежащие линейные
комбинации, получим, что ϕ̃p(y∗xξN ) = 0 для всех x, y ∈ I; так как I
плотно в R, то также ϕ̃p(y∗xξN ) = 0 для всех y, x ∈ R. Но R плотно
в C0(M1), а ϕ̃p непрерывно по норме |x| = sup

M∈M1

|x(M)|; поэтому также

ϕ̃p(y
∗xξN ) = 0 для всех y, x ∈ C0(M1). Так как функции y∗x образуют

плотное множество в C0(M1) 2), то ϕ̃p(zξN ) = 0 для всех z ∈ C0(M1),
следовательно, N — нулевое множество по ϕ̃p.

Отсюда
∫
N

x(M) dμp = 0; кроме того, очевидно,
∫
N

p(M)x(M) dμ = 0.

Поэтому соотношение (11) будет доказано, если мы покажем, что∫
W

p(M) y(M) dμ =
∫
W

y(M) dμp, где W = Mf −N , т. е. что

J(pyξW ) = ϕ̃p(yξW ).

Очевидно, достаточно ограничиться случаем функции y(M) � 0.

Положим un = 1− zn; тогда pyun = 0 на Bn, и так как p(M) >
1

n + 1
>

> 0 на Mf − Bn, то формула (6) применима к функции x = pyun, т. е.
J(pyun) = ϕ̃p(yun). Но pyun ↗ pyξW , yun ↗ yξW на Mf ; поэтому,

1) Напомним, что ξA обозначает характеристическую функцию множества A
(см. п. 5 § 6).

2) Действительно, если 0 � y � 1, y(M) = 1 на F = {M : |x(M)| � ε}
и y(M) = 0 вне какой-либо окрестности множества F , то |x − yx| < ε.
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переходя к пределу, получим, что J(pyξW ) = ϕ̃p(yξW ). Тем самым
формулы (9) и (10) доказаны.

Положив в (10) y(M) ≡ 1 и учитывая, что p(M) = |p(M)| на Mf ,
получим, что

∫
M′

|p(M)| dμ =
∫

M′

p(M) dμ = ϕ̃p(1) < ∞, т. е. p(M) ∈
∈ L1(μ).

Обозначим через Hf гильбертово пространство, порожденное эле-
ментами из I со скалярным произведением (x, y) = f(y∗x), а через
H ′
f — его замкнутое подпространство, порожденное линейными ком-

бинациями элементов p ∈ P . Положив в (10) y = q∗ ∈ P , получим

(p, q) = f(pq∗) = ϕp(q
∗) =

∫
p(M) q(M)dμ;

следовательно, соответствие x→ x(M) есть изометрическое отображе-
ние пространства H ′

f в пространство L2(μ).

Предположим теперь, что I2 плотно в I в смысле скалярного про-
изведения в Hf . Это означает, что элементы вида y∗x, где y, x ∈ I,
образуют плотное множество в Hf . Но в силу тождества

y∗x =
1

4

[
(x+ y)∗(x+ y) − (x− y)∗(x− y) +

+ i (x+ iy)∗(x+ iy) − i (x− iy)∗(x− iy)
]
,

y∗x ∈ H ′
f . Поэтому H

′
f = Hf .

Мы доказали следующую теорему.
Те о р е м а 5. Пусть R — вполне симметричное коммутативное

кольцо без единицы. Тогда для любого вещественного положитель-
ного функционала f , заданного на идеале I, плотном в R, существу-
ет, и притом только одна, мера μ на M′, обладающая следующими
свойствами:

1) для всякого элемента p ∈ P

p(M) ∈ L1(μ) и f(px) =
∫
x(M) p(M) dμ;

2) отображение p → p(M) продолжается до изометрического
отображения гильбертова пространства H ′

f в пространство L2(μ).

Если I2 плотно в I в смысле скалярного произведения в Hf , то
p→ p(M) продолжается до изометрического отображения всего Hf

в L2(μ).
При этом P обозначает совокупность всех элементов p ∈ I,

положительных относительно f ; Hf — гильбертово простран-
ство, порожденное элементами x ∈ I со скалярным произведением
(x, y) = I(xy∗), а H ′

f — подпространство в Hf , порожденное элемен-
тами x ∈ P .
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§ 21. Обобщенная лемма Шура

1. Каноническое разложение оператора. I. Если A — положи-
тельно определенный самосопряженный оператор, то существует
положительно определенный самосопряженный оператор H, и при-
том только один, такой, что H2 = A.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть P (λ) — спектральная функция опе-
ратора A. Так как A — положительно определенный оператор, то
P (λ) = 0 при λ < 0. Обозначим через DH совокупность всех векто-

ров ξ, для которых
∞∫
0

λ d|P (λ) ξ|2 <∞, и положим для таких векторов ξ

Hξ =

∞∫

0

√
λdP (λ) ξ.

Непосредственной проверкой убеждаемся в том, что H — положитель-
но определенный самосопряженный оператор и что H2 = A. Единствен-
ность оператора H следует из единственности спектральной функции
P (λ).

Для оператора H применяется обозначение H =
√
A. Из построения

оператора H вытекает, что он перестановочен со всяким оператором из
B(H), перестановочным с A.

II. (Фон Нейман [2].) Всякий замкнутый линейный оператор A из
H1 в H2 с областью определения DA, плотной в H1, представляется
в виде

A = UH, (1)

где H — самосопряженный оператор в H1 с областью определения
DH = DA, а U — частично изометрический оператор с начальной
областью RA∗ и конечной областью RA. Операторы A, U и H
определяются этими условиями единственным образом.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу VI п. 9 § 5 A∗A — положительно
определенный самосопряженный оператор; следовательно, в силу I
существует H =

√
A∗A. Обозначим через H1 и A1 сужения операторов

H и A на DH2 = DA∗A. Тогда при ξ ∈ DH2

|H1ξ|2 = (H1ξ, H1ξ) = (H2
1ξ, ξ) = (H2ξ, ξ) = (A∗Aξ, ξ) =

= (Aξ, Aξ) = |Aξ|2 = |A1ξ|2.
Следовательно,

|H1ξ| = |A1ξ| для всех ξ ∈ DH1
= DA1

.
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Отсюда заключаем, что также 1) DH̃1
= DÃ1

и

|H̃1ξ| = |Ã1ξ| для всех ξ ∈ DH̃1
= DÃ1

. (2)

Докажем, что H̃1 = H и Ã1 = A, т. е. что BÃ1
= BA и BH̃1

= BH , где
BA обозначает график оператора A (см. п. 7 § 5). Очевидно, BÃ1

⊂ BA;
если BÃ1

�= BA, то существует отличный от нуля вектор {ξ, Aξ} ∈ BA,
ортогональный к BA1

, т. е.

({ξ, Aξ}, {η, A1η}) = 0 для всех η ∈ DA1
.

Это означает, что

0 = (ξ, η) + (Aξ, A1η) = (ξ, η) + (Aξ, Aη) =

= (ξ, η) + (ξ, A∗Aη) = (ξ, (1 +A∗A) η).

Так как область изменения оператора 1 +A∗A есть все H1 (см. VI п. 9

§ 5), то ξ ⊥ H1, и потому ξ = 0; следовательно, Ã1 = A, и аналогично

H̃1 = H. Поэтому (2) принимает вид

|Hξ| = |Aξ| для всех ξ ∈ DH = DA. (3)

Положим теперь

U ′Hξ = Aξ для всех ξ ∈ DH
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭и (4)

U ′η = 0 при η ⊥ RH .

В силу (3) U ′ — частично изометрический оператор с начальной

областью RH и конечной RA: положив Y = Ũ ′, получим частично
изометрический оператор U с начальной областью RH и конечной RA.
Из (4) непосредственно следует, что A = UH.

Докажем, что RH = RA∗ , или, что то же, что H1 � RH = H1 � RA∗ .
Как легко видеть, H1 � RH и H1 � RA∗ состоят из тех и только тех
векторов ξ ∈ H, на которых соответственно Hξ = 0 и Aξ = 0, а в силу
(3) эти множества совпадают.

Остается доказать единственность операторов U и H. Но если дано
разложение вида (1), то

A∗ = HU∗ и A∗A = HU∗UH = HP
RHH = H2;

следовательно, H, а потому и U определяются единственным образом.

Формула (1) называется каноническим разложением оператора A.
Оператор A из H1 в H2 называется неособенным, если 1) A замкнут;

2) DA и RA∗ плотны в H1; 3) RA плотно в H2.

1) Операторы A1 и H1 допускают замыкание, так как они являются суже-
ниями замкнутых операторов A и H.



§ 21. Обобщенная лемма Шура 341

Таким образом, в случае неособенного оператора A RA = H2, RA∗ =
= H1 и потому оператор U в (1) изометрически отображает H1 на H2.

Следовательно,
III. Всякий неособенный оператор A из H1 в H2 можно предста-

вить, и притом единственным образом, в виде

A = UH,

где H — положительно определенный самосопряженный оператор
в H1, а U изометрически отображает H1 на H2.

2. Основная теорема. В теории представления колец 1) приходится
пользоваться следующей теоремой, которая является обобщением из-
вестной леммы Шура о конечномерных представлениях (см., например,
Понтрягин [4]).

Те о р е м а 1. Пусть x → Ax, x → Bx — представления в про-
странствах H и H′ и пусть существует неособенный оператор T
из H в H′ такой, что

BxT ⊂ TAx (1)

для всех x из R. Тогда эти представления эквивалентны.

До к а з а т е л ь с т в о. Применив инволюцию к обеим частям соот-
ношения (1) и учитывая соотношения г) п. 9 § 5 и III б) п. 10 § 5,
получим:

T ∗Bx∗ = (BxT )∗ ⊃ (TAx)
∗ ⊃ Ax∗T ∗;

следовательно,
T ∗Bx∗ ⊃ Ax∗T ∗. (2)

Подставим сюда x∗ вместо x; тогда (2) примет вид

T ∗Bx ⊃ AxT
∗. (3)

Умножая обе части соотношения (1) слева на T ∗ и пользуясь соотно-
шением (3), получаем

T ∗TAx ⊃ T ∗BxT ⊃ AxT
∗T ;

следовательно,
T ∗TAx ⊃ AxT

∗T ,

т. е. оператор T ∗T перестановочен с Ax.
С другой стороны, согласно теореме фон Неймана (см. III п. 1) T =

= UH, где H2 = T ∗T , а оператор U изометрически отображает H на H′.
Подставим теперь в соотношение (1) вместо T его выражение UH;
тогда (1) примет вид

BxUH ⊂ UHAx.

1) Всюду в этом параграфе речь идет о представлениях одного и того же
симметричного кольца R.
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Применим обе части этого последнего соотношения к элементу ξ из
области определения оператора H. Мы получим тогда

BxUHξ = UHAxξ. (4)

Оператор Ax перестановочен с T ∗T , следовательно, и с H =
√
T ∗T .

Поэтому HAxξ = AxHξ и равенство (4) можно переписать в виде

BxUHξ = UAxHξ.

Таким образом, BxU = UAx на области изменения оператора H. По-
следняя плотна в H, ибо T , по предположению, — неособенный опе-
ратор. В силу непрерывности операторов Ax, Bx, U отсюда следует,
что равенство BxU = UAx имеет место во всем пространстве H, т. е.
представления Ax и Bx эквивалентны.

С л е д с т в и е 1. Пусть x → Ax, x → Bx — неприводимые пред-
ставления в пространствах H и H′ соответственно и пусть T —
замкнутый линейный оператор из H в H′, удовлетворяющий усло-
вию

BxT ⊂ TAx. (5)

Тогда либо T = 0, либо представления эквивалентны и T = ρU , где
ρ — положительное число.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть T �= 0; следовательно, в области опре-
деления оператора T существует вектор ξ0 �= 0 такой, что Tξ0 �= 0.
Из условия (5) следует, что всякий элемент вида Axξ0 также входит
в область определения оператора T . Так как представление x → Ax
неприводимо, то совокупность всех векторов вида Axξ0 плотна в H.
Следовательно, область определения оператора T плотна в H.

Далее, TAxξ0 = BxTξ0; следовательно, область изменения операто-
ра T содержит все векторы BxTξ0. Так как Tξ0 �= 0 и представление
x → Bx неприводимо, то эти векторы образуют множество, плотное
в H′. Следовательно, область изменения оператора T плотна в H′.

Применим инволюцию к обеим частям соотношения (5) и подставим
x∗ вместо x. Мы получим соотношение

AxT
∗ ⊂ T ∗Bx,

аналогичное (5), в котором роль T играет оператор T ∗. Так как T �= 0,
то и T ∗ �= 0. Поэтому предыдущее рассуждение применимо к T ∗. Таким
образом, области определения и изменения оператора T ∗ плотны в H′

и H соответственно. Поэтому T — неособенный оператор.
Согласно теореме 1 отсюда следует, что представления x → Ax

и x→ Bx эквивалентны. Тогда оператор H =
√
T ∗T перестановочен со

всеми операторами Ax неприводимого представления x→ Ax; следова-
тельно, он кратен единичному оператору. Пусть H = ρ1; тогда ρ > 0
и T = UH = ρU .
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3. Применение к прямым суммам попарно неэквивалентных
представлений. Применим теперь эти результаты к изучению прямых
сумм представлений.

Те о р е м а 2. Пусть представление x → Ax в пространстве H

есть прямая сумма неприводимых и попарно неэквивалентных пред-
ставлений x→ A

(α)
x , α ∈ A, в пространствах H(α) соответственно.

Тогда всякий ограниченный оператор B в пространстве H, переста-
новочный со всеми операторами Ax, имеет вид

B{ξα} = {λαξα}, (1)

где λα — скаляр.

До к а з а т е л ь с т в о. Согласно п. 15 § 5 всякий ограниченный опе-
ратор B в пространстве H задается матрицей ‖Bαα1

‖, где Bαα1
— опе-

ратор из H(α1) в H(α). В частности, оператор Ax задается диагональной

матрицей Ax = ‖δαα1
A

(α)
x ‖, где

δαα1
=

{
1 при α = α1,

0 при α �= α1.

Поэтому условие перестановочности операторов B и Ax дает:

A(α)
x Bαα1

= Bαα1
A(α1)
x . (2)

По условию, при α �= α1 представления x → A
(α)
x и x → A

(α1)
x не

эквивалентны. С другой стороны, равенство (2) означает, что оператор
T = Bαα1

удовлетворяет условиям следствия 1 п. 2. Поэтому Bαα1
= 0

при α �= α1. При α = α1 равенство (2) означает, что оператор Bαα пе-

рестановочен со всеми операторами A
(α)
x неприводимого представления

A
(α)
x . Следовательно, оператор Bαα кратен единице, т. е. Bαα = λα1α,

где 1α — единичный оператор в пространстве H(α). Отсюда

B{ξα} = {λαξα}.
Ниже, в следствиях 2 и 3, представление x→ Ax в пространстве H есть

прямая сумма представлений x→ A
(α)
x , α ∈ A, в пространствах H(α).

С л е д с т в и е 2. Всякое замкнутое инвариантное подпростран-
ство M в H есть совокупность всех векторов ξ = {ξα} из H, удовле-
творяющих условию

ξα = 0 для всех α ∈ A1,

где A1 — некоторое подмножество множества A.
Действительно, пусть P — оператор проектирования на M. Так как

M — инвариантное подпространство, то P перестановочен со всеми
операторами Ax. Согласно теореме 2 P{ξα} = {λαξα}. Так как P 2 = P ,
то λ2a = λα; отсюда либо λα = 0, либо λα = 1. Пусть A1 — совокупность
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тех индексов α, для которых λα = 0; M есть совокупность тех и только
тех векторов {ξα} из H, для которых P{ξα} = {ξα}, т. е. для которых

λαξα = ξα. (3)

Если α ∈ A1, то λα = 0, так что условие (3) дает ξα = 0. Если же
α /∈ A1, то λα = 1, и на соответствующую компоненту ξα никакое
условие не наложено.

С л ед с т в и е 3. Если A счетно, то всякий вектор ξ = {ξα} из H

такой, что ξα �= 0 для всех α ∈ A, есть циклический вектор в H.
Действительно, пусть M — замкнутая оболочка множества всех

векторов Axξ, x ∈ R; M — инвариантное подпространство в H. Соглас-
но следствию 2 оно совпадает с H, ибо A1 — пустое множество.

4. Применения к представлениям, кратным данному неприво-
димому представлению. До сих пор мы рассматривали прямые суммы
попарно неэквивалентных представлений. Рассмотрим теперь другой
крайний случай.

Представление x → Ax будем называть кратным данному непри-
водимому представлению x → A

(0)
x , если x → Ax есть прямая сум-

ма представлений, эквивалентных одному и тому же представлению

x ∈ A
(0)
x .

Те о р е м а 3. Всякая неприводимая часть представления x →
→ Ax, кратного данному неприводимому представлению x → A

(0)
x ,

эквивалентна этому неприводимому представлению.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть x → A′
x — неприводимая часть пред-

ставления x → Ax и пусть M — то замкнутое инвариантное подпро-
странство пространства H, в котором рассматривается эта неприводи-
мая часть. Если M �= (0), то в M существует вектор ξ0 = {ξ0α} �= 0;
следовательно, среди компонент ξ0α этого вектора хотя бы одна отлична
от нуля. Пусть это будет ξ0α0

. Положим для краткости H0 = Hα0
,

H =
⊕
α�=α0

Hα. Тогда пространство H =
⊕
α

Hα можно рассматривать как

прямую сумму пространств H0 и H; следовательно, каждый элемент
ξ ∈ H можно рассматривать как пару ξ = {η, ζ}, где η ∈ H0 и ζ ∈ H.
В силу нашего выбора индекса α0, среди пар ξ = {η, ζ}, принадле-
жащих подпространству M, существует хотя бы одна, для которой

η �= 0. Положим для краткости Bx = A
(α0)
x и обозначим через x → Cx

прямую сумму всех представлений x→ A
(α0)
x , α �= α0. Тогда представ-

ление x→ Ax можно рассматривать как прямую сумму представлений
x→ Bx и x→ Cx. Другими словами,

Ax{η, ζ} = {Bxη, Cxζ}.
Обозначим через H ′ совокупность всех элементов ζ таких, что

{η, ζ} = M при некотором η, и через H̃ ′ — ее замыкание. H̃ ′ инвари-
антно по отношению ко всем операторам Cx. Действительно, так как
M — инвариантное подпространство в H, то из {η, ζ} = M следует,
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что также {Bxη, Cxζ} ∈ M. Другими словами, из ζ ∈ H ′ следует, что

также Cxζ ∈ H ′. Поэтому H̃ ′ есть инвариантное подпространство в H.
Рассмотрим теперь элементы подпространства M вида {η, 0}. Они

образуют в M инвариантное подпространство по отношению к пред-
ставлению x→ A′

x. Так как представление x→ A′
x неприводимо, то это

инвариантное подпространство есть либо M, либо (0). В первом случае
M состоит из элементов вида ξ = {η, 0} = {ξα0

, 0} и, следовательно,
совпадает с Hα0

. Поэтому представление x→ A′
x совпадает с представ-

лением x→ A
(α0)
x , и теорема в этом случае доказана.

Во втором случае элемент {η, 0} может принадлежать подпростран-
ству M, лишь когда η = 0. Таким образом,

из {η, ζ} ∈ M, ζ = 0 следует η = 0. (1)

Аналогично, совокупность элементов подпространства M вида {0, ζ}
образует в M инвариантное подпространство; следовательно, она также
либо совпадает с M, либо = (0). Первая возможность исключена в силу
нашего выбора α0. Поэтому остается вторая возможность, и

из {η, ζ} ∈ M, η = 0 следует ζ = 0. (2)

Условие (2) означает, что подпространство M можно рассматривать
как график линейного оператора T из H0 в H̃ ′ (см. п. 7 § 5). Другими
словами, для {η, ζ} ∈ M мы полагаем ζ = Tη. Так как M замкнуто, то
оператор T замкнут.

Пусть {η0, ζ0} — элемент из M такой, что η0 �= 0. Тогда также
{Bxη0, Cxζ0} ∈ M; следовательно, все векторы Bxη0 принадлежат об-
ласти определения оператора T . Так как представление x→ Bx непри-
водимо, то множество всех векторов Bxη0 плотно в H0. Следовательно,
область определения оператора T плотна в H0. Далее, по определению
пространства H ′, область изменения оператора T совпадает с H ′,
следовательно, плотна в H̃ ′.

Наконец, условие (1) означает, что Tη = 0 лишь при η = 0, и потому

R̃T∗ = H0.
Таким образом, T — неособенный оператор из H0 в H̃ ′.
Этот оператор удовлетворяет условию CxT ⊂ TBx. Действительно,

элементы подпространства M имеют вид {η, Tη}. Так как M инвари-
антно, то также {Bxη, CxTη} ∈ M, следовательно, TBxη = CxTη для
любого элемента η из области определения оператора T . Это и означа-
ет, что

CxT ⊂ TBx.

Согласно теореме 1 отсюда следует, что представления x → Bx
и x → Cx эквивалентны. Кроме того, оператор H =

√
T ∗T переста-

новочен со всеми операторами неприводимого представления x → Bx;
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следовательно, H = ρ1, ρ > 0. Отсюда T = ρW , где W — изометри-
ческое отображение H0 на H̃ ′. Итак, каждый элемент подпростран-
ства M имеет вид ξ = {η, ρWη}, где η пробегает H0. При этом
Axξ = A′

x{η, ρWη} = {Bxη, ρWBxη}. Каждому такому элементу ξ =
= {η, ρWη} поставим в соответствие элемент η′ =

√
1 + ρ2 η. Соот-

ветствие ξ → y′ есть изометрическое отображение подпространства M

на H0 = Hα0
. При этом отображении элемент A′

xξ = {Bxη, ρWBxη}
переходит в

√
1 + ρ2Bxη = Bxη

′; следовательно, оператор A′
x перехо-

дит в Bx. Это означает, что представления x → A′
x и x → Bx = A

(0)
x

эквивалентны, и теорема доказана.

С л ед с т в и е 4. Пусть представления x→ Ax и x→ Bx кратны
неприводимым представлениям x → Ax и x → Bx соответственно.
Если эти кратные представления x→ Ax и x → Bx эквивалентны,
то неприводимые представления x → A

(0)
x и x → B(0) также экви-

валентны.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть H, H1, H(0), H
(0)
1 — пространства пред-

ставлений x ∈ Ax, x → Bx, x → A
(0)
x , x → B

(0)
x соответственно. Про-

странство H(0) можно рассматривать как замкнутое инвариантное под-

пространство пространства H, а представление x → A
(0)
x — как часть

представления x → Ax в этом подпространстве. По предположению,
существует изометрическое отображение пространства H на H1, при
котором оператор Ax переходит в Bx. Это отображение переводит
H(0) в некоторое инвариантное подпространство R пространства H1.
Пусть x → Cx — часть представления x → Bx в этом инвариант-
ном подпространстве. Представление x → Cx, будучи эквивалентным

неприводимому представлению x→ A
(0)
x , неприводимо.

Итак, x → Cx есть неприводимая часть представления x → Bx,
кратного неприводимому представлению x→ B

(0)
x . Согласно теореме 3

представления x→ B
(0)
x и x→ Cx эквивалентны. Следовательно, пред-

ставления x→ B
(0)
x и x→ A

(0)
x также эквивалентны.

§ 22. Некоторые представления кольца B(H)

Одной из важных задач теории симметричных колец является
описание всех с точностью до эквивалентности представлений дан-
ного кольца. Эта задача полностью разрешена только для некоторых
частных случаев (см., например, Гельфанд и Наймарк [2–5, 7, 8]).
Для кольца B(H) всех ограниченных операторов в гильбертовом про-
странстве H эта задача не решена; имеются только результаты частного
характера, которые и будут изложены в этом параграфе.

1. Идеалы в кольце B(H). Всякое представление кольца B(H) есть
его симметричный гомоморфизм, следовательно, есть симметричный
изоморфизм кольца вычетов B(H)/I, где I — ядро этого гомоморфизма
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(см. п. 1 § 10). Так как всякое представление кольца B(H) непрерывно
(теорема 1 п. 3 § 17), то I — замкнутый двусторонний симметричный
идеал в B(H).

Одним из таких идеалов является совокупность всех вполне непре-
рывных операторов в H. Действительно: а) сумма двух вполне непре-
рывных операторов есть вполне непрерывный оператор; б) произведе-
ние вполне непрерывного оператора на ограниченный оператор есть
вполне непрерывный оператор; в) предел в смысле нормы в B(H) по-
следовательности вполне непрерывных операторов есть вполне непре-
рывный оператор.

Обозначим этот идеал через I0; он симметричен, ибо если A —
вполне непрерывный оператор, то A∗ — также вполне непрерывный
оператор.

Те о р е м а 1. Если H сепарабельно, то I0 есть единственный
отличный от (0) замкнутый двусторонний идеал в B(H).

Доказательство основано на следующих предложениях. Пусть S —
произвольное подмножество в B(H); обозначим через SP совокупность
всех операторов проектирования, содержащихся в S. Тогда

I. Если Il — левый идеал в B(H) и если IPl (0) = (0), то Il = (0).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть A ∈ Il, A �= 0; положим H = A∗A;
тогда также H ∈ Il и H �= 0. Пусть P (λ) — спектральная функ-
ция оператора H. Так как этот оператор положительно определен-
ный, то существует интервал Δ = (α, β) (0 < α < β) такой, что
P (Δ) �= 0. Пусть MΔ — подпространство, на которое проектиру-
ет P (Δ). Оператор H, рассматриваемый как оператор в простран-
стве MΔ, обозначим через HΔ; HΔ имеет ограниченный обратный
в MΔ. Положим B = H−1

Δ P (Δ); тогда B — ограниченный опера-
тор. Следовательно, BH ∈ Il. С другой стороны, BH = P (Δ), ибо
BH = H−1

Δ P (Δ)H = H−1
Δ P (Δ)HP (Δ) = H−1

Δ HΔP (Δ) = P (Δ); следо-
вательно, идеал Il содержит оператор проектирования P (Δ) �= 0. Если
поэтому IPl = (0), то в Il нет операторов A �= 0.

Размерностью оператора проектирования P будем называть раз-
мерность подпространства, на которое он проектирует.

II. Если I — двусторонний идеал в B(H), P — оператор проекти-
рования, содержащийся в I, то всякий оператор проектирования Q
одинаковой с P размерности также принадлежит I.

Действительно, если размерности пространств PH и QH совпада-
ют, то существует частично изометрический оператор U с начальной
областью PH и конечной QH. Это означает, что U∗U = P , UU∗ = Q
(см. п. 14 § 5). Так как I — двусторонний идеал, то

Q = Q2 = UU∗UU∗ = UPU∗ ∈ I.

III. Если H сепарабельно, то двусторонний идеал в B(H) не
содержит операторов проектирования бесконечной размерности.
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В самом деле, оператор проектирования P бесконечной размерности
и единичный оператор 1 имеют в этом случае одинаковые размерности.
Так как последний не может принадлежать идеалу, то в силу II опера-
тор P также не может ему принадлежать.

IV. Если P ∈ I и Q < P , где P и Q — операторы проектирования,
то Q ∈ I.

Именно, условие Q < P означает, что Q = QP = PQ. Следователь-
но, Q ∈ I, ибо I — идеал.

Из предложений I и IV следует, что двусторонний идеал I �= (0)
содержит хотя бы один одномерный оператор проектирования. В силу II
он содержит тогда все одномерные, а следовательно, и все конечномер-
ные операторы проектирования.

Принимая во внимание предложение III, мы видим, что при I �= (0)
и сепарабельном H, IP состоит из всех конечномерных операторов
проектирования.

До к ажем теперь теорему 1. Пусть H сепарабельно и I — за-
мкнутый двусторонний идеал в B(H), отличный от (0); пусть A —
вполне непрерывный оператор. Докажем, что A ∈ I. Оператор A можно
представить в виде A = H1 + iH2, где H1 и H2 — вполне непрерывные
эрмитовы операторы. Поэтому достаточно доказать утверждение для
того случая, когда A — эрмитов оператор. Но в этом случае спектраль-
ное разложение оператора A имеет вид

A =
∞∑
k=1

λkPk, (1)

где Pk — конечномерные операторы, а λk → 0 при k → ∞ (см. VI
п. 4 § 17). При этом ряд в правой части (1) сходится в смысле нормы

в B(H). Так как всякая конечная сумма
n∑
k=1

λkPk ∈ I, то и A ∈ I. Таким
образом,

I0 ⊂ I.

Докажем теперь обратное включение. Пусть A ∈ I. Докажем, что
A ∈ I0. Пусть A + UH — каноническое разложение оператора A.
Тогда A∗ = HU∗ = U∗AU∗; следовательно, также A∗ ∈ I. Поэтому

H1 =
A + A∗

2
и H2 =

A − A∗

2i
также ∈ I, и мы можем, таким образом,

считать, что A — эрмитов оператор.
Обозначим через P (λ) спектральную функцию оператора A. По-

вторяя рассуждение, проведенное в доказательстве предложения I,
убеждаемся в том, что P (Δ) ∈ I для любого замкнутого интервала, не
содержащего нуля. В силу III оператор P (Δ) конечномерен, следова-
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тельно, P (Δ) ∈ I0. Так как

A =

∫
λ dP (λ) = lim

n→∞

n∑
k=1

λkP (Δk), 0 /∈ Δk

в смысле сходимости по норме в B(H), то также A ∈ I0.
Таким образом, I0 = I, и теорема доказана.

Применяя эти же рассуждения, можно доказать следующее предло-
жение 1).

V. Кольцо I0 не содержит замкнутых, отличных от (0) двусто-
ронних идеалов.

Действительно, если I — такой идеал, то предложение I применимо
к I, ибо B ∈ I0 при H ∈ I0. Предложение II также применимо, ибо
U ∈ I0 при P ∈ I. Наконец, предложение IV также применимо, ибо
если P ∈ I0 и Q < P , то Q ∈ I0. Поэтому, рассуждая, как и выше,
заключаем, что если I �= (0), то I содержит все конечномерные опера-
торы проектирования и потому совпадает с I0.

С л е д с т в и е. Если H сепарабельно, то всякое представление
кольца B(H) есть симметричный изоморфизм самого кольца B(H)
или кольца вычетов B(H)/I0.

Действительно, это следует из того, что единственными замкнуты-
ми двусторонними идеалами в B(H) являются (0) и I0.

Среди двусторонних идеалов кольца B(H) особо важную роль иг-
рают симметрично нормируемые идеалы. Двусторонний идеал I кольца
B(H) называется симметрично нормируемым, если на нем существует
норма |X|s, по отношению к которой он является банаховым простран-
ством, удовлетворяющая следующим условиям:

а) |AXB|s � |A||X|s|B| для X ∈ I, A, B ∈ B(H),
б) |X|s = |X| для одномерного X ∈ I.
Норма |X|s, удовлетворяющая этим условиям, называется симмет-

ричной нормой.

Примером симметричной нормы является |A|p =

(
∞∑
j=1

spj (A)

)1/p

, где

sj(A) — собственные значения оператора
√
A∗A, A ∈ I0; соответству-

ющий симметрично нормируемый идеал обозначается через Sp; он
состоит из всех A ∈ I0, для которых |A|p < ∞. Теория симметрично
нормируемых идеалов впервые была подробно изложена в монографии
Шэттена [1]; она возникла в связи с теорией тензорных произведений
нормированных пространств, разработанной фон Нейманом и Шэтте-
ном [1]. В работах Гохберга, Крейна и Митягина теория симметрично
нормируемых идеалов получила дальнейшее развитие; подробное изло-
жение этой теории см. в гл. III монографии Гохберга и Крейна [1].

1) Мы здесь уже не предполагаем, что H сепарабельно.
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2. Кольцо I0 и его представления. Совокупность I0 всех вполне
непрерывных операторов в пространстве H есть, очевидно, банахово
симметричное подкольцо (без единицы) кольца B(H). Найдем все
представления кольца I0.

Пусть {ϕα} — полная ортонормальная система в H, а Pα — опера-
тор проектирования на одномерное подпространство Mα, определенное
вектором ϕα, т. е.

Pαξ = (ξ, ϕα)ϕα. (1)

Очевидно,
Pα1

Pα2
= 0 при α1 �= α2. (2)

Обозначим через Uαβ оператор, определенный равенствами

Uαβ(λϕβ) = λϕα, Uαβξ = 0 при ξ ⊥ ϕβ .

Очевидно, Uαβ — частично изометричный оператор с начальной обла-
стью Mβ и конечной Mα. Из его определения следует, что

U∗
βα = Uαβ , Uαα = Pα, UαβUβγ = Uαγ . (3)

Кроме того, в силу (1) для любого ограниченного оператора A

PαAPβξ = PαA(ξ, ϕβ)ϕβ = (ξ, ϕβ)(Aϕβ, ϕα)ϕα;

следовательно,

PαAPβ(λϕβ) = λ(Aϕβ, ϕα)ϕα, PαAPβξ = 0 при ξ ⊥ ϕβ.

Сличение этих равенств с определением оператора Uαβ показывает, что

PαAPβ = aαβUαβ , (4)

где
aαβ = (Aϕβ, ϕα)

есть элемент матрицы оператора A в ортонормальной системе {ϕα}.
Пусть теперь A → A — представление кольца I0 и пусть H —

пространство этого представления. Так как операторы Pα, Uαβ принад-
лежат кольцу I0, то им соответствуют некоторые операторы Pα, Uαβ
представления, которые в силу (2) и (3) удовлетворяют соотношениям

Pα1
Pα2

= 0 при α1 �= α2, (5)

U
∗
αβ = Uβα, Uαα = Pα, UαβUβγ = Uαγ . (6)

Кроме того, если A ∈ I0 и A — соответствующий оператор представле-
ния, то из (4) следует, что

PαAP β = aαβUαβ . (7)

Очевидно, Pα — оператор проектирования в H; пусть Mα — подпро-
странство в H, на которое он проектирует. В силу соотношения (5)

Mα1
⊥ Mα2

при α1 �= α2.
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Кроме того, из соотношений (6) следует, что Uαβ — частично изомет-
ричный оператор с начальной областью Mβ и конечной Mα. Поэтому
все подпространства Mα имеют одинаковую размерность. Если эта раз-
мерность равна нулю, то все операторы Pα, а значит, и PαAPβ равны
нулю. С другой стороны, всякий вполне непрерывный оператор A есть
предел в смысле нормы в B(H) конечных сумм

∑
aαβUαβ . Так как

всякое представление A → A кольца I0 непрерывно (см. теорему 1
п. 3 § 17), то образ A вполне непрерывного оператора A есть предел
в смысле нормы в B(H) конечных сумм

∑
aαβUαβ . Поэтому и образ A

всякого элемента A ∈ I0 равен нулю. Другими словами, в этом случае
представление переводит всякий оператор A ∈ I0 в оператор, равный
нулю.

Отбрасывая этот неинтересный случай, мы можем поэтому предпо-
ложить, что размерность пространств Mα отлична от нуля.

Пусть ϕα0
— нормированный элемент в фиксированном простран-

стве Mα0
. Положим

ϕα = Uαα0
ϕα0

.

Тогда элементы ϕα образуют ортонормальную систему в H. Обозначим
через N подпространство, построенное на элементах {ϕα}. Из соотно-
шений (5), (6) и (7) следует, что N инвариантно по отношению ко всем
операторам A. Действительно,

Uαβϕγ = UαβUγα0
ϕα0

= 0 при β �= γ,

Uαβϕβ = UαβUβα0
ϕα0

= Uαα0
ϕα0

= ϕa;

следовательно,

PαAP βϕγ = 0 при γ �= β, PαAPβϕβ = aαβϕβ. (8)

Таким образом, операторы PαAP β, а значит, и предел A их конечных
сумм приводятся пространством N. В этом пространстве Pα есть
оператор проектирования на одномерное пространство, порожденное
элементом ϕa. Поэтому равенство (8) означает, что ‖aαβ‖ есть мат-
рица оператора A в пространстве N по отношению к ортонормальной
системе {ϕσ}. Соответствие ϕα → ϕα изометрически отображает H

на N и переводит при этом оператор A в оператор A. Другими сло-
вами, часть представления A → A в подпространстве N порождается
изометрическим отображением H на N, т. е. унитарно эквивалентна
тождественному представлению A→ A.

Рассмотрим теперь представление в ортогональном дополнении
H � N. Если оно в этом дополнении отлично от тождественного нуля,

то можно снова выделить инвариантное подпространство N
′
, в котором

наше представление A→ A эквивалентно тождественному представле-
нию A→ A. Повторяя это рассуждение, придем к следующей теореме.
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Те ор ем а 2. Всякое представление A→ A кольца I0 эквивалент-
но прямой сумме тождественных представлений A→ A и нулевого
представления A→ 0.

В частности, из теоремы 2 следует, что всякое неприводимое пред-
ставление A→ A кольца I0 эквивалентно тождественному или нулево-
му представлению. Другими словами, кольцо I0 имеет (с точностью до
эквивалентности) только одно неприводимое представление, отличие от
нулевого.

Это свойство является характеристическим для кольца I0; именно,
если замкнутое симметричное неприводимое подкольцо R кольца B(H)
имеет (с точностью до эквивалентности) только одно неприводимое
представление, отличное от нулевого, то R совпадает с I0 (см. Наймарк
[4] и Розенберг [1]).

3. Представления кольца B(H). Рассмотрим теперь какое-нибудь
представление A → A кольца B(H). Это представление есть одновре-
менно представление кольца I0 ⊂ B(H). Согласно теореме 2 последнее
представление эквивалентно прямой сумме тождественных представ-
лений A → A и нулевого представления A → 0 кольца I0. Другими
словами, пространство H представления A → A мсжно с точностью
до унитарной эквивалентности представить в виде прямой суммы эк-
земпляров Hα пространства H и некоторого пространства H0, причем
в каждом из пространств Hα = H наше представление A → A коль-
ца I0 сводится к тождественному представлению A→ A, а в простран-
стве H0 — к нулевому представлению A→ 0. При этом может, конечно,
случиться, что пространства Hα или пространство H0 отсутствуют.

Докажем, что каждое из пространств Hα = H, а значит, и про-
странство H0 инвариантны по отношению не только к образам A
элементов кольца I0, но и всего кольца B(H).

Пусть, например, P
′
— оператор проектирования в H на простран-

ство Hα. Положим для ξ ∈ Hα0

A
′
ξ = P

′
Aξ.

Тогда A
′
— ограниченный оператор в пространстве Hα0

. Простран-
ство Hα0

можно считать совпадающим с пространством H, т. е. считать,

что H вложено в H. Тогда A
′
можно рассматривать как оператор в про-

странстве H. Докажем, что A = A
′
. Для этого достаточно доказать, что

совпадают матрицы этих операторов в ортонормальной системе {ϕα}.
Рассмотрим для этой цели оператор PαAPβ = aαβUαβ ; тогда ‖aαβ‖
есть матрица оператора A в системе {ϕα}. Наше представление A→ A
в пространстве Hα0

= H переводит этот оператор в себя, ибо этот
оператор есть элемент кольца I0; то же относится и к операторам Pα,
Uαβ ∈ I0. С другой стороны, оператор PαAPβ переходит в PαAPβ .
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Поэтому PαAP β = aαβUαβ в пространстве Hα0
= H. Отсюда

(A
′
ϕβ, ϕα) = (P

′
Aϕβ, ϕα) = (Aϕβ, P

′
ϕα) = (Aϕβ , ϕα) =

= (APβϕβ, Pαϕα) = (AP βϕβ , Pαϕα) = (PαAPβϕβϕα) =

= aαβ(Uαβϕβ, ϕα) = aαβ(ϕα, ϕα) = aαβ .

Так как (A
′
ϕβ , ϕα) есть элемент a′αβ матрицы оператора A

′
в системе

{ϕα}, то тем самым доказано, что A = A
′
. Отсюда следует, что

P
′
(AB) ξ = (AB) ξ, P

′
AP

′
Bξ = A(Bξ),

так что P
′
A(Bξ) = P

′
AP

′
(Bξ).

Другими словами, P
′
A = P

′
AP

′
на всех элементах вида Bξ, где

вектор ξ пробегает все пространство Hα0
= H, а оператор B — все

кольцо B(H). Обозначим через H
′
замкнутую линейную оболочку

множества всех этих элементов Bξ. Тогда равенство

P
′
A = P

′
AP

′
(1)

имеет место в H
′
. Так как Hα0

⊂ H
′
, то в дополнении H � H

′
будет

P
′
= 0. Кроме того, H

′
, а значит, и H � H

′
, инвариантно относительно

всех операторов A; отсюда также P
′
A = 0 в H � H

′
, и потому равен-

ство (1) будет иметь место и в H � H
′
. Следовательно, равенство (1)

имеет место во всем пространстве H. Применив к обеим его частям
инволюцию и подставив затем A∗ вместо A, получим, что также

AP
′
= P

′
AP

′
.

Отсюда P ′A = AP
′
, т. е. пространство Hα0

= H приводит все операто-
ры A.

Равенство A = A
′
принимает теперь вид

Aξ = P
′
Aξ = AP

′
ξ = Aξ для ξ ∈ H,

т. е. в пространстве H = Hα0
представление A→ A всего кольца B(H)

также сводится к тождественному представлению A→ A.
В пространстве H0 все операторы кольца I0 переходят в нуль.

Следовательно, в этом пространстве наше представление есть одновре-
менно представление факторкольца B(H)/I0.

Таким образом, доказана следующая теорема.
Те о р е м а 3. Всякое представление кольца B(H) есть прямая

сумма тождественных представлений A→ A и представления фак-
торкольца B(H)/I0.

12 Наймарк М.А.
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Если H сепарабельно, то I0 — максимальный двусторонний идеал
в B(H) и B(H)/I0 — простое кольцо. Поэтому всякое представление
кольца B(H)/I0, отличное от нулевого, есть изоморфное отображение
этого кольца в кольцо операторов в гильбертовом пространстве.

Задача нахождения в с е х представлений кольца B(H)/I0 до сих
пор не решена. Известно только одно конкретное представление этого
кольца, построенное Калкиным [1].

Результаты § 17–21 и п. 2 § 22, кроме оговоренных в тексте, при-
надлежат в основном Гельфанду и Наймарку [6] (см. также Наймарк
[2]), п. 3 § 22 — Наймарку [2], п. 4 § 17, кроме, конечно, спектраль-
ной теоремы, — Данфорду [1], п. 5 § 17 — Фаге [1] и Данфорду
[2]; некоторые из этих результатов были также независимо получены
И. Сигалом [1–4]; единственность нормы в приведенном симметричном
кольце с единицей (IX п. 2 § 18); замечена Сонисом.

В недавней работе Порта и Шварца [1] теоремы 2 и 3 § 22 распро-
странены на произвольные (не обязательно симметричные) непрерыв-
ные представления колец I0 и B(H).

Теорема 5 п. 4 § 20 для случая группового кольца локально би-
компактной коммутативной группы (см. ниже п. 4 § 31) была впервые
установлена А. Вейлем [1] и независимо М. Крейном [7], для колец —
Годманом [1]; в приведенной здесь формулировке она имеется в книге
Люмиса [2] (однако ее доказательство в этой книге содержало суще-
ственный пробел, восполненный Д.А. Райковым в примечании к рус-
скому переводу). Следует отметить, что во всех доказательствах этой
теоремы основная идея — та же, что и у М. Крейна [7]; доказательство
А. Вейля [1] использует структурные свойства локально бикомпактной
коммутативной группы. Теорема 1 п. 1 § 22 принадлежит Калкину [1].



Г л а в а V

НЕКОТОРЫЕ СПЕЦИАЛЬНЫЕ КОЛЬЦА

§ 23. Вполне симметричные кольца

1. Определение и примеры вполне симметричного кольца. На-
помним 1), что банахово симметричное кольцо R с единицей называется
вполне симметричным, если для любого элемента x ∈ R в кольце R
существует обратный (e+ x∗x)−1.

Примером вполне симметричного кольца может служить всякое
кольцо C(M), где M — бикомпактное пространство. Действительно,
в этом случае

(e+ x∗x)−1 =
1

1 + |x(M)|2

есть элемент кольца C(M).
Согласно теореме 2 п. 2 § 16 всякое полное вполне регулярное

коммутативное кольцо R с единицей вполне изоморфно некоторому
кольцу C(M), следовательно, есть вполне симметричное кольцо.

Далее,
I. Всякое замкнутое симметричное подкольцо R кольца B(H),

содержащее единицу, есть вполне симметричное кольцо.
Действительно, положим |A| = c и

B =
1

c2 + 1
(c21−A∗A);

так как 0 � (A∗Aξ, ξ) � c2(ξ, ξ), то 0 � (Bξ, ξ) �
c2

c2 + 1
(ξ, ξ). Отсюда

заключаем, что |B| �
c2

c2 + 1
< 1, и потому 1 − B имеет обратный в R

(см. I п. 3 § 9). Но тогда из соотношения

A∗A+ 1 = (c2 + 1)

(
1− 1

c2 + 1
(c21−A∗A)

)
= (c2 + 1)(1−B)

вытекает, что A∗A+ 1 также имеет обратный в R.

1) См. п. 2 § 14.

12*
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Всякое банахово приведенное кольцо с минимальной регулярной
нормой вполне изоморфно некоторому замкнутому подкольцу кольца
B(H) (см. теорему 1 п. 3 § 18). Поэтому

II. Всякое банахово приведенное кольцо с минимальной регуляр-
ной нормой есть вполне симметричное кольцо.

Далее,
III. Всякое максимальное симметричное коммутативное под-

кольцо вполне симметричного кольца есть вполне симметричное
кольцо.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть K — максимальное симметричное ком-
мутативное подкольцо вполне симметричного кольца R и x ∈ K. Тогда
y = (e+ x∗x)−1 существует в R. Но элемент y перестановочен со всеми
элементами из K, следовательно, в силу максимальности кольца K,
y ∈ K. Это означает, что K — вполне симметричное кольцо.

Фелл и Тома [1] показали, что всякое замкнутое симметричное
подкольцо R1 вполне симметричного кольца R, содержащее единицу,
вполне симметрично и спектр каждого элемента x ∈ R1 на R1 совпадает
с его спектром на R.

2. Спектр. Напомним 1), что спектром элемента x кольца R назы-
вается совокупность всех комплексных чисел λ таких, что (x − λe)−1

не существует в R.
Пусть R — банахово кольцо с единицей, а x — элемент кольца R.
I. Если |λ| > |x|, то число λ не принадлежит спектру элемента x.

Действительно, в этом случае x− λe = −λ
(
e− 1

λ
x
)
, где

∣∣∣ 1
λ
x
∣∣∣ < 1;

поэтому (x− λe)−1 = −λ−1
(
e− 1

λ
x
)−1

существует в R.

II. Если x−1 существует в R и |λ|−1 > |x−1|, то число λ не
принадлежит спектру элемента x.

Это предложение получается из предыдущего, ибо

(x− λe)−1 = −x−1(x−1 − λ−1e)−1λ−1.

III. Если спектр эрмитова элемента x банахова симметричного
кольца R с единицей состоит только из нуля, то x принадлежит
приводящему идеалу этого кольца.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть R1 — максимальное коммутативное
симметричное подкольцо кольца R, содержащее x; спектр элемента x
относительно R1 совпадает со спектром x относительно R (см. V п. 1
§ 10) и потому состоит только из нуля. Это означает, что x принад-
лежит всем максимальным идеалам кольца R1, а потому — радикалу
этого кольца. Но тогда

lim
n→∞

n
√

|x∗x|∗ = 0

1) См. п. 4 § 8.
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(см. п. 3 § 10) и неравенство (3) п. 4 § 10 показывает, что x принадле-
жит приводящему идеалу кольца R.

IV. Если спектр эрмитова элемента x банахова приведенного
кольца R состоит только из нуля, то x = 0.

Действительно, в этом случае приводящий идеал = (0) и потому
x = 0.

Предположим теперь, что R — вполне симметричное кольцо.
V. Всякий эрмитов элемент вполне симметричного кольца имеет

вещественный спектр.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть x — эрмитов элемент. Положим y =

=
1

τ
x. По предположению, существует

(e+ y∗y)−1 =

(
e+

1

|τ |2 x
2

)−1

= |τ |2(x2 + |τ |2e)−1;

следовательно, существует z = (x2 + |τ |2e)−1. Тогда

e = z (x2 + |τ |2e) = z (x+ i |τ | e)(x− i |τ | e);
следовательно, существуют также

(x+ i |τ | e)−1 и (x− i |τ | e)−1,

каково бы ни было τ .
Пустъ теперь λ = σ + iτ — произвольное мнимое число (τ �= 0).

Если x — эрмитов элемент, то x− σe также эрмитов элемент; следова-
тельно, существует

(x− σe− iτe)−1 = (x− λe)−1.

Итак, никакое мнимое λ не принадлежит спектру эрмитова элемен-
та x. Следовательно, его спектр вещественный.

VI. В вполне симметричном кольце всякий элемент вида x∗x
имеет вещественный неотрицательный спектр.

До к а з а т е л ь с т в о. Так как x∗x — эрмитов элемент, то его спектр

вещественный. Пусть λ > 0. Положим y =
1√
λ
x; тогда существует

(y∗y + e)−1 =
(
1

λ
x∗x+ e

)−1

= λ(x∗x+ λe)−1.

Следовательно, отрицательное число −λ не может принадлежать спек-
тру элемента x∗x.

Обозначим через P множество всех эрмитовых элементов вполне
симметричного кольца R, имеющих неотрицательный спектр, а через
P+ — совокупность всех его эрмитовых элементов с положительным
спектром.

VII. Всякий элемент x ∈ P+ можно представить в виде x = y2,
где y ∈ R+.
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Док а з а т е л ь с т в о. Обозначим через K максимальное коммута-
тивное подкольцо кольца R, содержащее x. Спектр элемента x относи-
тельно K также положителен, так что достаточно применить теорему 7
п. 6 § 11 и следствие из нее к ветви аналитической функции f(ζ) =

√
ζ,

положительной на положительной полуоси, и элементу x ∈ K.

VIII. Если x ∈ P и λ � 0, то λx ∈ P . Если же x ∈ P , x �= 0, λ < 0
и R — приведенное кольцо, то λx /∈ P .

Действительно, при умножении элемента x на число λ все чис-
ла спектра также умножаются на λ. Если же x ∈ P и λx ∈ P при
некотором λ < 0, то спектр элемента x состоит только из нуля и,
следовательно, если R — приведенное кольцо, x = 0 в силу IV.

IX. Если x1, x2 ∈ P , то x1 + x2 ∈ P .
Нам нужно доказать, что при λ > 0 существует (x1 + x2 + λe)−1.
Пусть 0 < λ1 < λ. Положим λ2 = λ − λ1; тогда также 0 < λ2 <

< λ. Так как x1 + λ1e, x2 + λ2e ∈ P+, то, согласно предложению VII,
элементы x1 + λ1e, x2 + λ2e можно представить в виде

x1 + λ1e = y21, y1 ∈ P+, x2 + λ2e = y22, y2 ∈ P+.

Так как x1 ∈ P , то существует

z = (x1 + λ1e)
−1,

так что
y1(y1z) = (x1 + λ1e) z = e;

следовательно, поскольку y1 и z перестановочны, существует y−1
1 .

Перепишем x1 + x2 + λe в виде

x1 + x2 + λe = x1 + λ1e+ x2 + λ2e = y21 + y22 = y21(e+ y−2
1 y22).

Так как y−2
1 существует, то достаточно доказать, что (e + y−2

1 y22)
−1

существует. Для этого достаточно показать, что спектр элемента y−2
1 y22

неотрицателен. Но это следует из соотношения

y−2
1 y22 = y−1

1 ((y2y
−1
1 )∗(y2y

−1
1 )) y1,

ибо в силу VI спектр элемента (y2y
−1
1 )∗(y2y

−1
1 ) неотрицателен, а отоб-

ражение x→ y−1
1 xy1 не изменяет спектра элемента x.

Тем самым предложение IX доказано.

3. Теоремы о продолжении. Обозначим через H совокупность
всех эрмитовых элементов вполне симметричного кольца R. H есть
вещественное пространство Банаха.

Предложения VIII и IX п. 2 означают, что P есть клин в простран-
стве H и, кроме того, конус, если R — приведенное кольцо (см. п. 10
§ 3).

Очевидно, P содержит единицу e кольца R. Докажем, что e есть
внутренний элемент клина P .
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Действительно, пусть x = e+ y, где y ∈ H и |y| < 1. Из доказатель-
ства предложения I п. 4 § 10 следует, что x можно представить в виде

x = x21, где x1 ∈ H. Поэтому x ∈ P . Таким образом, все элементы x
из H, удовлетворяющие условию |e− x| < 1, принадлежат P ; следова-
тельно, e есть внутренний элемент P .

I. Для каждого замкнутого левого идеала Il вполне симмет-
ричного кольца R существует нормированный 1) положительный
функционал I такой, что

f(x∗x) = 0 для всех x ∈ Il.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть I
(H)
l — совокупность всех эрмитовых

элементов идеала Il. Очевидно, I
(H)
l есть замкнутое подпространство

пространства H. Обозначим через H ′ совокупность всех элементов

вида λe+ y, где λ — вещественное число, а y ∈ I
(H)
l ; H ′ есть подпро-

странство пространства H. Положим на H ′

f(λe+ y) = λ,

в частности, f(e) = 1 и f(y) = 0 для y ∈ I
(H)
l . Полученный таким

образом функционал неотрицателен на элементах x ∈ H ′ ∩ P .
Действительно, если x ∈ H ′ ∩ P , то

x− λe = y ∈ I
(H)
l ⊂ Il,

следовательно, (x − λe)−1 не существует. Так как x ∈ P , то этого не
может быть при λ < 0. Таким образом, λ � 0, т. е. f(x) = f(y + λe) =
= λ � 0.

Так как P — клин в R с внутренней точкой e, то, согласно теореме
М. Г. Крейна (см. теорему 2 п. 10 § 3 и замечание к ней), функционал f
можно продолжить до вещественного функционала во всем простран-
стве H и притом так, чтобы он на клине P принимал неотрицательные
значения.

Всякий элемент x кольца R можно представить в виде

x = x1 + ix2, x1, x2 ∈ H.

Положим
f(x) = f(x1) + if(x2);

f — положительный функционал. Действительно, x∗x ∈ P , следова-

тельно, f(x∗x) � 0. Далее, если x ∈ Il, то x∗x ∈ I
(H)
l и, следовательно,

f(x∗x) = 0. Из неравенства Коши–Буняковского |F (x)|2 � f(e) f(x∗x)
следует тогда, что также f(x) = 0.

1) Напомним, что положительный функционал f называется нормирован-
ным, если f(e) = 1 (см. п. 4 § 19).
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С л ед с т в и е 1. Для каждого максимального левого идеала Ml

вполне симметричного кольца R существует неразложимый норми-
рованный положительный функционал f0 такой, что

Ml = {x ∈ R: f0(x
∗x) = 0} = I

(f0)
l .

Док а з а т е л ь с т в о. В силу 1 существует нормированный положи-
тельный функционал f такой, что

Ml ⊂ {x ∈ R: f(x∗x) = 0} = I
(f)
l .

Так как множество I
(f)
l есть собственный левый идеал (см. п. 3 § 17),

то в силу своей максимальности

Ml = I
(f)
l . (1)

Обозначим через K совокупность всех нормированных положительных
функционалов, удовлетворяющих условию (1). Очевидно, K есть слабо
замкнутое выпуклое множество в пространстве H ′, сопряженном к H.
Согласно теореме Крейна–Мильмана (п. 9 § 3) оно содержит хотя бы
одну экстремальную точку; обозначим ее f0.

Докажем, что f0 — неразложимый функционал в R. Пусть он
представлен в виде

f0 = λf1 + (1− λ) f2,

где 0 < λ < 1 и f1, f2 — нормированные положительные функционалы

в R. Очевидно, Ml = I
(f0)
l ⊂ I

(f1)
l , I

(f2)
l и в силу максимальности Ml,

f1, f2 ∈ K. Так как f0 — экстремальная точка K, то f1 = f2 = f0; тем
самым неразложимость функционала f0 доказана.

С л е д с т в и е 2. Для того чтобы элемент x вполне симмет-
ричного кольца R был обратим слева, необходимо и достаточно,
чтобы для всякого неразложимого нормированного положительного
функционала f выполнялось условие

f(x∗x) > 0.

Док а з а т е л ь с т в о. Если f(x∗x) = 0 для какого-либо нормиро-

ванного f , то x принадлежит собственному идеалу I
(f)
l и, значит,

необратим слева. Обратно, если x необратим слева, то x принадлежит
некоторому левому максимальному идеалуMl. Но последний совпадает

в силу следствия 1 с I
(f0)
l для некоторого неразложимого нормирован-

ного положительного функционала f0 и потому f0(x
∗x) = 0.

Левым спектром элемента x в кольце с единицей назовем совокуп-
ность всех комплексных чисел λ, для которых x− λe не имеет левого
обратного.

С л е д с т в и е 3. Левый спектр элемента x во вполне симмет-
ричном кольце совпадает с совокупностью чисел λ, для которых
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существует неразложимый нормированный положительный функ-
ционал f такой, что λ = f(x) и f(x∗x) = f(x)f(x∗) = |λ|2.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть λ= f(x), f(x∗x) = f(x∗)f(x) и f(e) = 1.
Положим z = x− f(x)e; тогда f(z∗z) = f((x∗ − f(x)e)(x− f(x) e) = 0,
так что в силу следствия 2 z не имеет левого обратного.

Обратно, если λ принадлежит левому спектру x, то существует
такой максимальный левый идеал Ml, что z = x− λe ∈Ml.

В силу следствия 1 Ml имеет вид

Ml = {x ∈ R: f(x∗x) = 0} = I
(f)
l (f(e) = 1).

Поэтому f(z∗z) = 0, т. е.

0 = f(z∗z) = f(x∗x) − λf(x) − λf(x∗) + λλf(e) =

= |λ− f(x)|2 + f(x∗x) − |f(x)|2.
Но в силу неравенства (4) п. 2 § 10, |f(x)|2 � f(x∗x). Поэтому сумма

неотрицательных чисел |λ− f(x)|2 и f(x∗x) − |f(x)|2 равна нулю, т. е.

λ = f(x) и f(x∗x) = f(x∗) f(x).

З а м е ч а н и е. Следствия, аналогичные следствиям 1, 2, 3, можно
сформулировать для правых максимальных идеалов, для элементов,
обратимых справа, и для правого спектра.

С л ед с т в и е 4. Во вполне симметричном кольце R для всякого
нормального элемента x ∈ R

sup |f(x)| = r(x),

где верхняя грань в левой части берется по всем неразложимым
нормированным положительным функционалам f .

До к а з а т е л ь с т в о. В силу II п. 5 § 9 и следствия 3

lim n
√
|xn| = r(x) = sup

λ∈Sx

|λ| � sup |f(x)|.

Обратное неравенство следует из замечания к III п. 4 § 10.

II. Радикал вполне симметричного кольца совпадает с приводя-
щим идеалом.

До к а з а т е л ь с т в о. Согласно VII п. 2 § 18 радикал всегда со-
держится в приводящем идеале. Поэтому надо доказать, что всякий
элемент приводящего идеала принадлежит радикалу. Пусть x0 — такой
элемент, что

f(x∗0x0) = 0

для всех положительных функционалов f . Докажем, что x0 при-
надлежит радикалу. В силу следствия 1 из I x0 принадлежит всем
максимальным левым идеалам и, таким образом, радикалу, поскольку
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радикал есть пересечение всех максимальных левых идеалов (см. I
п. 5 § 7).

Из предложения II следует, что вполне симметричные полупро-
стые кольца совпадают с вполне симметричными приведенными
кольцами.

III. Пусть R1 — замкнутое симметричное подкольцо вполне сим-
метричного кольца R, содержащее единицу. Тогда всякий положи-
тельный функционал f0 в R1 можно продолжить до положительно-
го функционала в R. Если, кроме того, функционал f0 в кольце R1

неразложим, то его можно продолжить до неразложимого функци-
онала в кольце R.

До к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через H1 и H совокупности всех
эрмитовых элементов колец R1 и R соответственно. Тогда H1 — за-
мкнутое подпространство в H. Положительный функционал f в R1

можно рассматривать как линейный функционал в H1, принимающий
неотрицательные значения на всех элементах из P ∩H1. Согласно уже
цитированной теореме Крейна f можно тогда продолжить до линей-
ного функционала в H, принимающего неотрицательные значения на
всех элементах из P ; затем остается только повторить рассуждение,
проведенное в конце доказательства предложения I.

Пусть теперь функционал f0 в кольце R1 неразложим. Не нарушая
общности, можно считать, что f0(e) = 1. Обозначим через K сово-
купность всех нормированных положительных функционалов f в R,
совпадающих с f0 на R1. Очевидно, K есть слабо замкнутое выпуклое
множество в пространстве H ′, сопряженном к H. Согласно теореме
Крейна–Мильмана (п. 9 § 3), оно содержит хотя бы одну экстремаль-
ную точку; обозначим ее F0.

Докажем, что F0 — неразложимый функционал в R. Пусть функц-
ционал F0 представлен в виде

F0 = λF1 + (1− λ)F2, (1)

где 0 < λ < 1 и F1, F2 — нормированные положительные функционалы
в R. Рассматривая равенство (1) только на R1, получим, в частности,
что

f0 = λf1 + (1− λ) f2,

где f1, f2 — функционалы F1, F2, рассматриваемые только на R1.
Но так как функционал f0 неразложим, то отсюда следует, что функ-
ционалы F1 и f2 кратны f0. Кроме того, они нормированы; следова-
тельно, f1 = f2 = f0 на R1. Другими словами, F1 = F2 = f0 на R1, т. е.
F1, F2 ∈ K.

Но тогда из равенства (1) следует, что F1 и F2 кратны функци-
оналу F0, ибо F0 — экстремальная точка множества K. Тем самым
неразложимость функционала F0 доказана.
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Справедливо более общее утверждение.

IV. Пусть R и R1 (R ⊃ R1) — вполне симметричные кольца
с одной и той же инволюцией и единицей, полные по нормам |x|
и |x|1. Для того чтобы всякий положительный функционал f1 коль-
ца R1 можно было продолжить (с сохранением неразложимости,
если f1 неразложим) до положительного функционала f кольца R,
необходимо и достаточно, чтобы для каждого элемента x ∈ R1

r1(x) = r(x).

Док а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Пусть x ∈ R1 и существует
x−1 в R; тогда для всякого неразложимого нормированного положи-
тельного функционала f на R выполняются неравенства f(x∗x) > 0,
f(xx∗) > 0. Если при этом x необратим в R1, то в силу следствия 1
из I на R1 существует неразложимый нормированный положительный
функционал f1 такой, что f1(x∗x) = 0 или f1(xx∗) = 0. Тогда неразло-
жимый положительный функционал в R, являющийся продолжением
f1, на элементе x∗x или xx∗ обращается в нуль, что невозможно. Итак,
пара колец R, R1 является винеровской парой и в силу следствия из
п. 7 § 11 r(x) = r1(x) для x ∈ R1.

Доказательство до с т а т о ч н о с т и легко сводится к III следую-
щим образом. В силу V п. 2 § 18 можно считать, что кольца R и R1

являются приведенными. В силу следствия 4 из I и теоремы 2 п. 3 § 18
минимальной регулярной нормой в кольце R служит

√
r(x∗x).

Пусть R′ — замыкание кольца R по норме
√
r(x∗x). В силу условия

замыкание R′
1 кольца R1 по норме

√
r(x∗x) есть замыкание кольца R1

по его минимальной регулярной норме
√
r1(x∗x). Так как эти нормы

регулярны, то всякий положительный функционал кольца R (R1) мо-
жет быть продолжен до положительного функционала кольца R′ (R′

1).
Далее остается применить III к паре колец R′, R′

1.
Доказательство того, что неразложимый функционал можно про-

должить до неразложимого, можно заимствовать из III.

С л е д с т в и е 5. Во вполне симметричных кольцах R и R1

(R ⊃ R1) с общей инволюцией и единицей равенство Sx = S′
x для

x ∈ R1 равносильно равенству r(x) = r1(x).

Действительно, пусть r(x) = r1(x) для x ∈ R1. Из IV следует воз-
можность продолжения положительных функционалов с сохранением
неразложимости. Рассмотрим произвольный максимальный левый иде-
ал M1 ⊂ R1. Согласно следствию 1 из I

Ml = I
(f1)
l ,

где f1 — неразложимый нормированный положительный функционал
в R1.



364 Гл. V. Некоторые специальные кольца

Продолжим f1 до неразложимого положительного функционала f
на R. Тогда Ml ⊂ I

(f)
l , следовательно, M l ⊂ I

(f)
l , где M l — замы-

кание Ml по норме |x|. Поэтому M l не содержит обратимых в R
элементов. Аналогично Mr, где Mr — максимальный правый идеал
в R1, не содержит обратимых в R элементов.

В силу I п. 7 § 11 кольца R и R1 образуют винеровскую пару.
В силу I г) п. 7 § 11 отсюда следует, что Sx = S′

x для x ∈ R1.

Пусть R1 — подкольцо кольца R и x→ Ax, x→ Bx — представле-
ния колец R1 и R в пространствах H1 и H соответственно. Представ-
ление x → Bx называется расширением представления x → Ax, если
H1 ⊂ H и для всех x ∈ R1 и ξ ∈ H1

Axξ = Bxξ.

Те о р ем а 1. Пусть R1 — замкнутое симметричное подкольцо
вполне симметричного кольца R, содержащее единицу. Тогда всякое
представление кольца R1 можно расширить до представления всего
кольца R, причем всякое неприводимое представление кольца R1

можно расширить до неприводимого представления кольца R.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть сначала x → Ax — циклическое пред-
ставление кольца R1 в H1 и ξ0 — циклический вектор в H1. Тогда
f0(x) = (Axξ0, ξ0) — положительный функционал в R1. Согласно III его
можно продолжить до положительного функционала F0 в кольце R.
Функционал F0 определяет циклическое представление x → Bx коль-
ца R в некотором пространстве H; при этом F0(x) = (Bxη0, η0), где
η0 — циклический элемент в H (см. теорему 2 п. 3 § 17).

Пространство H1 есть замыкание множества всех элементов Axξ0,
x ∈ R1, ибо ξ0 — циклический элемент. Каждому такому элементу
Axξ0 поставим в соответствие элемент Bxη0. Это соответствие изомет-
рически отображает H1 на некоторое подпространство в H. Действи-
тельно, так как F0(x) = f0(x) при x ∈ R1, то (Axξ0, Axξ0) = f0(x

∗x) =
= F0(x

∗x) = (Bxη0, Bxη0) при x ∈ R1.
Если поэтому отождествить H1 с его образом в H, то H1 станет

подпространством в H, ξ0 совпадет с η0 и Axξ совпадет с Bxξ для всех
ξ ∈ H, x ∈ R1. Таким образом, для циклического представления x→ Ax
первая часть теоремы доказана. Если же представление x → Ax не
циклическое, то оно есть прямая сумма циклических представлений.
Расширяя каждое из них и беря прямую сумму полученных расши-
рений, мы тем самым получим расширение исходного представления
x→ Ax.

Если представление x → Ax кольца R1 неприводимо, то f0 —
неразложимый функционал. Согласно III функционал F0 также можно
выбрать неразложимым. Тогда соответствующее представление x→ Bx
кольца R будет неприводимым.
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Легко может быть доказана
Те о р е м а 1′. Пусть R и R1 (R ⊃ R1) — вполне симметричные

кольца с одной и той же инволюцией и единицей. Для того чтобы
всякое представление кольца R1 можно было расширить до пред-
ставления кольца R (с сохранением неприводимости), необходимо
и достаточно, чтобы для каждого x ∈ R1

r1(x) = r(x).

V. Если λ0 — точка левого спектра элемента x0 вполне сим-
метричного кольца R, то существуют неприводимое представление
x→ Ax кольца R и вектор ξ0 в пространстве этого представления
такие, что

Ax0
ξ0 = λ0ξ0.

Док а з а т е л ь с т в о. В силу следствия 3 из 1 существует такой
неразложимый нормированный положительный функционал f на R,
что

λ0 = f(x0) и f(x∗0x0) = f(x∗0) f(x0).

Рассмотрим неприводимое циклическое представление x→ Ax, постро-
енное с помощью функционала f (см. теорему 2 п. 3, § 17), т. е. такое,
что

f(x) = (Axξ0, ξ0),

где ξ0 — циклический вектор. При этом

1 = f(e) = |ξ0|2.
Равенство f(x∗0x0) = f(x∗0) f(x0) означает, что

(Ax∗

0
x0
ξ0, ξ0) = (Ax∗

0
ξ0, ξ0)(Ax0

ξ0, ξ0),

так что
|(Ax0

ξ0, ξ0)|2 = |Ax0
ξ0|2|ξ0|2;

таким образом, мы получаем в неравенстве Коши–Буняковского равен-
ство, что возможно тогда и только тогда, когда

Ax0
ξ0 = λ0ξ0.

Заметим, что при этом λ0 = (λ0ξ0, ξ0) = (Ax0
ξ0, ξ0) = f(x0).

Таким образом, каждой точке левого спектра соответствует соб-
ственный вектор в пространстве некоторого неприводимого представ-
ления.

С л ед с т в и е. Существует такое представление x → Ax вполне
симметричного кольца R, что все точки левого спектра всех эле-
ментов x переходят в собственные значения операторов Ax.

В качестве такого представления можно взять прямую сумму всех
неприводимых циклических представлений кольца R, отвечающих
неразложимым функционалам, рассмотренную в доказательстве теоре-
мы 1 п. 3 § 18.
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Предложению V можно дать простое квантовомеханическое толко-
вание.

Всякая квантовомеханическая система S естественным образом
определяет банахово симметричное кольцо, именно, кольцо всех огра-
ниченных операторов, определяющих величины в этой системе. Как за-
мкнутое подкольцо кольца B(H), оно — вполне симметричное кольцо
(см. I п. 1). Положительный функционал f в этом кольце определяется
некоторым вектором ξ0: f(x) = (Axξ0, ξ0), т. е. некоторым состоянием
системы S, причем f(x) есть математическое ожидание величины x
в этом состоянии.

Если f есть неразложимый функционал в подкольце R1, то предло-
жение V утверждает, что в состоянии ξ0 из пространства H некоторого
неприводимого представления кольца R все величины x из подколь-
ца R1 имеют точное значение, равное f(x).

4. Критерий вполне симметричности.
Те о р ем а 2 (Д.А. Ра й ко в [7]). Банахово симметричное коль-

цо R с единицей вполне симметрично тогда и только тогда, когда
для каждого элемента x ∈ R имеет место равенство

sup f(x∗x) = lim
n→∞

n
√
|(x∗x)n| = r(x∗x), (1)

где верхняя грань в левой части берется по всем неразложимым
нормированным положительным функционалам.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть R — вполне симметричное кольцо и x ∈
∈ R. Так как элемент x∗x нормален, то (1) вытекает из следствия 4 п. 3.

Обратно, пусть в кольце R выполнено равенство (1); докажем, что
R вполне симметрично. Согласно теореме 2 п. 3 § 18 и замечанию на
с. 320 левая часть равенства (1) есть квадрат минимальной регулярной
нормы элемента x; обозначим эту норму 1) |x|0. Тогда для любого
положительного функционала ϕ

ϕ(x∗x) � ϕ(e)|x∗x|0. (2)

Докажем, что для любого положительного функционала f

f(x∗xx∗x) � f(x∗x)|x∗x|0. (3)

Если f(x∗xx∗x) = 0, то утверждение тривиально. Пусть f(x∗xx∗x) > 0.
Тогда

f(x∗xx∗x) = f((xx∗x)∗x) �
√
f(x∗xx∗xx∗x) f(x∗x). (4)

С другой стороны, применив неравенство (2) к положительному функ-
ционалу

ϕ(y) = f(x∗xyx∗x),

1) Напомним, что при этом может быть |x|0 = 0 и при x �= 0, так что
фактически |x|0 есть норма в приведенном кольце.
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получим, что
f(x∗xx∗xx∗x) � f(x∗xx∗x)|x∗x|0.

Подставив это в неравенство (4), получим

f(x∗xx∗x) �
√
f(x∗xx∗x)|x∗x|0f(x∗x),

откуда и следует (3).
Нам нужно доказать, что (e+ x∗x)−1 существует для любого x ∈ R.

Напишем формальное равенство

(e+ x∗x)−1 = [(|x∗x|0 + 1) e− (|x∗x|0e− x∗x)]−1 =

=
1

|x∗x|0 + 1

(
e− |x∗x|0e − x∗x

|x∗x|0 + 1

)−1

=

=
1

|x∗x|0 + 1

∞∑
n=1

(
|x∗x|0e − x∗x

|x∗x|0 + 1

)n
. (5)

Существование (e + x∗x)−1 будет доказано, если мы установим, что
ряд (5) сходится абсолютно по норме в R.

Положим y = |x∗x|0e− x∗x. Тогда

|y|0 =
√

sup
f(e)=1

f(y∗y) � |x∗x|0. (6)

Действительно, в силу неравенства (3)

f(y∗y) = f(|x∗x|20e− 2|x∗x|0x∗x+ x∗xx∗x) =

= |x∗x|20 − 2|x∗x|0f(x∗x) + f(x(xx∗x) �

� |x∗x|20 − 2|x∗x|0f(x∗x) + |x∗x|0f(x∗x) =

= |x∗x|20 − |x∗x|0f(x∗x) � |x∗x|20.
Отсюда и следует неравенство (6). Так как, по условию,

|y|0 = lim
n→∞

n
√
|yn|,

то (6) можно переписать в виде

lim
n→∞

n
√
|yn| � |x∗x|0,

т. е.
lim
n→∞

n
√
|(|x∗x|0e− x∗x)n| � |x∗x|0.

Отсюда при n � n0

|(|x∗x|0e− x∗x)n| <
(
|x∗x|0 +

1

2

)n
;
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следовательно,

∞∑
n=n0

∣∣∣∣( |x∗x|0e − x∗x

|x∗x|0 + 1

)n∣∣∣∣ �
∞∑

n=n0

⎛⎝ |x∗x|0 +
1

2

|x∗x|0 + 1

⎞⎠n .
Поэтому ряд в (5) действительно сходится абсолютно, и вполне сим-
метричность кольца R доказана.

З а м е ч а н и е. Можно показать, что свойства кольца, сформулиро-
ванные в каждом из следствий 1–3 п. 3, также являются критериями
вполне симметричности.

§ 24. Вполне регулярные кольца

1. Основные свойства вполне регулярных колец. Напомним, что
симметричное нормированное кольцо называется вполне регулярным,
если

|x∗x| = |x|2 (1)

для всех x ∈ R (см. п. 1 § 16). Примерами вполне регулярного кольца
являются кольцо C(M) всех непрерывных функций на бикомпактном
пространстве M, а также кольцо B(H) всех ограниченных линейных
операторов в гильбертовом пространстве H.

I. Всякое вполне регулярное кольцо полупростое.
Действительно, если x — элемент радикала такого кольца, то (см.

п. 3 § 10)

0 = lim
n→∞

2n
√
|(x∗x)2n| = lim

n→∞

2n
√
|x∗x|2n = |x∗x| = |x|2;

следовательно, x = 0.
В частности,
II. Всякое симметричное подкольцо в B(H) полупростое.
Пусть h — эрмитов элемент в полном вполне регулярном коль-

це и A — замкнутое коммутативное симметричное подкольцо в R,
содержащее h; тогда A — полное вполне регулярное коммутативное
кольцо и потому вполне изоморфно некоторому кольцу C0(T ), где T —
локально бикомпактное пространство (см. п. 2 § 16). Функцию h(t),
отвечающую элементу h при этом изоморфизме, мы будем называть
функциональным представлением элемента h и писать h ∼

A
h(t); ко-

нечно, это функциональное представление зависит от выбора кольца A,
содержащего h, но во всяком случае

|h| = sup
t∈T

|h(t)

и h(t) — вещественная функция.
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Лемм а 1. Если h — эрмитов элемент в полном вполне регуляр-
ном кольце R, то h2 имеет в R квазиобратный (h2)′, причем

|(h2)′| =
|h|2

1 + |h|2 . (2)

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть h(t) — функциональное представле-
ние элемента h, отвечающее некоторому замкнутому коммутативному

симметричному подкольцу A ⊂ R. Тогда функция g (t) = − h2(t)

1 + h2(t)
непрерывна и обращается в нуль на бесконечности, следовательно,
g (t) ∈ C0(T ). Это означает, что в A существует элемент g ∼

A
g (t).

Из соотношения h2(t) + g (t) + h2(t) g (t) = 0 следует, что g есть ква-

зиобратный к h2. Так как функция
x

1 + x
, 0 � x � |h|2, принимает

наибольшее значение на отрезке [0, |h|2] при x = |h|2, то

|(h2)′| = |g | = sup
t∈T

|g (t)| =
|h|2

1 + |h|2 .

Лемм а 2. Пусть x — элемент коммутативного, вообще непол-
ного, нормированного кольца R. Если для любого замкнутого мак-
симального регулярного идеала M в R образ элемента x при есте-
ственном гомоморфизме R → R/M имеет квазиобратный в R/M ,

то x имеет квазиобратный в пополнении R̃ кольца R.

До к а з а т е л ь с т в о. Если x не имеет квазиобратного в R̃, то в R̃
существует максимальный регулярный идеал M ′, относительно кото-
рого −x является единичным элементом (см. VII и V п. 4 § 7). Тогда
M = M ′ ∩ R есть замкнутый максимальный регулярный идеал в R
и вопреки условию образ x̃ элемента x при гомоморфизме R → R/M
не имеет квазиобратного в R/M .

Те о р ем а 1. Пусть C0(T ) — кольцо всех непрерывных функций
x = x(t) на локально бикомпактном пространстве T , равных нулю
на бесконечности. Тогда всякая норма |x|1 в C0(T ), по отношению
к которой C0(T ) есть (полное или неполное) нормированное кольцо,
не меньше нормы |x| = sup

t∈T
|x(t)|.

До к а з а т е л ь с т в о. Максимальные регулярные идеалы в C0(T ),
замкнутые по норме |x|1, образуют подпространство S в T (см. VIII
п. 2 § 11 и п. 4 § 11). Достаточно доказать, что S плотно в T ; действи-
тельно, тогда

|x|1 � sup
t∈S

|x(t)| = sup
t∈T

|x(t)| = |x|.

Предположим, что S не плотно в T . Тогда в T существует открытое
множество U , не пересекающееся с S, и потому в C0(T ) существует
функция x(t), равная −1 на открытом множестве V ⊂ U и не равная
−1 нигде на S. Согласно предыдущей лемме x имеет квазиобратный z
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в пополнении C̃0(T ) кольца C0(T ) по норме |x|1. С другой сторо-
ны, можно построить непрерывную функцию y(t) �≡ 0 такую, что
y + xy = 0, для чего достаточно взять y �= 0 на некотором множестве,
содержащемся в V , и y = 0 на дополнении множества V . Умножая на y
обе части равенства x + z + xz = 0, получим, что xy + z(y + xy) = 0,
и потому xy = 0. Комбинируя это с равенством y + xy = 0, мы придем
к выводу, что y = 0 вопреки предположению. Следовательно, S плотно
в T , и теорема доказана.

Теорема 1 показывает, что сам запас функций кольца C0(T ) одно-
значно определяет в нем минимальную норму.

С л ед с т в и е. Пусть R — полное вполне регулярное кольцо, I —
замкнутый двусторонний идеал в R, а A — замкнутое подкольцо
в R, порожденное эрмитовым элементом, и пусть J = I ∩ A. Тогда
естественное отображение A/J в R/I изометрично.

До к а з а т е л ь с т в о. Согласно замечанию в конце п. 2 § 16 A/J
вполне изоморфно некоторому C0(T ). Естественное отображение A/J
в R/I получается, если каждому классу ξ = a + J , a ∈ A, поставить
в соответствие класс ξ′ = a + I; легко видеть, что это отображение
есть изоморфизм. Так как J ⊂ I, то

|ξ| = inf
x∈J

|a+ x| � inf
x∈I

|a+ x| = |ξ′|.

Полагая |ξ|1 = |ξ′|, мы получим в A/J вторую норму, так что
согласно теореме 1 |ξ′| � |ξ|. Поэтому |ξ′| = |ξ|.

Те о р ем а 2. Если в C0(T ) дана другая норма |x|1, по отношению
к которой пополнение кольца C0(T ) есть полупростое кольцо, то
эта норма |x|1 топологически эквивалентна норме |x| = sup

T
|x(t)|.

До к а з а т е л ь с т в о. На основании теоремы 1 п. 1 § 12 |x|1 � C|x|;
с другой стороны, в силу предыдущей теоремы, |x| � |x|1.

Те о р е м а 3. Всякий симметричный изоморфизм x→ x′ полного
вполне регулярного кольца R в полное вполне регулярное кольцо R′

сохраняет норму.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть x0 ∈ R и пусть A — замкнутое под-
кольцо в R, порожденное элементом x∗0x0, а A′ — его образ в R′

при нашем изоморфизме x → x′. На основании следствия 2 п. 1 § 20
изоморфизм x→ x′ сохраняет норму в A; в частности, |x∗0x0| = |x′∗0 x′0|,
т. е. |x0|2 = |x′0|2, и потому |x0| = |x′0|.
2. Реализация вполне регулярного кольца в виде кольца опе-

раторов. В этом пункте мы покажем, что всякое вполне регулярное
кольцо с единицей вполне изоморфно кольцу ограниченных операторов
в гильбертовом пространстве. Предварительно докажем следующие
леммы, в которых R обозначает полное вполне регулярное кольцо
с единицей.
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I. Совокупность Q всех квадратов эрмитовых элементов коль-
ца R совпадает с совокупностью всех эрмитовых элементов x ∈ R,
удовлетворяющих условию ∣∣∣e− 1

c
x
∣∣∣ � 1 (1)

при некоторых c > 0, в частности, с совокупностью всех эрмитовых
элементов x ∈ R, удовлетворяющих условию∣∣|x|e− x

∣∣ � |x|. (2)

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть x ∈ Q; применяя к элементу z =
1

c
x,

где c � |x|, c > 0, какое-нибудь функциональное представление (см.

п. 1), имеем 0 � z(t) � 1, и потому
∣∣∣e− 1

c
x
∣∣∣ = |e − z| � 1. Обратно,

если
∣∣∣e− 1

c
x
∣∣∣ � 1, где c > 0, то в функциональном представлении∣∣∣1− 1

c
x(t)

∣∣∣ � 1, и потому
1

c
x(t) � 0, x(t) � 0. Отсюда вытекает, что

существует эрмитов элемент y = y(t) ∈ R такой, что y2 = x, и x ∈ Q.
Очевидно, при x �= 0 можно положить c = |x|; поэтому Q есть

совокупность всех эрмитовых элементов x ∈ R, удовлетворяющих усло-
вию (2).

II. Q есть замкнутый конус в R.

До к а з а т е л ь с т в о. Замкнутость множества Q непосредственно
вытекает из условия (2).

Далее, если x = y2, где y эрмитов и λ � 0, то λx = (
√
λ y)2, где√

λ y эрмитов; следовательно, из x ∈ Q, λ � 0 следует λy ∈ Q.
Если же x ∈ Q и также λx ∈ Q при некотором λ < 0, то функци-

ональное представление показывает, что x(t) � 0 и λx(t) � 0, откуда
x(t) � 0 и, следовательно, x(t) ≡ 0, x = 0.

Наконец, пусть x, y ∈ Q; выбирая c > max{|x|, |y|}, в силу I имеем∣∣∣e− 1

c
x
∣∣∣ � 1,

∣∣∣e− 1

c
y
∣∣∣ � 1,

и потому ∣∣∣e− 1

2c
(x+ y)

∣∣∣ =
1

2

∣∣∣(e− 1

c
x
)

+
(
e− 1

c
y
)∣∣∣ � 1.

Следовательно, в силу условия (1) также x+ y ∈ Q.

III. Q есть совокупность всех эрмитовых элементов кольца R
с неотрицательным спектром.

До к а з а т е л ь с т в о. Спектр эрмитова элемента x есть совокуп-
ность всех значений функции x(t) в функциональном представлении.
Если x = y2, где y эрмитов, то x(t) = [y(t)]2 � 0. Обратно, если x(t) � 0,
то, полагая y(t) =

√
x(t), получим x = y2, где y — эрмитов элемент.
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IV. Элементы xy и yx имеют одинаковую ненулевую часть
спектра.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если (xy − λe)−1 существует и λ �= 0, то
существует также

(yx− λe)−1 =
1

λ
[y(xy − λe)−1x− e].

Действительно,

(yx− λe)
1

λ
[y(xy − λe)−1x− e] =

=
1

λ
[y(xy − λe)(xy − λe)−1x− (yx− λe)] = e

и, аналогично,
1

λ
[y(xy − λe)−1x− e](yx− λe)] = e.

V. Для любого x ∈ Q соотношение −x∗x ∈ Q возможно лишь при
x∗x = 0.

Док а з а т е л ь с т в о. Положим x = u+ iv; тогда x∗x+ xx∗ = 2u2 +
+ 2v2 ∈ Q и

x∗x = 2u2 + 2v2 + (−xx∗). (3)

По условию −x∗x ∈ Q и, следовательно, в силу III −x∗x имеет неотри-
цательный вещественный спектр; тогда в силу IV и эрмитов элемент
−xx∗ имеет неотрицательный спектр и, значит, снова в силу III также
−xx∗ ∈ Q; тогда из (3) вытекает, что x∗x ∈ Q. Но так как Q — конус,
то оба соотношения −x∗x ∈ Q, x∗x ∈ Q возможны лишь при x∗x = 0.

Те о р ем а 4. Всякое полное вполне регулярное кольцо с единицей
вполне симметрично.

До к а з а т е л ь с т в о. Нам надо доказать, что x∗x ∈ Q для всех
x ∈ R. Элемент x∗x эрмитов, и потому его можно представить в виде
x∗x = u− v, где u, v ∈ Q, uv = 0 (см. следствие 8 п. 2 § 16). Но тогда

(xv)∗(xv) = vx∗xv = v(u− v) v = −v3,
следовательно, −(xv)∗(xv) ∈ Q. В силу V это возможно, лишь когда
(xv)∗(xv) = 0, т. е. когда v3 = 0. Отсюда v = 0 и x∗x = u ∈ Q, т. е.
(e+ x∗x)−1 существует для всех x ∈ R, и теорема доказана.

Те о р ем а 5. Всякое вполне регулярное кольцо вполне изоморфно
некоторому кольцу ограниченных операторов в гильбертовом про-
странстве.

До к а з а т е л ь с т в о. Не нарушая общности, можно считать, что
вполне регулярное кольцо R полно и содержит единицу; в противном
случае R можно включить в полное вполне регулярное кольцо R1,
содержащее единицу (см. I и III п. 1 § 16). Но в силу теоремы 4
кольцо R1 также вполне симметрично, и потому (см. (1) п. 4 § 23)

sup
f(e)=1

f(x∗x) = lim
n→∞

n
√
|(x∗x)n|. (4)
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С другой стороны, применяя (1) п. 1 к x∗x вместо x, получаем
|(x∗x)2| = |x∗x|2; повторяя это рассуждение, находим, что вообще
|(x∗x)2n | = |x∗x|2n

. Комбинируя этот результат с (4), получаем, что

sup
f(t)=1

f(x∗x) = lim
n→∞

2n
√
|(x∗x)2n| = lim

n→∞

2n
√
|x∗x|2n = |x∗x| = |x|2.

Следовательно, норма в кольце R1 совпадает с минимальной регуляр-
ной нормой.

На основании теоремы 1 п. 3 § 18 кольцо R1, а значит, и исходное
кольцо R вполне изоморфны кольцу ограниченных операторов в гиль-
бертовом пространстве.

3. Факторкольцо вполне регулярного кольца.
Те о р ем а 6. Всякий замкнутый двусторонний идеал I в полном

вполне регулярном кольце симметричен и факторкольцо R/I также
вполне регулярно.

До к а з а т е л ь с т в о. Положим для любого x ∈ R и любого c > 0

y = x[c(x∗x)2]′ + x, (1)

где [c(x∗x)2]′ — элемент, квазиобратный к с (x∗x)2; в силу вполне
регулярности полного кольца R он существует (лемма 1 п. 1). При этом,
полагая z = x∗x, имеем

y∗y = [(cz2)′ + e]x∗x[(cz2)′ + e] = [(cz2)′ + e]2z. (2)

Но при положительном c функция
λ

(1 + cλ2)2
достигает своего наиболь-

шего значения
9

16
√
3c

в точке λ =
1√
3c
; следовательно, применяя к (2)

функциональное представление 1), заключаем, что

|y∗y| �
9

16
√
3c
,

и потому

|y| �
3

4
4
√
3c
. (3)

Кроме того, в силу (2) п. 1

|(cz2)′| =
c |z|2

1 + c |z|2 . (4)

1) В силу которого

(y∗y)(t) =

[
− cz2(t)

1 + cz2(t)
+ 1

]2
z(t) =

z(t)

[1 + cz2(t)]2
.
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Пусть теперь I — замкнутый двусторонний идеал в R и x ∈ I; тогда
также z = x∗x ∈ I и (cz2)′ ∈ I. Но в силу (1)

x∗ = y∗ − (cz2)′x∗. (5)

Так как −(cz2)′x∗ ∈ I и согласно (3) |y∗| → 0 при c → ∞, то из (5)
заключаем, что x∗ ∈ I. Следовательно, идеал I симметричен.

Рассмотрим факторкольцо R/I. Так как естественный гомоморфизм
R → R/I может только уменьшить норму, то неравенство (3) остается
также справедливым в R/I. Пусть A — замкнутое коммутативное
подкольцо в R, порожденное элементом z; положим J = J ∩A. Соотно-
шение (4) имеет место в A/J , ибо A/J допускает представление в виде
кольца функций. Согласно следствию теоремы 1 п. 1 соотношение (4)
остается справедливым и в R/I. Комбинируя (1), (3) и (4), заключаем,
что в R/I

|x| � |y| + |x(cz2)′| �
3

4
4
√
3c

+
c |x||z|2
1 + c |z|2 .

Положив здесь c =
1

3|z|2 , получим

|x| �
3

4

√
|z| + 1

4
|x|.

Отсюда
3

4
|z| �

3

4

√
|z|, |x|2 � |z| = |x∗x|.

Но, с другой стороны, |x∗x| � |x∗||x| = |x|2 (ибо в R/I также |x∗| =
= |x|2). Следовательно, в R/I |x∗x| = |x|2, и теорема доказана.

С л ед с т в и е. При симметричном гомоморфизме x → x′ полного
вполне регулярного кольца R в полное вполне регулярное кольцо R′

образ кольца R есть полное кольцо.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть I — ядро гомоморфизма x → x′; тогда
I — замкнутый симметричный идеал в R 1) и в силу теоремы 6 R/I
есть полное вполне регулярное кольцо. Наш гомоморфизм x→ x′ коль-
ца R в кольцо R′ порождает изоморфизм x̃ → x′ кольца R/I в коль-
цо R′, причем образ кольца R при гомоморфизме x → x′ совпадает
с образом кольца R/I при изоморфизме x̃→ x′. Но согласно теореме 3
п. 1 изоморфизм x̃→ x′ изометричен, и потому этот образ есть полное
кольцо.

Пр и м е р. Пусть R есть кольцо всех ограниченных операторов
в гильбертовом пространстве H (R = B(H)), а I — совокупность всех
вполне непрерывных операторов в H. Тогда I — замкнутый двусторон-
ний идеал в R; так как R вполне регулярно, то на основании теоремы 6

1) В силу теоремы 5 п. 2 R′ можно считать симметричным подкольцом
кольца B(H), и потому гомоморфизм x → x′ — представлением кольца R; на
основании теоремы 1 п. 3 § 17 этот гомоморфизм непрерывен.
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факторкольцо R/I также вполне регулярно. Следовательно, применяя
к R/I теорему 5 п. 2, мы приходим к следующему результату.

Те о р ем а 7. Факторкольцо кольца B(H) по идеалу I всех вполне
непрерывных операторов в H вполне изоморфно некоторому коль-
цу ограниченных операторов в некотором гильбертовом простран-
стве � .

Эта теорема была впервые установлена Калкиным [1], который
непосредственно построил реализацию кольца B(H)/I в виде кольца
операторов в некотором гильбертовом пространстве.

§ 25. Дуальные кольца

1. Аннуляторные и дуальные кольца. Пусть R — топологическое
кольцо, а S — произвольное множество в R. Левым аннулятором L(S)
множества S называется совокупность всех элементов x ∈ R, для ко-
торых xS = (0); аналогично, правым аннулятором R(S) множества S
называется совокупность всех элементов x ∈ R, для которых Sx = (0).
Очевидно, L(S), R(S), если они не совпадают со всем кольцом, яв-
ляются замкнутыми левым и правым идеалами; кроме того, очевидно,
что

S ⊂ L(R(S)) и S ⊂ R(L(S)), (1a)

L(S1) ⊂ L(S2), R(S1) ⊂ R(S2) при S1 ⊃ S2 (1б)

и если S1, S2 — линейные подпространства в R, то

L(S1 + S2) = L(S1) ∩ L(S2), R(S1 + S2) = R(S1) ∩ R(S2). (1в)

В некоторых случаях нам в этом параграфе будет удобно считать идеа-
лом также и все кольцо R. Мы будем называть кольцо R несобствен-
ным (правым, левым и двусторонним) идеалом. Тогда можно сказать,
что L(R(S)) и R(L(S)) — замкнутые левый и правый (собственные
или несобственный) идеалы, содержащие S.

Кольцо R называется аннуляторным, если

L(R) = R(R) = (0) (2)

и

L(Ir) �= (0), (3a)

R(Il) �= (0) (3б)

для любого замкнутого левого идеала Il и любого замкнутого правого
идеала Ir.
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Кольцо R называется дуальным, если для каждого замкнутого (соб-
ственного или несобственного) левого идеала Il и каждого замкнутого
(собственного или несобственного) правого идеала Ir

L(R(Il)) = Il, (4a)

R(L(Ir)) = Ir. (4б)

Из этих определений непосредственно следует, что всякое ду-
альное кольцо является также аннуляторным кольцом. Действи-
тельно, полагая в (4а), (4б) Il = (0), Ir = (0) и учитывая, что
R((0)) = R, L((0)) = R, получим (2). Далее, для идеала Il не может
быть R(Il) = (0), ибо тогда мы имели бы L(R(Il)) = L((0)) = R �= Il,
что противоречит (4а); следовательно, R(Il) �= 0 и (За) доказано. Ана-
логично доказывается (3б).

I. Для произвольного подмножества S дуального кольца R(L(S))
и L(R(S)) — минимальные замкнутые (собственные или несоб-
ственный) правый и левый идеалы, содержащие S.

Действительно, если, например, Ir — минимальный замкнутый
правый (собственный или несобственный) идеал, содержащий S, то
Ir = R(L(Ir)) ⊃ R(L(S)); так как R(L(S)) также есть замкнутый
(собственный или несобственный) правый идеал, содержащий S, то
Ir = R(L(S)).

II. Если Ir, Jr — замкнутые правые идеалы в дуальном коль-
це R, то

L(Ir ∩ Jr) = L(Ir) + L(Jr); (5a)

аналогично, для замкнутых левых идеалов

R(Il ∩ Jl) = R(Il) + R(Jr). (5б)

Док а з а т е л ь с т в о. Так как L(Ir) + L(Jr) — левый (собственный
или несобственный) идеал, то в силу I, (4а) и (4б),

L(Ir) + L(Jr) = L{R[L(Ir) + L(Jr)]} =

= L{R[L(Ir)] ∩ R[L(Jr)]} = L(Ir ∩ Jr).
Аналогично доказывается (5б).

III. Если R — дуальное кольцо, то

x ∈ xR и x ∈ Rx

для каждого x ∈ R.

До к а з а т е л ь с т в о. Докажем, что x ∈ xR; соотношение x ∈ Rx
доказывается аналогично. Так как xR = R(L(xR)), то достаточно дока-
зать, что L(xR)x = (0). Но если y ∈ L(xR), то yxR = 0. Следовательно,
yx ∈ L(R) = (0), yx = 0; это означает, что L(xR) = (0).

2. Идеалы в аннуляторном кольце. Всюду в этом пункте R будет
обозначать аннуляторное кольцо с непрерывным квазиобратным (см.
п. 6 § 8).
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I. Если Il = {yp− y: y ∈ R}, то R(Il) = {x ∈ R: px = x}.
До к а з а т е л ь с т в о. Если x ∈ R(Il), то y(px− x) = (yp− y)x = 0

для всех y ∈ R, так что в силу (2) п. 1 px − x = 0. Обратно, если
px− x = 0, то

(yp− y)x = y(px− x) = 0 и x ∈ R(Il).

Очевидно, аналогичное предложение имеет место для идеала Ir =
= {py − y: y ∈ R}.

II. Если элемент −p не имеет левого квазиобратного, то суще-
ствует элемент x �= 0 такой, что px = x.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть −p не имеет левого квазиобратного;
тогда множество Il = {yp − y: y ∈ R} есть регулярный левый идеал
в R (см. VII п. 4 § 7). Следовательно, его замыкание I l также есть
регулярный левый идеал в R (см. IV п. 3, I п. 6 § 8 и VI п. 4 § 7)
и потому R(I l) �= (0). Пусть x — отличный от нуля элемент из R(I l);
тогда также x ∈ R(Il) и в силу I px = x.

Левый идеал Il называется минимальным, если он не содержит
левых идеалов, отличных от (0) и Il; аналогично определяются ми-
нимальные правый и двусторонний идеалы. Далее, замкнутый левый
идеал Il называется минимальным замкнутым идеалом, если Il не
содержит замкнутых левых идеалов, отличных от (0) и Il; аналогично
определяются минимальные замкнутые правый и двусторонний идеа-
лы. Замкнутый левый идеал называется максимальным замкнутым
идеалом, если он не содержится ни в каком другом замкнутом левом
идеале. Аналогично определяются максимальные замкнутые правый
и двусторонний идеалы. Элемент p �= 0 кольца R называется идемпо-
тентом, если p2 = p.

Те о р е м а 1. Если Mr — максимальный замкнутый правый иде-
ал в R и L(Mr) пересекается с радикалом кольца R только по
нулевому элементу, то L(Mr) содержит идемпотент p. При этом
L(Mr) = Rp и

Mr = {x− px: x ∈ R}. (1)

До к а з а т е л ь с т в о. Так как L(Mr) �= (0), то существует элемент
a �= 0, a ∈ L(Mr). Но тогда Mr ⊂ R((a)) �= R (см. (2) п. 1) и так как
Mr максимален, то

R((a)) = Mr. (2)

В силу условия теоремы элемент a не принадлежит радикалу; следо-
вательно, при некотором λ и некотором y ∈ R элемент −p = λa + ya
не имеет левого квазиобратного (см. определение радикала кольца без
единицы в п. 5 § 7) и потому p �= 0; очевидно, p ∈ L(Mr). В силу II

существует элемент x �= 0 такой, что px = x и потому (p2 − p)x = 0.
Докажем, что p2 − p = 0; тем самым первое утверждение теоремы
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будет доказано. Предположим противное: пусть p2 − p �= 0. Так как

p2 − p ∈ L(Mr), то в силу (2) (с заменой a на p2 − p) x ∈Mr и потому
x = px = 0, в противоречие со сказанным выше. Следовательно, p2 = p.

Так как p ∈ L(Mr) и p �= 0, то в силу (2) (с заменой a на p) Mr =
= R((p)) = {x − px: x ∈ R}; действительно, p(x − px) = px − p2x = 0
и если py = 0, то y = y − py. Отсюда, в силу I и идемпотентности p,
L(Mr) = Rp.

С л ед с т в и е 1. При тех же условиях Mr — максимальный пра-
вый идеал и L(Mr) — минимальный левый идеал. Кроме того, pR —
минимальный правый идеал, а L(pR) — максимальный левый идеал.

До к а з а т е л ь с т в о. В силу теоремы 1 Mr регулярен; кроме того,
по условию, Mr — максимальный замкнутый правый идеал. Следова-
тельно, Mr — максимальный правый идеал (см. IV п. 3, I п. 6 § 8, V
и VI п. 4 § 7). Далее, в силу (1) 1)

R = pR+Mr, (3)

и это равенство есть разложение кольца R в прямую сумму правых
идеалов pR и Mr. Так как Mr максимален, то из (3) заключаем, что
pR минимален.

Положим Il = L(pR). Если y ∈ Il, то ypR = 0, следовательно, yp = 0
и y = y − yp. Отсюда заключаем, что I1 = {y − yp: y ∈ R}, следова-
тельно, в силу I R(Il) = pR.

Докажем, что Il — максимальный замкнутый левый идеал. Дей-
ствительно, пусть Jl — замкнутый левый идеал, содержащий Il; тогда
(0) �= R(Jl) ⊂ pR. Так как pR минимален, то отсюда следует, что
R(Jl) = pR, т. е. JlpR = (0). Но тогда в силу (2) п. 1 Jlp = (0), т. е.
Jl = {y − yp: y ∈ R} = Il. Следовательно, I1 — максимальный замкну-
тый левый идеал, и так как Il регулярен, то он также максимальный
левый идеал. Но тогда из соотношения R = Il + Rp вытекает, что
L(Mr) = Rp — минимальный левый идеал.

Те о р ем а 2. Если Il — не содержащийся целиком в радикале ми-
нимальный замкнутый левый идеал или минимальный левый идеал
в R, то Il содержит идемпотент p и

Il = Rp, R(Rp) = {x− px: x ∈ R}.
Док а з а т е л ь с т в о. По условию, Il содержит элемент x0, не при-

надлежащий радикалу; следовательно, при некотором λ и некотором
y ∈ R элемент −p = λx0 + yx0 (также принадлежащий Il) не имеет
левого квазиобратного и потому p �= 0. В силу II отсюда следует
существование элемента a �= 0 такого, что pa = a. С другой стороны,

1) Всюду в этом параграфе M + N обозначает прямую сумму линейно
независимых подпространств M, N (см. п. 3 § 1), т. е. совокупность всех
векторов x + y, x ∈ M, y ∈ N; таким образом, запись M + N уже обозначает,
что M, N линейно независимы.
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множество Jl = {x ∈ Il: xa = 0} есть (замкнутый, если Il замкнут)
левый идеал, содержащийся в Il и не совпадающий с Il, ибо p /∈ Jl,
p ∈ I1. В силу минимальности идеала Il это возможно, лишь когда
Jl = (0), так что xa �= 0 при x ∈ Il, x �= 0. Но так как p2 − p ∈ Il
и (p2 − p) a = 0, то p2 − p = 0 и p — идемпотент.

Отметим, что Rp есть совокупность всех элементов x ∈ R, удовле-
творяющих условию x = xp, и потому Rp — замкнутое множество.
Следовательно, Rp — замкнутый левый идеал, содержащийся в Il,
и потому Rp = Il в силу минимальности Il. Но тогда очевидно, что
R(Il) = {x− px: x ∈ R}.

С л ед с т в и е 2. При тех же условиях Il — минимальный левый
идеал, а R(Il) — максимальный правый идеал. Кроме того, pR —
минимальный правый идеал, а L(pR) — максимальный левый идеал.

Доказательство этого следствия аналогично доказательству след-
ствия 1.

С л е д с т в и е 3. Всякий минимальный левый идеал Il в R, не
содержащийся в радикале, замкнут.

Действительно, Il = Rp, а Rp — замкнутое множество.
З а м е ч а н и е 1. Очевидно, во всех предыдущих результатах можно

поменять ролями левые и правые идеалы.
Те о р е м а 3. Всякое аннуляторное полное вполне регулярное

нормированное кольцо R дуально.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Il — замкнутый левый идеал в R;
докажем сначала, что

R = Il � (R(Il))
∗. (4)

Если x ∈ Il ∩ (R(Il))∗, то xx∗ = 0, следовательно, x = 0. Таким об-
разом, I1 ∩ (R(Il))∗ = (0). Положим Jl = Il � (R(Il))∗; если Jl �= R,
то Jl — левый идеал в R. Этот идеал замкнут. Действительно, пусть
x = y + z, y ∈ Il, z ∈ (R(Il))

∗. Тогда xz∗ = zz∗, и потому |x||z∗| � |z2|,
|x| � |z|.

Аналогично, |x| � |y|. Из этих неравенств легко следует замкну-
тость идеала Jl. Но тогда в силу условия (3б) п. 1 существует отличный
от нуля элемент a ∈ R такой, что Jla = (0) и, следовательно, также
Ila = (0), (R(Il))∗a = (0).

Из первого равенства вытекает, что a ∈ R(Il), a∗ ∈ (R(Il))∗, и тогда
второе равенство дает: a∗a = 0, что невозможно. Поэтому Jl = R и (4)
доказано.

Аналогично доказывается, что для любого замкнутого правого иде-
ала Ir

R = Ir � (L(Ir))
∗. (5)

Положив в (5) Il = R(Il), получим

R = R(Il) � (L(R(Il)))
∗,
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или, применив к обеим частям этого соотношения операцию инволю-
ции,

R = (R(Il))
∗ � L(R(Il)). (6)

Так как Il ⊂ L(R(Il)), то сравнение соотношений (6) и (4) дает, что
Il = L(R(Il)). Применяя операцию инволюции, заключаем, что также
Ir = R(L(Ir)) для любого замкнутого правого идеала Ir, и теорема
доказана.

З а м е ч а н и е 2. Отметим, что для справедливости теоремы 3 фак-
тически достаточно одного из условий (3) п. 1.

Действительно, легко видеть, что каждое из этих условий получа-
ется из другого применением операции инволюции, а условие (2) п. 1
выполняется во всяком вполне регулярном кольце.

3. Полупростые аннуляторные кольца. В этом пункте R будет
обозначать полупростое аннуляторное кольцо с непрерывным квазиоб-
ратным. Из результатов п. 2 вытекает, что в кольце R всякий мини-
мальный левый идеал замкнут и содержит идемпотент и что аннулятор
максимального замкнутого правого идеала есть минимальный левый
идеал, а аннулятор минимального левого идеала есть максимальный
регулярный правый идеал.

Те о р е м а 4. Сумма 1) всех минимальных левых (или правых)
идеалов кольца R плотна в R.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть S — сумма всех минимальных левых
идеалов, а S — ее замыкание. Если S �= R, то S — замкнутый левый
идеал в R, и потому существует элемент x �= 0 такой, что Sx = (0).
Тогда x принадлежит всем правым аннуляторам всех минимальных
левых идеалов, т. е. пересечению всех максимальных регулярных пра-
вых идеалов. Но согласно III′ п. 5 § 7 это пересечение есть радикал
кольца R и потому = (0) в силу полупростоты R. Следовательно, x = 0,
и мы пришли к противоречию. Поэтому S = R.

I. Если (левый, правый или двусторонний) идеал I в R удовле-
творяет условию I2 = (0), то I = (0).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть, например, I — левый идеал в R
и I2 = (0). Отсюда следует, что (αx+ yx)2 = 0 для всех чисел α и всех
x ∈ I, y ∈ R, ибо также αx + yx ∈ I. Но в таком случае элемент
z = αx + xy имеет левый квазиобратный, равный −z, и потому x
принадлежит радикалу кольца R (см. п. 5 § 7). В силу полупростоты
кольца R отсюда заключаем, что x = 0 и, следовательно, I = (0).
Аналогично доказывается утверждение для правых идеалов.

1) Под суммой левых идеалов I
(α)
l мы понимаем совокупность всевозможных

конечных сумм элементов xα ∈ I
(α)
l . Аналогично определяются суммы правых

и двусторонних идеалов.
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II. Если Ir — минимальный правый идеал в R, то замкнутый
двусторонний идеал [Ir], порожденный идеалом Ir, есть минималь-
ный замкнутый двусторонний идеал в R.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть J — замкнутый двусторонний идеал,
содержащийся в [Ir]; тогда Ir ∩ J — правый идеал, содержащийся
в минимальном правом идеале Ir, следовательно, либо Ir ∩ J = Ir, т. е.
Ir ⊂ J , либо Ir ∩ J = (0).

В первом случае [Ir] ⊂ J , и потому [Ir] = J . Во втором случае IrJ ⊂
⊂ Ir ∩ J = (0), следовательно, I ⊂ (J). Но, как легко видеть, L(J) есть
замкнутый двусторонний идеал и потому также [Ir] ⊂ L(J). А тогда
J ⊂ L(J), следовательно, J2 = (0) и в силу I J = (0).

Таким образом, во втором случае J = (0), и минимальность идеала
[Ir] доказана.

Два идемпотента p1, p2 называются ортогональными, если p1p2 =
= p2p1 = 0. Система {p} идемпотентов называется ортогональной,
если каждые два разных идемпотента этой системы ортогональны.
Идемпотент p называется неприводимым, если он не есть сумма двух
взаимно ортогональных идемпотентов.

III. Если pR — минимальный правый идеал (Rp — минимальный
левый идеал), то p — неприводимый идемпотент.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть p приводим, p = p1 + p2, где p1p2 =
= p2p1 = 0. Тогда p1R = pp1R ⊂ pR, p2R = pp2R ⊂ pR и

pR = p1R+ p2R. (1)

Действительно, px = p1x+ p2x, и если p1x+ p2y = 0, то, умножая обе
части этого последнего равенства слева на p1 и p2, получим, что p1x =
= p2y = 0. Но из (1) вытекает, что pR — не минимальный правый
идеал.

IV. Если pR — минимальный правый идеал и a ∈ R, то либо
apR = (0), либо apR = p′R есть минимальный правый идеал.

До к а з а т е л ь с т в о. Левое регулярное представление x→ ax отоб-
ражает pR на apR; ядро этого отображения есть правый идеал, содер-
жащийся в pR. Следовательно, либо это ядро есть (0) и отображение
взаимно однозначно, либо оно совпадает с pR и тогда apR = (0).

В первом случае apR — минимальный правый идеал в R и потому
apR = p′R при некотором неприводимом p′.

V. Всякий правый идеал Ir в R содержит минимальный правый
идеал, следовательно, содержит неприводимый идемпотент p.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть Ir не содержит минимальных правых
идеалов и пусть pR — минимальный правый идеал. Тогда pR ∩ Ir есть
правый идеал, содержащийся в минимальном идеале pR и не совпада-
ющий с pR, ибо pR не содержится в Ir. Следовательно, pR ∩ Ir = (0).
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В силу IV, apR при любом a ∈ R есть либо (0), либо минимальный
правый идеал; поэтому также apR ∩ Ir = (0) для всех a ∈ R. Отсюда
ap ∩ Ir = app ∩ Ir ⊂ apR ∩ Ir = (0) для всех a ∈ R, т. е. Rp ∩ Ir = (0).
Так как IrRp ⊂ Rp ∩ Ir, то также IrRp = (0). Но в силу следствия 2
и замечания 1 в п. 2, если pR пробегает все минимальные правые
идеалы, то Rp пробегает все минимальные левые идеалы, так что
IrRp = (0) для всех минимальных левых идеалов Rp. Согласно теоре-
ме 4 отсюда следует, что IrR = (0) и потому Ir = (0).

VI. Если p — неприводимый идемпотент, то pR и Rp — мини-
мальные правый и левый идеалы.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть p — неприводимый идемпотент. Пред-
положим, что правый идеал pR не является минимальным. В силу V
pR содержит минимальный правый идеал p′R, не совпадающий с pR,
ибо pR не минимален; в частности, p′ = p′

2

= pa при некотором
a ∈ R. Тогда элемент p′′ = p′p = pap принадлежит p′R и переста-
новочен с p, ибо pp′′ = p2ap = pap = p′′ и p′′p = pap2 = pap = p′′;
кроме того, p′′

2

= p′pp′′ = p′p′′ = p′p = p′′. При этом p′′ �= 0, ибо

p′′p′ = p′pp′ = (pa) p(pa) = (pa)2 = p′
2

= p′ �= 0; следовательно, p′′ —
идемпотент, содержащийся в p′R.

Далее, также p− p′′ �= 0 (ибо p′′R ⊂ p′R �= pR) и p′′(p− p′′) = p′′ −
− p′′ = 0. Но тогда, положив p = p′′ + (p− p′′), мы, вопреки неприводи-
мости идемпотента p, получим его представление в виде суммы двух
взаимно ортогональных идемпотентов. Следовательно, pR минимален.

VII. Левый и правый аннуляторы замкнутого двустороннего
идеала I совпадают.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего отметим, что в силу I I ∩
∩ R(I) = (0), ибо I ∩ R(I) есть правый идеал, удовлетворяющий усло-
вию J2 = (0). Следовательно, также R(I)I = (0), т. е. R(I) ⊂ L(I);
аналогично, L(I) ⊂ R(I) и потому L(I) = R(I).

VIII. Для любого замкнутого двустороннего идеала I идеал
I + L(I) = I + R(I) плотен в R.

До к а з а т е л ь с т в о. Если I + L(I) не плотен в R, то его замыка-
ние есть идеал в R, следовательно, существует элемент x �= 0 такой,
что x(I + L(I)) = (0), откуда (λx + yx)I = (0), (λx + yx)L(I) = 0.
Но из первого равенства вытекает, что λx+ yx ∈ L(I), следовательно,
из второго, что (λx+ yx)2 = 0 для всех y ∈ R и всех λ, а в полупростом
кольце это невозможно при x �= 0 (см. доказательство предложения I).

IX. Всякий минимальный замкнутый двусторонний идеал I в R
есть аннуляторное кольцо; если, кроме того, R — дуальное кольцо,
то I — также дуальное кольцо.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть x ∈ I и Ix = (0); тогда x = 0, ибо I ∩
∩ R(I) = (0) (см. доказательство предложения VII).

Аналогично, если x̃I = (0) и x ∈ I, то x = 0. Следовательно, усло-
вие (2) п. 1 выполнено.
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Пусть теперь Jl, Jr — замкнутые левый и правый идеалы в I. Нам
надо доказать, что R(Jl) ∩ I �= (0) и L(Jr) ∩ I �= (0). Отметим, что
Jl — также замкнутый левый идеал в R. Действительно, (I + L(I))Jl =
= IJl ⊂ Jl, и так как I + L(I) плотно в R, то также RJl ⊂ Jl. Положим
Il = Jl + L(I) = Jl + R(I); тогда либо Il плотно в R, либо R(Il) �= (0).

Рассмотрим первый случай. Пусть a ∈ I; тогда aIl = aJl + aR(I) =
= aJl ⊂ Jl, и потому также aR = aIl ⊂ Jl. Это означает, что IR ⊂ Jl
и тем более I2 ⊂ Jl. Но I2 есть отличный от (0) (в силу полупростоты
кольца R, см. I) двусторонний идеал, содержащийся в минимальном

замкнутом двустороннем идеале I. Следовательно, I
2

= I; поэтому
также I ⊂ Jl и вопреки предположению Jl = I. Таким образом, первый
случай невозможен и R(Il) �= (0). В силу V R(Il) содержит непри-
водимый идемпотент p. Докажем, что p ∈ I. Пусть p /∈ I и [pR] —
двусторонний идеал, порожденный минимальным правым идеалом pR.
Тогда [pR] ∩ I — замкнутый двусторонний идеал, содержащийся в ми-
нимальных замкнутых двусторонних идеалах [pR] (см. II) и I, и потому
либо совпадает с обоими, либо = (0). Но первый случай невозможен,
ибо [pR] содержит элемент p2 = p /∈ I; следовательно, [pR] ∩ I = (0).
Но тогда также pI = (0) (ибо pI ⊂ [pR] ∩ I), т. е. p ∈ L(I) ⊂ Il. Так как,
с другой стороны, p ∈ R(Il), то мы приходим к невозможному ра-
венству p2 = 0. Итак, R(Il) ∩ I �= (0) и тем более R(Jl) ∩ I �= (0).
Аналогично доказывается, что L(Jr) ∩ I �= (0).

Предположим теперь, что R — дуальное полупростое кольцо; дока-
жем, что также I дуально.

Покажем, что если x ∈ I и [L(Jr) ∩ I]x = (0), то x ∈ Jr. В силу (1а)
п. 1 тем самым будет доказано, что в I выполняется условие (4б) п. 1;
аналогично доказывается, что в I выполняется также условие (4а) п. 1.

В силу дуальности кольца R достаточно показать, что L(Jr)x = (0).
По условию

x ∈ R[L(Jr) ∩ I] = R[L(Jr)] + R(I) = Jr + R(I) = Jr + L(I) (2)

(см. (5б) п. I и VII). Но (Jr + L(I))I = JlI ⊂ Jr, ибо Jr — правый идеал
в I; следовательно, также Jr + L(I))I ⊂ Jr. Отсюда в силу (2) xI ⊂ Jr,
и потому

L(Jr)xI ⊂ L(Jr)Jr = (0).

Кроме того, L(Jr)xR(I) = (0), ибо x ∈ I; следовательно, также
L(Jr)x(I + R(I)) = (0). Так как I + R(I) плотно в R (см. VIII), то
также L(Jr)xR = (0) и, следовательно, L(Jr)x ⊂ L(R) = (0).

Те о р е м а 5. Всякое полупростое аннуляторное кольцо R
с непрерывным квазиобратным есть пополнение прямой суммы 1)

1) Сумма двусторонних идеалов Iα (см. сноску на с. 380) называется пря-
мой, если Iα — линейно независимые подпространства в R и Iα1Iα2 = (0) при
α1 �= α2.
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всех своих минимальных замкнутых двусторонних идеалов, кото-
рые являются простыми 1) аннуляторными кольцами, а в случае
дуального кольца R — простыми дуальными кольцами.

До к а з а т е л ь с т в о. В силу V всякий минимальный замкнутый
двусторонний идеал I в R содержит минимальный правый идеал Ir,
следовательно, совпадает с [Ir] (см. II). Обратно, в силу II для любого
минимального правого идеала Ir идеал [Ir] есть минимальный замкну-
тый двусторонний идеал. Согласно IX [Ir] — аннуляторные кольца и ду-
альны, если R дуально. Кроме того, [Ir] — простые кольца, ибо всякий
замкнутый двусторонний идеал в [Ir] был бы замкнутым двусторонним
идеалом в R (см. доказательство предложения IX), содержащимся
в минимальном [Ir], что невозможно.

Согласно теореме 4 сумма всех минимальных правых идеалов Ir,
а тем более всех минимальных замкнутых двусторонних идеалов [Ir],
плотна в R. Остается доказать, что эта сумма — прямая. Но если
[Ir] �= [I ′r], то

IrI
′
r ⊂ [Ir] ∩ [I ′r] = (0), (3)

ибо [Ir]∩ [I ′r] есть замкнутый двусторонний идеал, содержащийся в ми-
нимальных идеалах [Ir], [I ′r] и не совпадающий с ними. Пусть

0 = x1 + x2 + . . . + xn, (4)

где xk ∈ [I
(k)
r ], k = 1, 2, . . . , n, и [I

(1)
r ], . . . , [I

(n)
r ] попарно различны.

Умножая обе части (4) слева на I
(k)
r и учитывая (3), получим, что

[I
(k)
r ]xk = (0), следовательно, (xkR)2 ⊂ [I

(k)
r ] · (xkR) = (0). Отсюда

xkR = (0) в силу полупростоты кольца R и потому xk = 0.

С л е д с т в и е. Пусть в дополнение к условиям теоремы 5 R —
симметричное кольцо, в котором инволюция x → x∗ непрерывна
и удовлетворяет условию

x∗x = 0 лишь при x = 0. (5)

Тогда все минимальные замкнутые двусторонние идеалы I в R
симметричны.

До к а з а т е л ь с т в о. Отображение x→ x∗ переводит минимальный
замкнутый двусторонний идеал I в минимальный замкнутый двусто-
ронний идеал I∗; если бы I∗ �= I, то мы имели бы I∗I = (0) и,
следовательно, x∗x = 0 для всех x ∈ I, что противоречит условию (4).

Следующие две теоремы являются частичным обращением теоре-
мы 5.

1) В этом параграфе мы называем кольцо R простым, если оно не содержит
з а м к н у т ы х двусторонних идеалов.
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Те о р ем а 6. Пусть {Rα} — множество дуальных колец и пусть
R — кольцо всех комплексов x = {xα}, xα ∈ Rα, в которых только
конечное число элементов xα отлично от нуля, причем операции в R
определяются естественным образом по формулам:

λ(x) = {λxα}, x+ y = {xα + yα},
xy = {xαyα}

при x = {xα}, y = {yα}.
Пусть в R задана какая-нибудь топология, в которой R стано-

вится топологическим кольцом и сужение которой на каждое Rα
слабее исходной топологии в Rα или совпадает с ней. Тогда R —
дуальное кольцо.

До к а з а т е л ь с т в о. Условимся не различать элемент xα0
и ком-

плекс x = {xα}, в котором xα = 0 при α �= α0. Тогда можно сказать,
что R состоит из всевозможных конечных сумм элементов xα ∈ Rα,
причем xαxβ = xβxα = 0 при α �= β.

Пусть теперь Ir — замкнутый (собственный или несобственный)

правый идеал в R, а I
(α)
r — совокупность всех α-х компонент элементов

{xα} ∈ Ir. Если xα ∈ I(α)
r и yα ∈ Rα, то yαxα ∈ Ir, так что RαI

(α)
r ⊂ Ir.

Но в силу III п. 1, RαI
(α)
r плотно в I

(α)
r в топологии Rα, следовательно,

также I
(α)
r ⊂ Ir. Поэтому I

(α)
r = Ir ∩Rα и I

(α)
r — замкнутый (собствен-

ный или несобственный) идеал в Rα.
Очевидно, L(Ir) состоит из тех и только тех y = {yα}, для ко-

торых yαI
(α)
r = (0), т. е. для которых yα находится в левом ан-

нуляторе Lα(I
(α)
r ) идеала I

(α)
r в кольце Rα. Аналогично находим,

что R(L(Ir)) состоит из тех и только тех z = {zα}, для которых

zα ∈ Rα(Lα(I
(α)
r )). Но, в силу дуальности колец Rα и замкнутости

идеалов I
(α)
r , Rα(Lα(I

(α)
r )) = I

(α)
r , следовательно, R(L(Ir)) состоит из

всех z = {zα}, где zα ∈ I
(α)
r , т. е. R(L(Ir)) = Ir.

Аналогично, L(R(Il)) = Il для любого замкнутого (собственного
или несобственного) левого идеала Il в R.

Те о р е м а 7. Пусть R — топологическое кольцо, удовлетворяю-
щее следующим условиям:

1) x ∈ xR и x ∈ Rx для любого x ∈ R;
2) в R имеется плотный в R двусторонний идеал I, являющийся

дуальным кольцом в некоторой топологии, которая сильнее или
совпадает с сужением на I топологии в R.

Тогда R дуальное кольцо.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть Ir, Il — замкнутые правый и левый
(собственные или несобственные) идеалы в R; в силу условия 2)
тогда Ir ∩ I — замкнутый правый (собственный или несобственный)
идеал в I. Кроме того, Ir ∩ I плотен в Ir в смысле топологии в R;
действительно, IrI ⊂ Ir ∩ I и, в смысле топологии в R, IrI плотно

13 Наймарк М.А.
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в IrR (ибо по условию I плотен в R), а IrR в Irв силу условия 1).
Таким образом.

Ir ∩ I = Ir. (6)

Отсюда следует, что левый аннулятор в I идеала Ir ∩ I есть в точно-
сти L(Ir) ∩ I, где L и ниже R обозначают левый и правый аннуляторы
во всем кольце R.

Аналогично, правый аннулятор в I идеала L(Ir) ∩ I есть в точности
R(L(Ir)) ∩ I. В силу дуальности кольца I и замкнутости в I (соб-
ственного или несобственного) идеала Ir ∩ I, отсюда заключаем, что
R(L(Ir)) ∩ I = Ir ∩ I. Но в силу (6) замыкания в R левой и правой
частей этого соотношения суть R(L(Ir)) и Ir. Поэтому R(L(Ir)) = Ir
и аналогично L(R(Il)) = Il.

4. Простые аннуляторные кольца. В этом пункте R будет обо-
значать простое аннуляторное кольцо с непрерывным квазиобратным.

I. Если p — неприводимый идемпотент, то кольцо pRp изоморф-
но полю комплексных чисел.

До к а з а т е л ь с т в о. Докажем, что pRp есть поле; как подкольцо
кольца R с непрерывным квазиобратным, оно будет полем с непрерыв-
ным обратным и, следовательно, будет изоморфно полю комплексных
чисел (см. пп. 5–6 § 8).

Очевидно, p есть единица кольца pRp.
Пусть x ∈ pRp и x �= 0; нам надо доказать, что x имеет обратный

в pRp. Для этого заметим, что Rx есть левый идеал в R, отличный от
(0) (в силу условия (2) п. 1) и содержащийся в минимальном идеале
Rp; следовательно, Rx = Rp. Отсюда заключаем, что существует эле-
мент y ∈ R, для которого yx = p2 = p. Но в таком случае

(pyp)x = (pyp)(pxp) = pypxp = pyx = pp = p,

т. е. pyp есть левый обратный элемента x в кольце pRp. Аналогично
доказывается, что x имеет в pRp правый обратный.

II. В R имеется максимальная ортогональная система 1) {pα}
неприводимых идемпотентов. Сумма соответствующих минималь-
ных левых идеалов Rpα, а также минимальных правых идеалов pαR,
плотна в R.

До к а з а т е л ь с т в о. В силу V п. 3 в R имеются неприводимые
идемпотенты; применяя лемму Цорна, заключаем, что в R существует
максимальная ортогональная система {pα} неприводимых идемпотен-
тов. Пусть Il — сумма всех левых идеалов Rpα; если I l �= R, то I l —
замкнутый левый идеал, а значит, R(Il) есть отличный от нуля правый
идеал. Но тогда согласно V п. 3 R(I l) содержит неприводимый идем-
потент, который ортогонален ко всем pα; последнее же невозможно

1) См. п. 3, с. 381.
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в силу максимальности системы {pα}. Следовательно, сумма всех Rpα
плотна в R и аналогично сумма всех pαR плотна в R.

Те о р ем а 8. Всякое простое аннуляторное кольцо R с непрерыв-
ным квазиобратным можно так изоморфно отобразить в кольцо
непрерывных линейных операторов в линейном пространстве, что:

1) образ кольца R при этом изоморфизме содержит все конечно-
мерные 1) операторы;

2) в R существует плотное надкольцо R1, образ которого при
этом изоморфизме состоит из конечномерных операторов.

Если, кроме того, R — банахово кольцо, то этот изоморфизм
можно реализовать в виде непрерывного изоморфизма в кольцо всех
операторов, являющихся пределами, в смысле нормы оператора,
конечномерных операторов в некотором банаховом пространстве.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть {pα} — максимальная ортогональная
система неприводимых идемпотентов в R и пусть p1 — фиксированный
идемпотент из {pα}. Множество Rp1R есть отличный от (0) двусто-
ронний идеал в R; в силу простоты кольца R отсюда заключаем, что

Rp1R = R, (1)

следовательно, pαRp1Rpα �= 0. Но pαRp1Rpα ⊂ pαRpα = {λpα}; поэто-
му существуют x, y ∈ R (вообще говоря, зависящие от α) такие, что

pαxp1ypα = pα. (2)

Положим
pα1 = pαxp1, p1α = p1ypα, pαβ = pα1p1β . (3)

Тогда

pαα = pα, pα1β1
pα2β2

=

{
0 при β1 �= α2,

pα1β2
при β1 = α2.

(4)

Действительно, в силу формул (3) и идемпотентности элемента p1
равенство pαα = pα есть просто равенство (2). Далее, p1αpα1 ⊂ p1Rp1 =
= {λp1}, следовательно, p1αpα1 = λp1 при некотором λ. Умножив обе
части этого равенства слева на pα1 и справа на p1α, получим, что
p2α = λpα, т. е. pα = λpα, так что λ = 1 и p1αpα1 = p1. Отсюда легко
следует нижнее соотношение (4). Верхнее же непосредственно вытека-
ет из ортогональности системы {pα}.

Множество pαRpβ состоит из кратных элемента pαβ. Действи-
тельно, pαxpβα ∈ pαRpα = {λpα}, следовательно, pαxpβα = λpα при
некотором λ. Умножив обе части этого равенства справа на pαβ и вос-
пользовавшись вторым соотношением (4), получим, что pαxpβ = λpαβ.
Отсюда и из соотношений (4) вытекает, что сумма всех pαRpβ есть
подкольцо кольца R. Обозначим это подкольцо R1. Оно плотно в R.

1) Напомним (см. п. 6 § 4), что линейный оператор называется конечномер-
ным, если его область изменения конечномерна.

13*
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Действительно, сумма всех pαRpβ содержит линейную оболочку мно-

жества
(∑
α
pαR

)(∑
β

Rpβ
)
, плотную в линейной оболочке множества(∑

α
pαR

)
R, которая в свою очередь плотна в линейной оболочке

множества R2, ибо
∑
α
pαR,

∑
β

Rpβ плотны в R и произведение xy

непрерывно по каждому из сомножителей. С другой стороны, линейная

оболочка множества R2 есть двусторонний идеал в R и потому плотна
в R. Следовательно, R1 плотно в R.

Из (1) также следует, что xRp1R �= (0) при любом x �= 0; отсюда
xRp1R �= (0) и

xRp1 �= (0) при любом x �= 0. (5)

Каждому элементу x ∈ R поставим в соответствие оператор Axy = xy
левого регулярного представления в подпространстве Rp1. В силу (5)
представление x→ Ax есть изоморфизм.

Если x = pαβ, то в силу формул (4) оператор Ax отображает
в pαRp1 одномерное подпространство pβRp1 и в нуль все подпростран-
ства pβ′Rp1 при β′ �= β. Так как сумма всех pβRp1 плотна в Rp1, то
отсюда заключаем, что область изменения оператора Ax при x = pαβ
одномерна. Но тогда оператор Ax конечномерен при любом x ∈ R1, т. е.
образ кольца R1 при изоморфизме x → Ax состоит из конечномерных
операторов.

Докажем теперь, что среди операторов Ax, x ∈ R, содержатся все
конечномерные операторы. Очевидно, достаточно доказать, что среди
операторов Ax, x ∈ R, содержатся все одномерные операторы.

Пусть A — одномерный оператор в Rp1 и пусть b — элемент в Rp1
такой, что Ab �= 0. Обозначим через N совокупность всех векторов
из Rp1, на которых A обращается в нуль. Тогда Rp1 = {λb} � N.
Кроме того, L(N) �= (0). Действительно, если L(N) = (0), то также
L(NR) = L(N) = (0); так как замкнутая линейная оболочка [NR]
множества NR есть (несобственный или собственный) правый идеал
в R, то отсюда заключаем, что [NR] = R. Так как N = Np1, то тогда
[Np1Rp1] = Rp1; в силу соотношения p1Rp1 = {λp1} это приводит
к невозможному равенству N = Rp1.

Итак, L(N) �= (0); пусть a — отличный от нуля элемент из L(N).
Тогда ab �= 0. Действительно: если ab = 0, то aRp1 = a[{λb} � R] =
= (0), что противоречит (5). Но в таком случае Rab есть отличный
от (0) левый идеал, содержащийся в минимальном левом идеале Rp1,
и потому Rab = Rp1. В частности, существует x ∈ R такой, что xab =
= Ab. Это означает, что операторы Axa и A совпадают на элементе b;
так как, кроме того, AxaN = xaN = (0) = AN (ибо a ∈ L(N)), то Axa =
= A, и первая часть теоремы полностью доказана.

Предположим теперь, что R — банахово кольцо. Тогда Rp1 как
замкнутое подпространство в R есть банахово пространство и все
операторы Ax являются ограниченными операторами в банаховом
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пространстве. В силу соотношения |Ax| � |x| (см. (2) п. 7 § 9), изо-
морфизм x→ Ax непрерывен и всякий оператор Ax является пределом
в смысле нормы оператора конечномерных операторов Axn

, xn ∈ R1.

З а м е ч а н и е. Пусть в дополнение к условиям теоремы 8 R —
симметричное кольцо, в котором x∗x+ y∗y = 0 лишь при x = y = 0.
Тогда элементы pαβ можно выбрать так, чтобы p∗αβ = pβα.

До к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего докажем, что все pα можно
считать эрмитовыми.

Пусть p — неприводимый идемпотент; тогда pRp{λp}, следователь-
но, pp∗p = λp при некотором λ. Отсюда

pp∗pp∗ = λpp∗. (6)

Так как p �= 0, то pp∗ �= 0 и pp∗pp∗ = (pp∗)∗pp∗ �= 0; следовательно,
также λ �= 0. Кроме того, λ — вещественное число, ибо левая и правая
части в (6) эрмитовы. Положим p′ = λ−1pp∗; тогда p′ �= 0, p′

∗

= p′

и в силу (6) p′
2

= p′; следовательно, p′ — эрмитов идемпотент. Этот
идемпотент неприводим. Действительно, p′R = λ−1pp∗R есть правый
идеал, содержащийся в минимальном правом идеале pR и отличный
от (0) (ибо p = λ−1pp∗p ∈ p′R); следовательно, p′R = pR. Но тогда
в силу V п. 3 отсюда вытекает, что всякий правый и всякий левый
идеал содержит неприводимый эрмитов идемпотент. Отсюда, как и в II,
заключаем, что в R существует максимальная ортогональная система
{pα} эрмитовых неприводимых идемпотентов.

Пусть p1α построены для этой системы {pα} как в доказательстве
теоремы 8. Тогда p1αp∗1α = p1Rp1, следовательно,

p1αp
∗
1α = λp1 (7)

при некотором λ. Так, p1αp∗1α и p1 эрмитовы, то λ вещественно и �= 0,
ибо p1α �= 0; следовательно, p1αp

∗
1α �= 0. Кроме того, λ не может быть

отрицательным. Действительно, если λ < 0, то (7) перепишется в виде
p1αp∗1α + (

√|λ| p1)(
√|λ| p1)∗ = 0, что невозможно по условию. Итак,

λ > 0 и, заменив p1α на
√
λ p1α, мы можем считать, что p1αp∗1α = p1.

Тогда p∗1αp1α — идемпотент из pαRpα и потому совпадает с pα. Поло-
жим pα1 = p∗1α и pαβ = pα1p1β ; нетрудно проверить, что (pαβ)

∗ = pβα
и выполняются соотношения (4).

5. Гильбертовы кольца. R называется гильбертовым кольцом 1),
если

1) R — банахово симметричное кольцо;
2) R — гильбертово пространство;
3) норма в кольце R совпадает с нормой в гильбертовом простран-

стве R;

1) Гильбертовы кольца называют часто H∗-алгебрами (см., например, Кап-
ланский [3]).
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4) (xy, z) = (y, x∗z) для всех x, y, z ∈ R;
5) x∗x �= 0 при x �= 0.
Так как |x∗| = |x|, то (x∗, x∗) = (x, x); отсюда, пользуясь выраже-

нием для скалярного произведения через норму, заключаем, что

(x∗, y∗) = (y, x).

Комбинируя это соотношение со свойством 4, получаем

(xy, z) = (x, zy∗).

Примером гильбертова кольца является совокупность X(A) всех
матриц x = ‖xαβ‖, α, β ∈ A (где A — фиксированное множество ин-
дексов), удовлетворяющих условию∑

|xαβ |2 <∞,

в которой действия определяются как соответствующие действия с мат-
рицами, а скалярное произведение — по формуле

(x, y) = ω
∑
α,β

xαβyαβ ,

где ω — фиксированное число � 1.
Ниже мы покажем, что всякое гильбертово кольцо изоморфно пря-

мой и ортогональной сумме колец X(A). Всюду в этом пункте R будет
обозначать гильбертово кольцо.

Каждому элементу x ∈ R отвечает оператор Ax в гильбертовом
пространстве R, именно оператор левого регулярного представления

Axy = xy;

при этом условие 4) означает, что (Ax)∗ = Ax∗ .
Если Ax = 0, то xy = 0 для всех y ∈ R. Положив y = x∗, мы полу-

чим, что xx∗ = 0. В силу условия 5 отсюда заключаем, что x∗ = 0, сле-
довательно, x = 0. Поэтому левое регулярное представление x → Ax
есть симметричный изоморфизм кольца R в кольцо ограниченных
операторов в R. Так как всякое симметричное кольцо ограниченных
операторов в гильбертовом пространстве полупростое (см. II п. 1 § 24),
то отсюда заключаем, что R — полупростое кольцо. Кроме того, если
x∗x + y∗y = 0 для x, y ∈ R, то x = 0, y = 0, ибо тот же факт имеет
место для операторов в гильбертовом пространстве.

I. Если Ir, Il — замкнутые правый и левый (собственные или
несобственные) идеалы в R, то L(Ir) и R(Il) — ортогональные
дополнения множеств I∗r , I

∗
l в гильбертовом пространстве R.

До к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего заметим, что IrR и RIl плотны
в Ir и Il соответственно. Действительно, если бы, например, IrR было
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неплотно в Ir, то существовал бы y0 ∈ Ir, y0 �= 0 такой, что (IrR, y0) =
= 0. Отсюда 0 = (RI∗r , y

∗
0 ) = (R, y∗0Ir), y0Ir = (0) и, в частности, y∗0y0 =

= 0, что противоречит условию 5. Теперь равенство L(Ir) = R � I∗r
вытекает из следующей цепочки равносильных соотношений:

x ∈ L(Ir), xTr = (0), (xIr, R) = 0, (x, RI∗r ) = 0,

(x, I∗r ) = 0, x ∈ R� I∗r .

Аналогично доказывается, что R(Il) = R � I∗l .

II. Всякое гильбертово кольцо дуально.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если Il, Ir — замкнутые левый и правый
(собственные или несобственные) идеалы в R, то в силу I,

R(L(Ir)) = R(R � I∗r ) = R� (R� Ir) = Ir

и аналогично L(R(Il)) = Il.

Те о р ем а 9. Всякое гильбертово кольцо есть прямая и, в то же
время, ортогональная сумма своих минимальных замкнутых дву-
сторонних идеалов, которые являются простыми гильбертовыми
кольцами.

До к а з а т е л ь с т в о. В силу теоремы 5 п. 3 и следствия из нее
минимальные замкнутые двусторонние идеалы I в R являются просты-
ми гильбертовыми кольцами и пополнение их прямой суммы есть R.
Поэтому достаточно показать, что различные минимальные замкнутые
двусторонние идеалы I, I ′ являются взаимно ортогональными подпро-
странствами в гильбертовом пространстве R. Для этого заметим, что
II ′ = (0), следовательно, в силу I

I ′ ⊂ R(I) = R � I∗ = R � I.

Те о р е м а 10. Всякое простое гильбертово кольцо вполне изо-
морфно некоторому кольцу X(A).

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть pαβ — элементы, построенные в до-
казательстве теоремы 8; согласно замечанию в конце п. 4 можно счи-
тать, что P ∗

αβ = pβα. Из доказательства теоремы 8 вытекает также,
что сумма одномерных подпространств pβRpβ = {λpαβ} плотна в R.
Эти одномерные подпространства взаимно ортогональны, ибо

(pαβ, pα′β′) = (pαβ, pα′pα′b′pβ′) = (pα′pαβpβ′ , pα′β′) =

= (pα′pαpαβpβpβ′ , pα′β′) = 0 (1)

при α′ �= α или β′ �= β. Следовательно, прямая сумма этих одномерных
гильбертовых подпространств есть все R, т. е. элементы pαβ образуют
полную ортогональную систему в R.

Отметим еще, что

(pαβ, pαβ) = (pα1p1β , pα1p1β) = (p1βpβ1, p1αpα1) = (p1, p1). (2)
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Каждому элементу x ∈ R поставим в соответствие матрицу ‖xαβ‖
такую, что x =

∑
α,β

xαβpαβ. Из свойств элементов pαβ и соотношений

(1) и (2) вытекает, что при x =
∑
α,β

xαβpαβ и y =
∑
α,β

yαβpαβ

(x, y) = ω
∑
α,β

xαβyαβ ,

где ω = (p1, p1), и что соответствие x → ‖xpq‖ есть симметричный
изоморфизм кольца R на кольцо X(A).

Из теорем 9 и 10 заключаем:
Те о р е м а 11. Всякое гильбертово кольцо R вполне изоморфно

прямой и ортогональной сумме колец X(A).
Те о р е м а 12. Для простого гильбертова кольца R следующие

утверждения эквивалентны:
а) R конечномерно;
б) R есть кольцо с единицей;
в) центр кольца R отличен от (0).

До к а з а т е л ь с т в о. Если R конечномерно, то максимальная си-
стема {pα} неприводимых идемпотентов конечна и элемент p =

∑
α
pα

есть идемпотент, удовлетворяющий условиям

x =
∑
α

xpα = xp; x =
∑
α

pαx = px,

т. е. p есть единица в R. Следовательно, из а) следует б). Далее, если
I содержит единицу p, то центр кольца I содержит p и потому �= (0);
следовательно, из б) следует в).

Пусть теперь центр кольца R отличен от (0) и x �= 0 — элемент
центра кольца I. Так как xpα = (xpα) pα = pαxpα, то в силу I п. 4
xpα = cαpα, где cα — число. Отсюда x =

∑
α
xpα =

∑
α
cαpα. Но

cβpβδ = cβpβpβδ = xpβpβδ = xpβδ = pβδx = pβδpδx = pβδcδpδ = cδpβδ,

и потому cβ = cδ. Таким образом, в сумме
∑
cαpα все коэффициенты cα

равны, что возможно, лишь когда {pα} — конечная система и R
конечномерно. Следовательно, из в) следует а), и теорема полностью
доказана.

Одновременно мы видим, что всякий элемент центра кольца R
имеет вид x =

∑
cpα = c

∑
pα = cp, где p — единица кольца.

6. Вполне регулярные дуальные кольца.
Те о р е м а 13. Совокупность R всех вполне непрерывных опе-

раторов в гильбертовом пространстве H есть простое дуальное
кольцо.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть {ϕα} — фиксированная полная ор-
тонормальная система в H. Обозначим через I совокупность всех
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операторов A в H, матрица ‖aαβ‖ которых в системе {ϕα} удовлетво-
ряет условию ∑

α,β

|aαβ |2 <∞.

Такие операторы A вполне непрерывны (см. V п. 6 § 4; легко ви-
деть, что это предложение справедливо и в несепарабельном простран-
стве l2), следовательно, I со скалярным произведением

(A, B) =
∑
α,β

aαβbαβ , A, B ∈ I,

где ‖aαβ‖, ‖bαβ‖ — матрицы операторов A, B, образует гильбертово,
а значит, дуальное кольцо. Покажем теперь, что к R и I применима
теорема 7 п. 3.

Прежде всего отметим, что I есть двусторонний идеал в B(H),
а значит, и в R. Действительно, если A ∈ I, C ∈ B(H) и C = ‖cαβ‖ —
матрица оператора C в системе {ϕα}, то матрица оператора CA в той

же системе задается формулой
∥∥∥∑
γ
cαγaγβ

∥∥∥ и в силу ограниченности

оператора C∑
β

∑
α

∣∣∣∣∑
γ

cαγaγβ
∣∣∣∣2 � |c|2

∑
β

∑
α

|aαβ|2 <∞.

Следовательно, CA ∈ I, а значит, и AC = (C∗A∗)∗ ∈ I. Но в силу V
п. 1 § 22 R — простое кольцо, следовательно, I плотно в R в смысле
нормы оператора. Далее, норма оператора A ∈ I не превосходит его
норму в смысле гильбертова пространства I; действительно, если x =
=
∑
α
xαϕα — произвольный элемент в H, то в силу неравенства Коши–

Буняковского

|Ax|2 =
∑
α

∣∣∣∣∑
β

aαβxβ
∣∣∣∣2 �

∑
α

∑
β

|aαβ |2|xβ |2 �

� (A, A)
∑
β

|xβ |2 = (A, A)|x|2,

так что |A| �√
(A, A). Отсюда заключаем, что сужение на I топологии

кольца R слабее топологии гильбертова кольца I или совпадает с ней.
Наконец, пусть A ∈ R, A = UH — каноническое разложение

оператора A, а P (λ) — спектральная функция оператора H. По-
ложим Pε = 1 − P (ε), ε > 0. Тогда Pε конечномерен, следователь-
но, Pε ∈ R и в смысле нормы оператора HPε → H, а значит,
APε = UHPε → UH = A при e→ 0 (см. VI п. 4 § 17). Это означает, что
A ∈ AR. Заменив здесь A на A∗, получим, что A∗ ∈ A∗R, т. е. A ∈ RA.

Таким образом, кольца R и I удовлетворяют всем условиям теоре-
мы 7 п. 3; следовательно, R — дуальное кольцо.
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Следующая теорема показывает, что кольцо всех вполне непре-
рывных операторов в гильбертовом пространстве есть универсальная
модель всех полных вполне регулярных простых дуальных колец.

Те ор ем а 14. Всякое полное вполне регулярное простое дуальное
кольцо вполне изоморфно кольцу всех вполне непрерывных операто-
ров в некотором гильбертовом пространстве.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть pα, pαβ — те же, что в доказательстве
теоремы 8 п. 4. Согласно замечанию в конце п. 4 мы можем считать,
что p∗α = pα и p∗αβ = pβα. Далее, согласно теореме 8 п. 4 кольцо R
изоморфно кольцу операторов левого регулярного представления Aax =
= ax в пространстве Rp1. Но если x, y ∈ Rp1, то y∗x ∈ p1Rp1 = {λp1},
так что y∗x = λp1 при некотором λ. Определим скалярное произведение
в Rp1 формулой (x, y) = λ, так что

y∗x = (x, y) p1.

Легко проверить, что все свойства скалярного произведения будут
выполнены; в частности, из соотношения x∗x = (x, x)p1 = (x, x)p21
вытекает, что (x, x) � 0, ибо элементы вида x∗x в вполне регулярном
кольце образуют конус (см. п. 2 § 24). При этом из (x, x) = 0 следует,
что x∗x = 0, а значит, и x = 0.

Отметим, что |p1| = |p1|2 в силу соотношений p21 = p1 и p∗1 = p1
и потому |p1| = 1. Отсюда вытекает, что при x ∈ Rp1

|x|2 = |x∗x| = (x, x)|p1| = (x, x),

так что норма в Rp1 в смысле гильбертова пространства совпадает
с исходной нормой. Далее, при a ∈ R, x, y ∈ Rp1

(ax, y) p1 = y∗ax = (a∗y)∗x = (x, a∗y) p1;

отсюда (ax, y) = (x, a∗y), т. е. (Aax, y) = (x, Aa∗y). Это означает, что
Aa∗ = (Aa)∗, т. е. что соответствие a → Aa есть симметричный изо-
морфизм полного вполне регулярного кольца R в кольцо ограниченных
операторов в Rp1. На основании теоремы 3 п. 1 § 24 отсюда заключаем,
что этот изоморфизм сохраняет норму, т. е. |Aa| = |a|.

Но тогда в силу теоремы 8 п. 4 каждый оператор Aa есть предел,
в смысле нормы оператора, конечномерных операторов и потому вполне
непрерывен. С другой стороны, в силу той же теоремы среди опера-
торов Aa имеются все конечномерные операторы, а значит, и все их
пределы (ибо совокупность всех операторов Aa, a ∈ R, есть полное
кольцо), т. е. все вполне непрерывные операторы.

Перейдем теперь к произвольным вполне регулярным дуальным
кольцам. Для этого рассмотрим следующий общий метод построения
дуальных вполне регулярных колец.

Пусть T — дискретное пространство; присоединив к нему бесконеч-
но удаленную точку, мы можем считать его бикомпактным простран-
ством. Предположим, что каждому t ∈ T поставлено в соответствие
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вполне регулярное кольцо Rt; обозначим через C∞(T , Rt) совокуп-
ность всех вектор-функций x = x(t), где x(t) ∈ Rt, удовлетворяющих
условию

|x(t)| → 0 при t→ ∞.

Эта совокупность образует полное вполне регулярное кольцо, если для
x = {x(t)}, y = {y(t)} положить

λx = {λx(t)}, x+ y = {x(t) + y(t)}, xy = {x(t) y(t)},
x∗ = {x(t)∗}, |x| = sup

t∈T
|x(t)|.

Применяя теоремы 5, 6 и 7 п. 3, можно доказать, что
I. Если все кольца Rt дуальны, то C∞(T , Rt) — дуальное кольцо.
II. Всякое полное вполне регулярное дуальное кольцо есть кольцо

вида C∞(T , Rt), где Rt — все минимальные замкнутые двусторон-
ние идеалы в R и, следовательно, простые полные вполне регуляр-
ные дуальные кольца.

§ 26. Кольца вектор-функций

1. Определение кольца вектор-функций. Пусть T — топологи-
ческое пространство и каждой точке t ∈ T поставлено в соответствие
банахово кольцо Rt. Обозначим через E(T , Rt) совокупность всех
вектор-функций x = {x(t)}, обладающих следующими свойствами:

1) x(t) ∈ Rt при t ∈ T ;
2) |x(t)| есть ограниченная непрерывная на T функция.
Кольцом вектор-функций, порожденным пространством T

и кольцами Rt, мы будем называть всякое подмножество R в E(T , Rt),
образующее банахово кольцо по отношению к операциям

αx = {αx(t)}, x+ y = {x(t) + y(t)}, xy = {x(t) y(t)} (1)

и норме
|x| = sup

t∈T
|x(t)|, (2)

где x = {x(t)}, y = {y(t)}.
Всякое кольцо вектор-функций, порожденное пространством T

и кольцами Rt, мы будем обозначать R(T , Rt).
Если, например, T есть дискретное пространство, состоящее из

конечного числа, именно, n точек t1, . . . , tn, то, полагая xk = x(tk)
(∈ Rtk), мы можем отождествить функцию x = {x(t)} с системой
x = {x1, x2, . . . , xn}. Очевидно, условие 2) становится излишним
и E(T , Rt) само становится банаховым кольцом, причем формулы (1)
и (2) для операций в кольце и для нормы принимают вид

αx = {αx1, αx2, . . . , αxn}, x+ y = {x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn},
xy = {x1y1, x2y2, . . . , xnyn}, |x| = max{|x1|, . . . , |xn|}.
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В этом случае кольцо E(T , Rt) называется прямой суммой колец Rt1 ,
Rt2 , . . . , Rtn и обозначается Rt1 +Rt2 + . . . +Rtn .

Если, в частности, все кольца Rt совпадают с фиксированным бана-
ховым кольцом R, то эта прямая сумма принимает вид R+R+ . . .+R.

Обобщение этого случая мы получим, если T — произвольное
топологическое пространство, а все кольца Rt по-прежнему совпада-
ют с фиксированным банаховым кольцом R; в этом случае простей-
шим примером кольца R(T , R) будет совокупность всех непрерывных
вектор-функций x = x(t) со значениями из R, ограниченных по норме.
Эту совокупность мы обозначим через C(T , R). Если, в частности, R
есть поле комплексных чисел, то C(T , R) совпадает с кольцом C(T )
всех ограниченных и непрерывных на T числовых функций; если же R
есть поле вещественных чисел, то C(T , R) совпадает с кольцом Cr(T )
всех вещественных ограниченных и непрерывных на T функций.

Пусть � — некоторое семейство числовых функций, определенных
на T . Кольцо R(T , Rt) называется замкнутым относительно умно-
жения на функции из � , если из {x(t)} ∈ R(T , Rt) и {α(t)} ∈ �

следует, что также {α(t)x(t)} ∈ R(T , Rt). В частности, можно говорить
о замкнутости кольца R(T , Rt) относительно умножения на функции
из C(T ) или на функции из Cr(T ).

Пусть S — произвольное множество в R(T , Rt). Совокупность
значений x(t0), принимаемых всеми функциями x = {x(t)} ∈ S в фик-
сированной точке t0 ∈ T , называется проекцией множества S на Rt0
и обозначается St0 ; очевидно,

St0 ⊂ Rt0 ,

причем в общем случае St0 может не совпадать с Rt0 . В частности,
проекция Rt0(T , Rt) кольца R(T , Rt) на Rt0 может не совпадать с Rt0 .

2. Идеалы в кольце вектор-функций.
Те о р ем а 1. Пусть T — хаусдорфово бикомпактное простран-

ство, в каждой точке которого задано банахово кольцо Rt, и пусть
кольцо R(T , Rt) удовлетворяет условиям:

1) Rt(T , Rt) = Rt для всех t ∈ T ;
2) для любой непрерывной вещественной числовой функции α(t)

и любого элемента x = {x(t)} кольца R(T , Rt) функция {α(t)x(t)}
принадлежит замкнутому идеалу в R(T , Rt), порожденному элемен-
том x.

Тогда всякий замкнутый (правый, левый, двусторонний) идеал
I в R(T , Rt) есть совокупность всех вектор-функций x = {x(t)} ∈
∈ R(T , Rt), удовлетворяющих условию

x(t) ∈ It для всех t ∈ T ,

где It — некоторые замкнутые (соответственно правые, левые,
двусторонние) собственные или несобственные идеалы в Rt.
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Док а з а т е л ь с т в о. Пусть I ′t — проекция идеала I на Rt; положим

It = I
′
t. Очевидно, It — замкнутый (собственный или несобственный)

идеал в Rt. Пусть y = {y(t)} — произвольный элемент из R(T , Rt),
удовлетворяющий условию

y(t) ∈ It для всех t ∈ T. (1)

Докажем, что y ∈ I. Так как It = I
′
t, то для всякого ε > 0 в I суще-

ствует функция xτ = {xτ (t)} такая, что |xτ (τ ) − y(τ )| < ε. По непре-
рывности мы имеем также |xτ (t) − y(t)| < ε в некоторой окрест-
ности U(τ ) точки τ . Среди окрестностей U(τ ) есть конечное чис-
ло U(τ1), . . . , U(τn), образующих покрытие пространства T . Пусть
α1(t), . . . , αn(t) — соответствующее разбиение единицы непрерывными
неотрицательными числовыми функциями (см. II п. 2 § 15); в силу
условия 2) {

n∑
k=1

αk(t)xτk
(t)

}
∈ I. (2)

С другой стороны,∣∣∣∣∣ n∑
j=1

αJ (t)xτj
(t) − y(t)

∣∣∣∣∣ < ε для всех t ∈ T. (3)

Действительно, пусть t — произвольная точка пространства T и пусть
она находится в окрестностях U(τ1), . . . , U(τk) и не находится
в окрестностях U(τk+1), . . . , U(τn). Тогда αk+1(t) = . . . = αn(t) = 0
и |xτj

(t) − y(t)| < ε, j = 1, . . . , k. Отсюда∣∣∣∣∣ n∑
j=1

αj(t)xτj
(t) − y(t)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ k∑
j=1

αj(t)[xτj
(t) − y(t)]

∣∣∣∣∣ �

�
k∑
j=1

αj(t)|xτj
(t) − y(t)| < ε

k∑
j=1

αj(t) = ε.

В силу замкнутости идеала I из (2) и (3) следует, что y ∈ I. С другой
стороны, каждый элемент y ∈ I удовлетворяет условию (1), ибо y(t) ∈
∈ I ′t ⊂ It. Тем самым теорема полностью доказана.

С л ед с т в и е. Пусть T и Rt — те же, что и в теореме 1. Тогда:
1). Всякий максимальный замкнутый (правый, левый, двусторон-

ний) идеал в R(T , Rt) состоит из всех элементов x = {x(t)} кольца
R(T , Rt), значения которых в фиксированной точке t0 принадле-
жат некоторому фиксированному максимальному замкнутому (со-
ответственно правому, левому, двустороннему) идеалу кольца Rt0 .

2). Если каждое из колец Rt — простое, то всякий замкну-
тый двусторонний идеал в R(T , Rt) состоит из всех элементов
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x = {x(t)} кольца R(T , Rt), равных нулю на некотором замкнутом
подмножестве в T .

При дополнительных предположениях относительно колец Rt усло-
вие 2) теоремы 1 можно ослабить; именно, имеет место следующее
предложение.

I. Пусть T — хаусдорфово бикомпактное пространство и пусть
выполнены условия:

1) Rt(T , Rt) = Rt для всех t ∈ T ;
2) y ∈ yRt для каждого t ∈ T и каждого y ∈ Rt;
3) R(T , Rt) замкнуто относительно умножения на функции из
Cr(T ).

Тогда для любого x = {x(t)} ∈ R(T , Rt) и любой непрерывной
вещественной числовой функции α(t) элемент {α(t)x(t)} принадле-
жит замкнутому идеалу Ix в R(T , Rt), порожденному элементом
x = {x(t)}.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть x = {x(t)} ∈ R(T , Rt) и ε > 0. В силу
условий 1), 2) для каждого τ ∈ T существует элемент yτ = {yτ (t)} ∈
∈ R(T , Rt) такой, что |x(τ ) yτ (τ ) − x(τ )| < ε. По непрерывности так-
же |x(t) yτ (t) − x(t)| < ε в некоторой окрестности U(τ ). Выберем ко-
нечное покрытие U(τ1), . . . , U(τn) пространства T и соответствую-
щее разбиение единицы непрерывными неотрицательными функциями

β1(t), . . . , βn(t) и положим z(t) = α(t)
n∑
j=1

βj(t) yτj
(t). По условию 3)

z = {z(t)} ∈ R(T , Rt). Повторяя рассуждение, проведенное в доказа-
тельстве теоремы 1, заключаем, что∣∣∣∣∣ n∑

j=1

βj(t) ητj
(t)x(t) − x(t)

∣∣∣∣∣ < ε для всех t ∈ T ,

и потому
sup
t∈T

|z(t)x(t) − α(t)x(t)| < ε sup
t∈T

|α(t)|. (4)

Так как {z(t)x(t)} ∈ Ix, то из (4) следует, что {α(t)x(t)} ∈ Ix, чем
и завершается доказательство.

Отметим, что условие 2 предложения I, очевидно, выполняется,
если каждое из колец Rt содержит единицу.

Комбинируя предложение I с теоремой 1, приходим к следующему
результату.

II. Пусть T — бикомпактное хаусдорфово пространство, а R —
банахово кольцо, такое, что z ∈ zR для каждого z ∈ R. Тогда всякий
замкнутый идеал I в C(T , R) есть совокупность всех непрерывных
вектор-функций x = {x(t)}, удовлетворяющих условию

x(t) ∈ It для всех t ∈ T ,

где It — замкнутые (собственные или несобственные) идеалы в R.
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З а м е ч а н и е. В предложении II бикомпактное пространство T
можно заменить локально бикомпактным пространством, а кольцо
C(T , R) — кольцом C∞(T , T ) всех непрерывных вектор-функций
x = x(t) со значениями из R, равных нулю на бесконечности. Дей-
ствительно, пусть T ′ — бикомпактное расширение пространства T ,
полученное путем присоединения бесконечно удаленной точки. Тогда
C∞(T , R) можно рассматривать как некоторое кольцо R(T ′, Rt), в ко-
тором Rt = R при t ∈ T и R∞ = (0).

3. Теоремы о принадлежности вектор-функции кольцу. Вектор-
функция y = {y(t)} называется локально принадлежащей кольцу
R(T , Rt) в точке τ ∈ T , если существуют вектор-функция {xτ (t)} ∈
∈ R(T , Rt) и окрестность U(τ ) такие, что

y(t) = xτ (t) для всех t ∈ U(τ ).

Вектор-функция y = {y(t)} называется локально принадлежащей
кольцу R(T , Rt), если она локально принадлежит этому кольцу во всех
точках τ ∈ T .

Повторяя рассуждение, проведенное в доказательстве теоремы 1
п. 2 § 15, заключаем:

Те о р ем а 2. Пусть T — бикомпактное хаусдорфово простран-
ство и R(T , Rt) замкнуто относительно умножения на все непре-
рывные вещественные функции α(t) со значениями из отрезка [0, 1].
Тогда всякая вектор-функция y = {y(t)}, локально принадлежащая
кольцу C(T , Rt), содержится в этом кольце.

Вектор-функция y = {y(t)}, y(t) = Rt, называется непрерывной от-
носительно кольца R(T , Rt), если для любой функции x = {x(t)} из
R(T , Rt) числовая функция |y(t) − x(t)| непрерывна. Если, например,
все кольца Rt совпадают с фиксированным кольцом R и R(T , R) есть
подкольцо в C(T , R), то всякая непрерывная на T вектор-функция
y = {y(t)}, y(t) ∈ R, непрерывна также относительно R(T , R).

Те о р ем а 3. Пусть T — бикомпактное хаусдорфово простран-
ство и кольцо R(T , Rt) удовлетворяет условиям:

1) Rt(T , Rt) = Rt для всех t ∈ T ;
2) R(T , Rt) замкнуто относительно умножения на все непрерыв-

ные на T числовые функции со значениями из [ 0, 1].
Тогда всякая непрерывная относительно R(T , Rt) вектор-

функция y = {y(t)} содержится в R(T , Rt).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть y = {y(t)} непрерывна относитель-
но R(T , Rt). В силу условия 1) для каждого τ ∈ T существует
вектор-функция xτ = {xτ (t)} ∈ R(T , Rt) такая, что xτ (τ ) = y(τ ).
По непрерывности тогда |y(t) − xτ (t)| < ε в некоторой окрестности
U(τ ). Выберем конечное покрытие U(τ1), . . . , U(τn) пространства T
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и соответствующее разбиение единицы непрерывными неотрицатель-
ными функциями α1(t), . . . , αn(t). Повторяя рассуждение, проведенное
в доказательстве теоремы 1 п. 2, заключаем, что∣∣∣y(t) − n∑

k=1

αk(t)xτk
(t)
∣∣∣ < ε для всех t ∈ T. (1)

Так как по условию 2) вектор-функция

{
n∑
k=1

αk(t)xτk
(t)

}
принадлежит

кольцу R(T , Rt), а это кольцо полно, то из (1) вытекает, что {y(t)}
также принадлежит кольцу R(T , Rt).

Если, в частности, Rt = R и R(T , Rt) ⊂ C(T , R), то мы приходим
к следующему результату.

С л ед с т в и е. Пусть T — бикомпактное хаусдорфово простран-
ство и R — замкнутое подкольцо кольца C(T , R), удовлетворяющее
условиям:

1) Rt = R для всех t ∈ T ;
2) R замкнуто относительно умножения на все непрерывные

на T числовые функции со значениями из [0, 1].
Тогда R = C(T , R).

4. Случай вполне регулярных колец. Рассмотрим теперь тот
случай, когда каждое из колец Rt симметрично. Кольцо R(T , Rt)
называется тогда симметричным, если из {x(t)} ∈ R(T , Rt) следует,
что также {[x(t)]∗} ∈ R(T , Rt). Если R(T , Rt) — симметричное кольцо,
то, полагая x∗ = {[x(t)]∗} при x = {x(t)}, мы определим в этом коль-
це инволюцию; очевидно, все аксиомы инволюции будут выполнены
и имеет место

I. Если каждое из колец Rt вполне регулярно, то симметричное
кольцо R(T , Rt) также вполне регулярно.

Напомним теперь следующий результат. Пусть R — полное вполне
регулярное кольцо с единицей и x — эрмитов элемент кольца R.
Тогда для любой функции f(λ), непрерывной на спектре элемента x,
существует элемент f(x) ∈ R; этот элемент f(x) есть предел по норме
последовательности pn(x), где {pn(λ)} — произвольная последователь-
ность многочленов, равномерно сходящаяся к f(λ) на спектре элемента
x. Если, в частности, f(0) = 0, то f(x) принадлежит замкнутому
(правому, левому, двустороннему) идеалу, содержащему x. Действи-
тельно, достаточно применить следствие 6 п. 2 § 16 к банахову кольцу
с единицей, порожденной элементом x, и заметить, что при f(0) = 0
можно считать также pn(0) = 0.

В нижеследующих предложениях II, III R — полное вполне регу-
лярное кольцо с единицей.

II. Если I — замкнутый симметричный двусторонний идеал в R
и x̂ — образ эрмитова элемента x кольца R при естественном
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гомоморфизме R → R/I, то для любой функции f(λ), непрерывной
на спектре элемента x,

f(x̂) = [f(x)]̂. (1)

Действительно, для любого многочлена p(λ), p(x̂) = [p(x)]̂; пе-
реходя к пределу, учитывая, что спектр x̂ содержится в спектре x,
и пользуясь непрерывностью гомоморфизма R → R/I, получим (1).

III. Пусть {Iα} — множество замкнутых симметричных дву-
сторонних идеалов кольца R, пересечение которых = (0), и пусть
xα — образ эрмитова элемента x кольца R при естественном
гомоморфизме R → R/Iα. Если спектр каждого из элементов xα
неотрицателен, то спектр элемента x также неотрицателен.

До к а з а т е л ь с т в о. Положим

f(λ) =

{
0 при λ � 0,

− λ при λ < 0,

ϕ(λ) =

{
λ при λ > 0,

0 при λ � 0.

Тогда спектр каждого из элементов f(x), ϕ(x) неотрицателен и x =
= ϕ(x) − f(x). По условию

f(x)α = f(xα) = 0;

следовательно, f(x) принадлежит всем Iα и потому f(x) = 0. Но тогда
x = ϕ(x) − f(x) = ϕ(x), так что спектр элемента x неотрицателен.

IV. Пусть Rt — полные вполне регулярные кольца с единицей
и пусть кольцо R(T , Rt) симметрично и содержит единицу. Тогда
для любой функции f(λ), непрерывной на спектре эрмитова элемен-
та x = {x(t)} ∈ R(T , Rt),

f(x) = {f(x(t))},
и если спектр x(t) неотрицателен для каждого t ∈ T , то спектр
элемента x также неотрицателен.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть It — совокупность всех элементов
кольца R(T , Rt), обращающихся в нуль в точке t. Тогда It — замкну-
тый симметричный двусторонний идеал в R(T , Rt),) и пересечение
всех It равно (0); следовательно, достаточно применить к рассматрива-
емому случаю предложения II и III.

V. Пусть кольцо R(T , Rt) — то же, что и в предложении IV,
и x = {x(t)} — эрмитов элемент этого кольца. Тогда для каждого
τ ∈ T и каждого ε > 0 существует окрестность U(τ ) такая, что
при t ∈ U(τ ) спектр элемента x(t) находится в ε-окрестности
спектра элемента x(τ ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через St спектр элемента x(t)
и через U — ε-окрестность множества Sτ . Пусть f(λ) — непрерывная
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функция, равная нулю на Sτ и единице вне U . Тогда f(x(τ )) = 0 и по
непрерывности |f(x(t))| < 1 в некоторой окрестности U(τ ). Но тогда
при t ∈ U(τ ) весь спектр элемента f(x(t)) находится в интервале
(−1, 1), и потому St находится в U . Действительно, если бы некоторая
точка λ0 из St находилась вне U , то спектр f(x(t)) содержал бы точку
f(λ0) = 1, что невозможно.

З а м е ч а н и е 1. В доказательстве была использована непрерыв-
ность функций из кольца R(T , Rt) [именно, функции f(x(t))] лишь
в тех точках t0, где x(t0) = 0. Следовательно, утверждение предло-
жения V остается справедливым при более слабом предположении
о непрерывности функций x(t) лишь в тех точках t0, где x(t0) = 0.

Те о р е м а 4. Пусть симметричное кольцо R(T , Rt) с единицей
удовлетворяет условиям:

1) T — бикомпактное хаусдорфово пространство;
2) каждое Rt полно и вполне регулярно;
3) для любых различных t1, t2 ∈ T в кольце R(T , Rt) существует

вектор-функция x = {x(t)} такая, что 1) x(t1) = 0, x(t2) = e.
Тогда R(T , Rt) содержит все вектор-функции {α(t) e}, где α(t) —

непрерывная на T числовая функция.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть t1, t2 ∈ T и t1 �= t2; по условию,
в R(T , Rt) существует функция x = {x(t)} такая, что x(t1) = 0,
x(t2) = e. Положив y = x∗x, получим эрмитову вектор-функцию
y = {y(t)}, для которой также y(t1) = 0, y(t2) = e. Отсюда |y(t)| < ε
в некоторой окрестности U(t1). Пусть f(λ) — непрерывная веществен-
ная функция, равная нулю в окрестности |λ| < ε точки λ = 0 и единице
при λ = 1. Тогда z = f(y) есть эрмитова вектор-функция из кольца
R(T , Rt), равная нулю в окрестности U(t1) и e в точке t2.

Рассмотрим теперь замкнутое множество F ⊂ T и точку t2 /∈ F .
Всилу только что сказанного для любой точки τ ∈ F в кольце R(T , Rt)
существует вектор-функция zτ = {zτ (t)}, равная единице в t2 и нулю
в некоторой окрестности U(τ ). Среди этих окрестностей есть конечное
число U(τ1), . . . , U(τn), образующее покрытие множества F . Положив
z = (zτ1zτ2 . . . zτn

)∗(zτ1zτ2 . . . zτn
), получим эрмитову вектор-функцию

z = {z(t)} из кольца R(T , Rt), равную нулю на F и единице в t2.
Пусть теперь F1 и F2 — непересекающиеся замкнутые множе-

ства. В силу доказанного выше для каждой точки τ ∈ F2 в кольце
R(T , Rt) существует эрмитова вектор-функция zτ = {ζτ (t)}, равная
нулю на F1 и единице в точке τ . Положив hτ = e − zτ , получим
эрмитову вектор-функцию hτ = {hτ (t)} из кольца R(T , Rt), равную
единице на F1 и нулю в точке τ . Тогда |hτ (t)| < ε в некоторой

1) Мы условимся обозначать одним и тем же символом e единицу в каждом
кольце Rt; это никогда не приведет к недоразумению.
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окрестности U(τ ), и потому элемент gτ = f(hτ ) (где f(λ) — та же
функция, что и выше) есть эрмитова вектор-функция gτ = {gτ (t)}
из кольца R(T , Rτ ), равная единице на F и нулю в U(τ ). Выби-
рая конечное покрытие U(τ1), . . . , U(τn) множества F2 и положив
g = (gτ1gτ2 . . . gτn

)∗(gτ1gτ2 . . . gτn
), получим эрмитову вектор-функцию

g = {g (t)} из кольца R(T , Rt), равную единице на F1 и нулю на F2.

Итак, для любых двух непересекающихся замкнутых множеств
F1, F2 из T в кольце R(T , Rt) существует эрмитова вектор-функция
g = {g (t)}, равная единице на F1 и нулю на F2.

Пусть теперь α(t) — произвольная непрерывная на T числовая
функция и ε > 0. Каждой точке τ ∈ T отвечает окрестность U(τ ),
в которой колебание функции α(t) меньше ε. В силу нормальности
пространства T окрестность U(τ ) содержит окрестность V (τ ) такую,

что V (τ ) ⊂ U(τ ).
Пусть V (τ1), . . . , V (τn) — покрытие пространства T ; так как V (τj)

и T − U(τj) — непересекающиеся замкнутые множества, то в кольце
R(T , Rt) существует эрмитова вектор-функция gj = {gj(t)}, равная

единице на V (τj) и нулю на T − U(τj). Положим k =
n∑
j=1

g ∗
j gj ; тогда

k = {k(t)} есть эрмитова вектор-функция из кольца R(T , Rt), причем
при каждом t ∈ T спектр элемента k(t) − e неотрицателен. В силу IV
отсюда заключаем, что спектр k− e неотрицателен и потому в R(T , Rt)

существует элемент q = k−
1
2 . Положив q = k−

1
2 g ∗
j gjk

−
1
2 , мы получим

эрмитовы элементы qj кольца R(T , Rt) с неотрицательным спектром,
удовлетворяющие условиям

n∑
j=1

qj = e, qj(t) = 0 вне U(τj). (2)

Пусть теперь αj — одно из значений, принимаемых функцией α(t)
в U(τj). Докажем, что

∣∣∣α(t) e−
n∑
j=1

αjqj(t)
∣∣∣ < ε для всех t ∈ T ;

в силу полноты кольца R(T , Rt) и произвольности числа ε > 0 отсюда
будет следовать, что α(t) e ∈ R(T , Rt), и теорема будет доказана.

Предположим, что фиксированная точка t принадлежит U(τ1), . . .
. . . , U(τm) и не принадлежит U(τm+1), . . . , U(τn). Тогда

|α(t) − α|j| < ε при j = 1, . . . , m; qj(t) = 0 при j > m. (3)



404 Гл. V. Некоторые специальные кольца

Далее, qj(t) можно рассматривать как неотрицательный ограниченный
эрмитов оператор в некотором гильбертовом пространстве Ht (см. тео-
рему 5 п. 2 § 24). В силу (2) и (3) для любого ξ ∈ Ht∣∣∣((α(t) e−

n∑
j=1

αjqj(t)
)
ξ, ξ

)∣∣∣ =
∣∣∣((α(t) e−

m∑
j=1

αjqj(t)
)
ξ, ξ

)∣∣∣ =

=
∣∣∣ m∑
j=1

[α(t) − αj ](qj(t) ξ, ξ)
∣∣∣ �

m∑
j=1

|α(t) − αj |(qj(t) ξ, ξ) <

< ε
(( m∑

j=1

qj(t)
)
ξ, ξ

)
= ε(ξ, ξ) = ε|ξ|2

и, следовательно, ∣∣∣α(t) e−
m∑
j=1

αjqj(t)
∣∣∣ � ε.

З а м е ч а н и е 2. В доказательстве теоремы 4 было использовано
лишь ослабленное условие непрерывности нормы функции |x(t)|, где
{x(t)} ∈ R(T , Rt), состоящее в следующем: если x(t0) = 0 в некоторой
точке t0 ∈ T , то для любого ε > 0 существует окрестность U(t0), в ко-
торой |x(t)| < ε. Поэтому утверждение теоремы остается справедливым
и в том случае, когда все функции кольца R(T , Rt) удовлетворяют
лишь этому ослабленному условию непрерывности (разумеется, при
соблюдении всех остальных условий этой теоремы).

З а м е ч а н и е 3. Условия теоремы 4 можно изменить следующим
образом.

Пусть:
1) T — бикомпактное хаусдорфово пространство;
2) для всех точек t ∈ T , кроме фиксированной точки t0, кольцо

Rt полно и вполне регулярно, а Rt0 = (0);
3) для любых двух точек t1, t2 (t1 �= t2, t2 �= t0) в R(T , Rt) су-

ществует вектор-функция y = {x(t)} такая, что x(t1) = 0,
x(t2) = e;

4) все вектор-функции кольца R(T , Rt) удовлетворяют ослаб-
ленному условию непрерывности и, кроме того, таковы, что
если x(τ ) = e в некоторой точке τ ∈ T , то для всякого ε > 0
существует окрестность U(τ ), в которой |x(t) − e| < ε.

Тогда кольцо R(T , Rt) содержит все вектор-функции {α(t) e},
где α(t) — непрерывная на T числовая функция, равная нулю в точ-
ке t0.

Действительно, присоединив к R(T , Rt) единицу e = {e}, мы полу-
чим кольцо R′(T , Rt), где R′

t = Rt при t �= t0, а R
′
t0

есть кольцо скаля-
ров. R′(T , R′

t) будет удовлетворять всем условиям теоремы 4, причем
ослабленная непрерывность нормы любой вектор-функции x = {x(t)}
из R′(T , R′

t) следует из условия 4. Поэтому R′(T , R′
t) содержит все
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функции {α(t) e}, где α(t) — произвольная непрерывная на T числовая
функция. Так как R′(T , R′

t) получается из R(T , Rt) присоединением
единицы, то отсюда заключаем, что R(T , Rt) содержит все функции
{α(t)e}, где α(t) — непрерывная на T числовая функция, равная нулю
в точке t0. Пусть теперь T ′ — локально бикомпактное пространство,
полученное из T удалением точки t0; наше кольцо R(T , Rt) можно
тогда рассматривать как кольцо R(T ′, Rt), все вектор-функции кото-
рого обращаются в нуль на бесконечности. Таким образом, мы можем
также считать T локально бикомпактным пространством, а t0 — его
бесконечно удаленной точкой.

Те о р ем а 5. Пусть симметричное кольцо R(T , Rt) удовлетворя-
ет условиям:

1) T — бикомпактное хаусдорфово пространство;
2) каждое Rt есть банахово симметричное кольцо, состоящее

из вполне непрерывных операторов в некотором гильбертовом
пространстве Ht;

3) для любых двух различных точек t1, t2 ∈ T и любых элементов
x1 ∈ Rt1 , x2 ∈ Rt2 в кольце R(T , Rt) существует функция x =
= {x(t)}, принимающая значения x1, x2 в точках t1, t2.

Тогда кольцо R(T , Rt) замкнуто относительно умножения на
функции из Cr(T ).

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть x0 = {x0(t)} ∈ R(T , Rt) и α(t) ∈ Cr(T );
требуется доказать, что {α(t)x0(t)} ∈ R(T , Rt). Положим y = x∗0x0
и рассмотрим y(t0) при фиксированной точке t0 ∈ T . По условию,
y(t0) — вполне непрерывный и притом положительно определенный
оператор в некотором гильбертовом пространстве Ht0 . Следовательно,
спектр y(t0) состоит из точки 0 и конечного или счетного числа
положительных собственных значений, не имеющих отличной от нуля
предельной точки.

Рассмотрим сначала случай бесконечного множества различных
собственных значений; они образуют убывающую последовательность
λ1, λ2, λ3, . . ., сходящуюся к нулю. Тогда при заданном ε > 0 существу-
ет λr < ε. Выберем два числа β и γ таких, что λr > β > γ > λr+1, и обо-
значим через f(λ) непрерывную числовую функцию, равную единице
при λ � β, нулю при λ � γ и линейную в интервале [γ, β]. Положим p =
= f(y); тогда p = {p(t)} ∈ R(T , Rt) и p(t0) есть оператор проектирова-
ния в Ht0 . Кроме того, спектр эрмитова оператора y(t0) − p(t0) y(t0) на-
ходится в интервале [0, ε], и потому |y(t0) − p(t0) y(t0)| < ε. По непре-
рывности мы имеем также |y(t)− p(t) y(t)| < ε в некоторой окрестности
U1(t0).

Далее, в силу V существует окрестность U2(t0), для всех точек t
которой спектр оператора y(t) находится вне [γ, β], и потому p(t) явля-
ется оператором проектирования. Пусть U(t0) — окрестность точки t0,
замыкание которой содержится в U1(t0) ∩ U2(t). Тогда p(t) — оператор
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проектирования и

|y(t) − p(t) y(t)| < ε для всех t ∈ U(t0). (4)

Докажем, что это обстоятельство имеет также место в случае опе-
ратора y(t0) с только конечным числом положительных собственных
значений. Пусть λ0 — наименьшее из этих положительных собствен-
ных значений; выберем два числа β, γ таких, что 0 < γ < β < λ0,
и определим непрерывную функцию f(λ), как выше. Положив сно-
ва p = f(y), мы получим, что y(t0) − p(t0) y(t0) = 0. Повторяя далее
предыдущие рассуждения, мы снова придем к (4).

Покажем теперь, что в пределах U(t0) возможно умножение вектор-
функции {p(t)} на любую непрерывную вещественную функцию α(t),
точнее, для любой такой функции α(t) в кольце R(T , Rt) существует

вектор-функция z = {z(t)} такая, что z(t) = α(t) p(t) для всех t ∈ U(t0).
Для этой цели обозначим через R1 совокупность всех вектор-функций
x = {x(t)} из R(T , Rt), удовлетворяющих условию

p(t)x(t) = x(t) p(t) = x(t) для всех t ∈ U(t0). (5)

Очевидно, R1 — банахово подкольцо кольца R(T , Rt). Далее, обозна-
чим через R1̂ совокупность всех вектор-функций x = {x(t)} из R1,

рассматриваемых только на U(t0). Отображение x → x̂ , которое
каждой функции x = {x(t)} из R1, ставит в соответствие ее суже-

ние x̂ = {x̂(t)} на U(t0), есть симметричный гомоморфизм полного
вполне регулярного кольца R1 на вполне регулярное кольцо R1̂ ; сле-
довательно, R1̂ полно (см. следствие в п. 3 § 24). С другой стороны,

R1̂ есть кольцо вида R((U(t0), R
′
t), где R′

t есть совокупность всех
элементов x кольца Rt, удовлетворяющих условию xp(t) = p(t)x = x(t).
Отсюда и из условия 3 заключаем, что Râ удовлетворяет всем условиям
теоремы 4, причем p(t) есть единица в R′

t, а p есть единица в R1̂.
На основании теоремы 4 кольцо R1̂ содержит функцию {α(t) p(t)}; это
означает, что в R(T , Rt) есть вектор-функция z = {z(t)}, совпадающая
с α(t)p(t) в U(t0).

Изменим теперь функцию z = {z(t)} таким образом, чтобы она ста-

ла равной нулю вне U(t0). Пусть τ /∈ U(t0) и t1 ∈ U(t0); по построению,
спектр оператора p(τ ) состоит из конечного числа положительных соб-
ственных значений конечных кратностей. Пусть q0 — оператор проек-
тирования на прямую сумму собственных подпространств, отвечающих
этим собственным значениям; так как q0 конечномерен, то он вполне
непрерывен и, кроме того, p(τ ) q0 = q0p(τ ) = p(τ ), q0 ∈ Rτ . В силу
условия 3 в R(T , Rt) существует эрмитов элемент q = {q(t)} такой,
что q(t1) = 0, q(τ ) = q0. Пусть ϕ(λ) — вещественная непрерывная
функция, равная нулю в окрестности точки λ = 0 и единице в точке
λ = 1. Положив k = ϕ(q), мы получим вектор-функцию k = {k(t)} из
R(T , Rt), равную нулю в некоторой окрестности U(t1) и q0 в точке τ .
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Пусть V (t0) — окрестность точки t0, такая, что V (t0) ⊂ U(t0). Проводя

предыдущее построение для каждой точки t1 ∈ V (t0), выделяя затем
конечное покрытие множества V (t0) соответствующими окрестностя-
ми U(t1) и перемножая соответствующие вектор-функции k = {k(t)},
мы получим вектор-функцию k̃ = {k̃(t)}, равную нулю на V (t0) и q0
в точке τ . Положим p̃ = p− kp; тогда p̃ = p̃{p̃(t)} есть вектор-функция
из R(T , Rt), равная p(t) при t ∈ V (t0) и нулю в точке τ . Положив
далее, v = p̃∗p̃, мы получим эрмитову вектор-функцию v = {v(t)},
обладающую тем же свойством. Рассматривая затем ϕ(v), где ϕ(λ) —
та же функция, что и выше, и применяя предыдущее рассуждение к v
и T − U(t0) вместо k и V (t0), мы получим эрмитову вектор-функцию

h = {h(t)} из кольца R(T , Rt), равную p(t) в V (t0) и нулю в T − U(t0).

Пусть теперь β(t) — произвольная вещественная непрерывная на T
функция, равная нулю вне V (t0). По доказанному выше, кольцо
R(T , Rt) содержит вектор-функцию, равную β(t) p(t) в U(t0); умножив
эту вектор-функцию на h = {h(t)}, мы получим вектор-функцию из
кольца R(T , Rt), всюду в T равную {β(t) p(t)}. Другими словами,
{β(t) p(t)} ∈ R(T , Rt) для любой непрерывной на T вещественной
функции β(t), равной нулю вне V (t0).

Построим теперь вектор-функцию p = {p(t)} и соответствующую
окрестность V (t0) для каждой точки t0 ∈ T . Выберем из этих окрестно-
стей конечное покрытие V (t1), . . . , V (tn) и обозначим через p1, . . . , pn
соответствующие вектор-функции p. Пусть β1(t), . . . , βn(t) — разбие-
ние единицы непрерывными вещественными функциями, отвечающее
покрытию V (t1), . . . , V (tn). Тогда R(T , Rt) содержит вектор-функции

gk = {α(t) βk(t)x0(t) pk(t)}, k = 1, 2, . . . , n.

Положим g = g1 + . . . + gn. Тогда g ∈ R(T , Rt) и

g (t) − α(t)x0(t) =
n∑
k=1

[gk(t) − α(t) βk(t)x0(t)] =

=
n∑
k=1

α(t) βk(t)x0(t)[pk(t) − e];

отсюда 1)

[g (t) − α(t)x0(t)]
∗[g (t) − α(t)x0(t)] =

= |α(t)|2
n∑

j,k=1

βk(t) βj(t)[pk(t) − e]y(t)[pj(t) − e]. (6)

1) Напомним, что y = x∗

0x0.
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Но в силу (4)∣∣[y(t)] 12 [pj(t) − e]
∣∣2 = |y(t) − y(t) pj(t)| < ε в V (tj)

и, значит,

βj(t)
∣∣[y(t)] 12 [pj(t) − e]

∣∣ � βj(t)
√
ε во всем T.

Поэтому из (6) заключаем, что

|g (t) − α(t)x0(t)|2 � sup
t∈T

|α(t)| ·
n∑

k, j=1

εβk(t) βj(t) = sup
t∈T

|α(t)| · ε.

В силу полноты кольца R(T , Rt), это означает, что {α(t)x0(t)} ∈
∈ R(T , Rt), и теорема доказана.

З а м е ч а н и е 4. В теореме 5 пространство T можно считать ло-
кально бикомпактным. Действительно, этот случай сводится к рас-
смотренному в теореме 5 присоединением к пространству T бесконечно
удаленной точки ∞ и к кольцам Rt — кольца R∞ = (0).

Комбинируя теперь теоремы 4 и 5 с теоремой 3, мы приходим
к следующему результату, являющемуся некоммутативным обобщени-
ем теоремы Стоуна (см. теорему 1 п. 10 § 2).

Те о р е м а 6. Пусть T — локально бикомпактное хаусдорфово
пространство, а R — полное вполне регулярное кольцо, которое
либо содержит единицу, либо состоит из вполне непрерывных опе-
раторов в некотором гильбертовом пространстве. Пусть, далее,
R∞(T , R) — кольцо всех вектор-функций x = {x(t)} со значениями
из R, непрерывных на T и стремящихся к нулю на бесконечности.
Если тогда R1 — замкнутое симметричное подкольцо в R∞(T , R),
вектор-функции которого принимают любые значения из R в лю-
бых двух различных точках t1, t2 ∈ T , то R1 совпадает с R∞(T , R).

Глимм [1] получил следующее обобщение теоремы Стоуна на
некоммутативные кольца: если R — полное вполне регулярное кольцо
с единицей, R1 — замкнутое подкольцо в R, Q — слабое замыкание
множества всех неразложимых нормированных положительных функ-
ционалов на R и если для каждых f1, f2 ∈ Q, f1 �= f2, в R1 существует
такой элемент x, что f1(x0) �= f2(x0), то R1 = R. По поводу других
обобщений теоремы Стоуна см. Болус [1], Джеветт [1], Фаррел [1].

5. Континуальный аналог леммы Шура. Если каждое R1 есть
банахово симметричное кольцо операторов в некотором гильбертовом
пространстве Ht и R(T , Rt) — симметричное кольцо, то при любом
фиксированном t0 ∈ T соответствие x→ x(t0) есть представление коль-
ца R(T , Rt) в пространстве Ht0 . Результаты предыдущего параграфа
дают возможность перенести на такие представления лемму Шура,
причем на эти представления приходится накладывать ряд условий,
выполняющихся, впрочем, для представлений большого числа важных
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конкретных колец (см., например, по этому поводу Гельфанд и Най-
марк [7], с. 202 и Наймарк [7, 9]).

Предварительно докажем следующее предложение.
I. Пусть E(H) — кольцо всех вполне непрерывных операторов

в гильбертовом пространстве H. Тогда всякое замкнутое симмет-
ричное неприводимое подкольцо R кольца E(H) совпадает с E(H).

До к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через RP совокупность всех опе-
раторов проектирования P ∈ R. Очевидно, все операторы из RP ко-
нечномерны. Если H — эрмитов оператор и H ∈ R, то H имеет

вид H =
∞∑
k=1

λkPk. Взяв непрерывную функцию f(λ), равную единице

в точке λk0 и нулю во всех остальных точках λk, мы видим, что
Pk0 = f(H) ∈ R. Следовательно, R есть минимальное замкнутое коль-
цо, содержащее RP , и потому также RP — неприводимое множество.

Пусть теперь {eα} — фиксированная полная ортонормальная систе-
ма в H; обозначим через E′(H) совокупность всех операторов, матрица
‖aαβ‖ которых в этой ортонормальной системе удовлетворяет условию∑
α,β

|aαβ |2 < ∞, и положим R′ = R ∩ E′(H). Тогда R′ — гильбертово

кольцо, содержащее RP и потому неприводимое. Но всякое гильбер-
тово кольцо есть ортогональная сумма своих минимальных замкнутых
двусторонних идеалов; так как R′ неприводимо, то в этой сумме может
быть только один идеал, и потому R′ вполне изоморфно некоторому
матричному кольцу X(A) (см. п. 5 § 25). Этот изоморфизм X(A) → R′

можно рассматривать как неприводимое представление кольца X(A).
Но тогда из рассуждений, проведенных в доказательстве теоремы 2 п. 2
§ 22, вытекает, что R′, а значит и RP , содержит все операторы проек-
тирования на конечномерные подпространства, и потому R = E(H).

Те о р е м а 7. Пусть T — локально бикомпактное хаусдорфово
пространство, E — совокупность всех вполне непрерывных операто-
ров в фиксированном гильбертовом пространстве H, а R∞(T , E) —
совокупность всех вектор-функций со значениями из E, непрерыв-
ных на T и стремящихся к нулю на бесконечности. Пусть, далее,
R1 — замкнутое симметричное подкольцо в R∞(T , E), обладающее
следующими свойствами:

1) при каждом t0 ∈ T соответствие x→ x(t0) есть неприводимое
представление кольца R1;

2) при любых t1, t2 ∈ T , t1 �= t2, представления x→ x(t1), x→ x(t2)
не эквивалентны.

Тогда R1 = R∞(T , E).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу условия 1 R1t есть неприводимое
подкольцо в E; как образ полного вполне регулярного кольца R1 при
симметричном гомоморфизме, R1t замкнуто и потому совпадает с E

(см. I и следствие п. 3 § 24).
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Докажем, что для любых x1, x2 ∈ E и t1, t2 ∈ T , t1 �= t2, существует
вектор-функция x = x(t) ∈ R1 такая, что x(t1) = x1, x(t2) = x2. Утвер-
ждение теоремы будет тогда следовать из теоремы 6 п. 3. Обозначим
через I1 совокупность всех вектор-функций x = x(t) ∈ R1, удовлетво-
ряющих условию x(t1) = 0, и положим E1 = I1t2 . Тогда

E1 = E.

Действительно, в противном случае E1 есть замкнутый двусторонний
идеал в E и потому E = (0) (см. V п. 1 § 22). Это означает, что из
x(t1) = 0, x ∈ R1 следует, что также x(t2) = 0. Но тогда соответствие
x(t1) → x(t2) при x ∈ R1 однозначно и потому есть представление
кольца E, отличное от нулевого. На основании теоремы 2 п. 2 § 22
это представление эквивалентно тождественному представлению, т. е.
представлению x(t1) → x(t1). Это означает, что, вопреки условию 2,
представления x → x(t1) и x → x(t2) кольца R1 эквивалентны. Тем
самым равенство E1 = E доказано. Это равенство означает, что для
любого x2 ∈ E существует функция x2(t) ∈ R1 такая, что x2(t1) = 0,
x2(t2) = x2. Аналогично, существует функция x1(t) ∈ R1 такая, что
x1(t1) = x1, x1(t2) = 0. Тогда функция x(t) = x1(t) + x2(t) будет удо-
влетворять поставленным требованиям, и теорема доказана.

Пусть теперь H — сепарабельное гильбертово пространство, T —
локально бикомпактное хаусдорфово пространство, μ — мера на T .
При этом ради простоты изложения мы всюду в дальнейшем в этом
пункте будем предполагать, что бесконечно удаленная точка в T обла-
дает счетной базой окрестностей U1, U2, . . .; очевидно, отсюда следует,
что объединение счетного числа бикомпактных множеств Q1 = T − U1,
Q2 = T − U2, . . . есть все пространство T :

∞⋃
n=1

Qn = T. (1)

Можно заменить это условие более слабым условием, потребовав
лишь, чтобы T было объединением T = T0 ∪

⋃
α
Tα (может быть, несчет-

ного числа) непересекающихся локально нулевого множества T0 и сум-
мируемых множеств Tα таких, что всякое суммируемое множество
пересекается не более чем со счетным числом множеств Tα (см. п. 16
§ 6). Последующие результаты остаются при этом верными, если в них
термины «множество меры нуль» и «почти всюду» заменить терминами
«локально нулевое множество» и «локально почти всюду» (см. п. 9
§ 6). Мы предоставляем читателю в качестве полезного упражнения
перенесение на этот случай излагаемых ниже доказательств.

Вектор-функцию ξ = {ξ(t)}, t ∈ T , со значениями из H мы бу-
дем называть μ-измеримой (или просто измеримой), если при любом
η ∈ H числовая функция (ξ(t), η) μ-измерима. Если вектор-функции
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ξ = {ξ(t)} и η = {η(t)} μ-измеримы, то числовые функции (ξ(t), η(t)),
|ξ(t)| измеримы. Утверждение непосредственно следует из формул

(ξ(t), η(t)) =
∑
k

|(ξ(t), ek)|2, |ξ(t)| =
√

(ξ(t), ξ(t)), (1′)

где {ek} — полная ортонормальная система в H (см. IV, V и VII
п. 10 § 6). Обозначим через � совокупность всех μ-измеримых
вектор-функций ξ = {ξ(t)}, t ∈ T , со значениями из H, удовлетворяю-
щих условию 1)

∫
T

|ξ(t)|2 dμ <∞. Если положить

αξ = {αξ(t)}, ξ + η = {ξ(t) + η(t)}, (ξ, η) =
∫

T

(ξ(t), η(t)) dμ

при ξ = {ξ(t)}, η = {η(t)} ∈ � , то � станет гильбертовым простран-
ством; его полнота следует из полноты пространства L2 (см. п. 11 § 6).
Действительно, если положить ξk(t) = (ξ(t), ek), где ek — полная ор-
тонормальная система в H, то соответствие ξ(t) → φk(t) будет изомет-
рическим отображением пространства � на прямую сумму конечного
или счетного числа экземпляров пространства L2 (см. (1) и п. 6 § 5).
Это гильбертово пространство � называется прямым интегралом 2)

пространства H по мере μ и обозначается
∫
T

H dμ.

Если T дискретно и мера каждой точки равна единице, то, очевид-
но,

∫
T

H dμ совпадает с обычной прямой суммой
⊕
T

H|T | экземпляров

(где |T | — мощность множества T ) пространства H (см. п. 6 § 5).

Рассмотрим теперь операторную функцию A = {A(t)}, где A(t) —
оператор в H с областью определения H; операторная функция A =
= {A(t)} называется μ-измеримой, если:

1) она определена для всех t ∈ T , за возможным исключением мно-
жества μ-меры нуль;

2) для любой μ-измеримой вектор-функции ξ = {ξ(t)}
вектор-функция {A(t) ξ(t)} μ-измерима.

II. Если {A(t)} — μ-измеримая операторная функция, то |A(t)| —
μ-измеримая числовая функция.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть ξn — счетная плотная в H последова-

тельность. Тогда |A(t)| = sup
n

|A(t) ξn|
|ξn| и |A(t)| μ-измерима как верх-

няя грань последовательности μ-измеримых функций
|A(t) ξn|

|ξn| (см. VI

п. 10 § 6).

1) При этом две вектор-функции ξ(t), η(t) ∈ � не считаются различными,
если

∫
T

|ξ(t) − η(t)|2 dμ = 0.

2) Другое, более общее определение прямого интеграла см. ниже, в п. 1 § 41.
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III. Если {A(t)} — μ-измеримая операторная функция, то форму-
ла A{ξ(t)} = {A(t) ξ(t)} тогда и только тогда определяет ограни-
ченный оператор A в � , когда |A(t)| — существенно ограниченная
функция. В этом случае 1) |A| = ‖ |A(t)| ‖∞.

До к а з а т е л ь с т в о. Положим c = ‖ |A(t)| ‖∞; если c <∞, то

|Aξ|2 =
∫
|A(t) ξ(t)|2 dμ � c2

∫
|ξ(t)|2 dμ = c2|ξ|2.

Следовательно, A — ограниченный оператор и

|A| � c. (2)

Обратно, пусть A ограничен, и пусть ξn — счетная плотная в H

последовательность. Обозначим через Sn множество тех точек t, для
которых

|A(t) ξn| > |A||ξn|, (3)

а через S — множество всех тех точек t, для которых

|A(t)| > |A|. (4)

Тогда

S =
∞⋃
n=1

Sn. (5)

Действительно, если t /∈ S, т. е. неравенство (4) не имеет места, то

неравенство (3) не выполняется ни для одного n и потому t /∈
∞⋃
n=1

Sn.

Обратно, если t /∈
∞⋃
n=1

Sn, то |A(t) ξn| � |A||ξn| для всех n = 1, 2, 3, . . .,

и потому |A(t)| � |A|, ибо {ξn} плотно в H; это означает, что t /∈ S,
и (5) доказано.

Докажем, что каждое Sn есть множество μ-меры нуль; тогда из (5)
будет следовать, что также S есть множество μ-меры нуль, и потому

c � |A|. (6)

Пусть α(t) — характеристическая функция множества Sn и β(t) — про-
извольная μ-измеримая числовая функция, удовлетворяющая условию
0 <

∫
T

|β(t)|2 dμ <∞; тогда ξn(t) = β(t)α(t) ξn ∈ � и при μ(Sn) > 0

|A{ξn(t)}|2 =
∫

Sn

|A(t) ξn|2|β(t)|2 dμ > |A|2
∫

Sn

|ξn|2|β(t)|2 dμ. (7)

Но неравенство (7) противоречит определению нормы оператора A;
следовательно, μ(Sn) = 0, и (6) доказано. Комбинируя неравенства (2)
и (6), получаем |A| = c = ‖ |A(t)| ‖∞.

1) По поводу обозначения ‖x(t)‖∞ см. п. 13 § 6.
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IV. Всякий ограниченный оператор A в � =
∫
T

H dμ, перестано-

вочный со всеми операторами Lβ = {β(t) 1}, β(t) ∈ L∞(T ), имеет вид
A = {A(t)}, где {A(t)} — μ-измеримая существенно ограниченная
операторная функция.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть {en} — полная ортонормальная система
в H и αm(t) — характеристическая функция множества Qm в (1).
Положим

ξnm = {αm(t) en}, A∗ξnm = ηnm = {ηnm(t)}.
Тогда Lαm

ξnm = ξnm, и потому A∗ξnm = A∗Lαm
ξnm = Lαm

A∗ξnm, т. е.

ηnm(t) = αm(t) ηnm(t).

Далее, для произвольной вектор-функции ζ = {ζ(t)} ∈ � положим
Aζ = ζ ′ = {ζ ′(t)}. Тогда

(ζ, ηnm) = (ζ, A∗ξnm) = (Aζ, ξnm) = (ζ ′, ξnm),

т. е.
∫

T

(ζ(t), ηnm(t)) dμ =
∫

T

(ζ(t), ηnm(t))αm(t) dμ =
∫

T

(ζ ′(t), en)αm(t) dμ.

(8)

Определим оператор B(t) в H, положив B(t) en = ηnm(t) при t ∈ Qm
и распространив его затем линейно на конечные линейные комбинации
векторов en; тогда (8) перепишется в виде

∫

T

(ζ(t), B(t) en)αm(t) dμ =
∫

T

(ζ ′(t), en)αm(t) dμ. (9)

По условию, ALβ = LβA, и потому ALβζ = LβAζ = Lβζ
′; следователь-

но, в формуле (9) можно ζ(t) и ζ ′(t) заменить на β(t) ζ(t) и β(t) ζ ′(t).
Но тогда мы получим, что

∫

T

(ζ(t), B(t) en) β(t)αm(t) dμ =
∫

T

(ζ ′(t), en) β(t)αm(t) dμ

для всех β(t) ∈ L∞(T ) отсюда заключаем, что

(ζ(t), B(t) en) = (ζ ′(t), en) (10)

на Qm, за исключением множества Snm μ-меры нуль. Но тогда вне

множества Sm =
∞⋃
n=1

Snm также μ-меры нуль (10) будет выполняться

на Qm для всех n = 1, 2, 3, . . .; поэтому соотношение (10) имеет
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место при n = 1, 2, 3, . . . для каждого t ∈
∞⋃
m=1

(Qm − Sm) = T − S, где

S ⊂
∞⋃
m=1

Sm; следовательно, S также μ-меры нуль. Отсюда ζ(t) ∈ DB∗(t)

и B∗(t) ζ(t) = ζ ′(t) для каждого t ∈ T − S.

Полагая 1) A(t) = B∗(t), получим, что A|ζ(t)| = {A(t) ζ(t)} для всех
{ζ(t)} ∈H. В силу III {A(t)} — существенно ограниченная операторная
функция, и предложение IV доказано.

V. Каждый оператор Lβ , где β(t) ∈ L∞(T ), есть точка прикос-
новения в слабой операторной топологии 2) множества операто-
ров Lα, α(t) ∈ C∞(T ).

До к а з а т е л ь с т в о. Пространство L∞(T ) является сопряженным
к L1(T ) (п. 16 § 6), причем C∞(T ) плотно в L∞(T ) в слабой топологии;
действительно, если f(t) ∈ L1(T ), то равенство

∫
x(t)α(t) dμ = 0 для

всех α(t) ∈ C∞(T ) возможно лишь при x = 0 (см. II п. 11 § 3). Поэтому
для каждых β ∈ L∞(T ), xj(t) ∈ L1(T ), j = 1, . . . , n, и ε > 0 существует
такая функция α(t) ∈ C∞(T ), что∣∣∣∫ [β(t) − α(t)]xj(t) dμ

∣∣∣ < ε.

Положив здесь xj(t) = (yj(t), zj(t)), где yj , zj ∈ � , получим, что

|((Lβ − Lα) yj , zj)| =
∣∣∣∫ (β(t) − α(t))(yj(t), zj(t)) dμ

∣∣∣ < ε,

j = 1, . . . , n,

а это и означает, что Lβ — точка прикосновения в слабой операторной
топологии множества операторов Lα (см. аналогичное рассуждение
в сноске на с. 448).

VI. Если ограниченный оператор A в � перестановочен со всеми
операторами Lα, α ∈ C∞(T ), то он перестановочен также со всеми
операторами Lβ , β ∈ L∞(T ).

Утверждение непосредственно следует из V п. 1 § 8 и V.
Предположим теперь, что для каждого t ∈ T задано представление

x → Ax(t) банахова симметричного кольца R в пространстве H. Если
при каждом x ∈ R операторная функция Ax = {Ax(t)} μ-измерима

1) На первый взгляд может показаться, что можно было бы сразу положить
ζ′(t) = A(t) ζ(t). Дело, однако, в том, что в общем случае ζ′(t0) может зависеть
от в с е х значений вектор-функции {ζ(t)}, а не только от ее значения ζ(t0)
в данной точке t0 (см. п. 15 § 5, где аналогичное обстоятельство имеет ме-
сто для дискретного пространства T ). Формула B∗(t) ζ(t) = ζ′(t), доказанная
в тексте, показывает, что в случае оператора A, перестановочного со всеми
операторами Lβ , значение ζ′(t0) будет действительно зависеть только от ζ(t0)
и что при t /∈ S вектор B(t) en не зависит от выбора множества Qm, содержа-
щего t.

2) См. пример 2 п. 3 § 8.
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и существенно ограничена, то Ax есть оператор в � и соответствие
x → Ax есть представление кольца R в пространстве � . Оно на-
зывается прямым интегралом представлений x → Ax(t) по мере μ
и обозначается x→ ∫

T

Ax(t) dμ.

Те о р е м а 8 (к о н т и н у а л ь н ы й а н а л о г л е м м ы Шу р а).
Пусть представление x → Ax банахова симметричного кольца R
есть прямой интеграл x→ ∫

T

Ax(t) dμ представлений x→ Ax(t) это-

го кольца в сепарабельном гильбертовом пространстве H. Пусть,
кроме того, выполнены условия:

1) Ax(t) при каждом x ∈ R есть непрерывная, в смысле нормы
оператора, операторная функция на T , равная нулю на беско-
нечности;

2) при всех x ∈ R и t ∈ T оператор Ax(t) вполне непрерывен;
3) каждое представление x→ Ax(t) неприводимо;
4) при любых t1, t2 ∈ T , t1 �= t2, представления x → Ax(t1), x →

→ Ax(t2) не эквивалентны.
Тогда всякий ограниченный оператор B в � =

∫
T

H dμ, переста-

новочный со всеми операторами Ax, x ∈ R, имеет вид B = {β(t) 1},
где β(t) ∈ L∞(T ).

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть R1 — образ кольца R при отображении

x → Ax и R1 — замыкание R1 в R∞(T , E), тогда R1 — банахово
симметричное подкольцо в R∞(T , E), удовлетворяющее условиям 1)–2)
теоремы 7. Поэтому R1 = R∞(T , E). Следовательно, оператор B пере-
становочен со всеми операторами из R∞(T , E).

Пусть {ϕn} — полная ортонормальная система в H и Pn —
оператор проектирования в H на подпространство, натянутое на
ϕ1, . . . , ϕn. Определим оператор Pn в � , полагая Pnξ = {Pnξ(t)}
для ξ = {ξ(t)} ∈ � . Легко видеть, что Pn — оператор проектиро-
вания в � и что Pnξ → ξ по норме в � при n → ∞. Так как
LβPn = {β(t)Pn} ∈ R∞(T , E), то B перестановочен со всеми операто-
рами LβPn, т. е. BLβPn = LβPnB. Переходя к пределу при n → ∞,
получим, что B перестановочен со всеми операторами Lβ = {β(t) 1},
β(t) ∈ C∞(T ).

На основании IV и VI отсюда заключаем, что B = {B(t)}, где
B(t) — существенно ограниченная измеримая операторная функция
со значениями из E. Перестановочность оператора B с операторами
A = {A(t)} ∈ R∞(T , E) означает, что

A(t)B(t) = B(t)A(t) (11)

для почти всех t.



416 Гл. V. Некоторые специальные кольца

Пусть A(pq) — оператор в H, матрица ‖a(pq)
jk ‖ которого в фиксиро-

ванной полной ортонормальной системе имеет вид

a
(pq)
jk =

{
0 при j �= p или k �= q,

1 при j = p и k = q.
(12)

Очевидно, A(pq) ∈ E и всякий оператор из E есть предел, в смысле
нормы оператора, конечных линейных комбинаций операторов A(pq).
Применим (11) к принадлежащей R∞(T , E) операторной функции

A(t) = αn(t)A(pq) для всех t ∈ T ,

где αn(t) — фиксированная непрерывная на T числовая функция, удо-
влетворяющая условиям (см. (1)): αn(t) > 0 для всех t ∈ Qn, αn(t) → 0
при t→ ∞. Мы получаем, что вне некоторого множества Npqn μ-меры
нуль αn(t)A(pq)B(t) = αn(t)B(t)A(pq), следовательно,

A(pq)B(t) = B(t)A(pq) при t ∈ Qn −Npqn. (13)

Положим Nn =
∞⋃

p, q=1

Npqn. Тогда μNn = 0 при t ∈ Qn −Nn соотноше-

ние (13) будет выполняться для всех p, q = 1, 2, . . ., и потому также
будет

AB(t) = B(t)A

для всех A ∈ E. Последнее же возможно, лишь когда B(t) = β(t) 1 при

t ∈ Qn −Nn. Отсюда в силу (1) B(t) = β(t) 1 при t ∈ T −
∞⋃
n=1

Nn, где

μ

(
∞⋃
n=1

Nn

)
= 0, и потому B = {β(t) 1}.

С л е д с т в и е 1. Пусть представление x → Ax то же, что
и в теореме 8. Тогда всякое подпространство M в � =

∫
T

H dμ, ин-

вариантное относительно всех операторов Ax, есть совокупность
всех векторов ξ = {ξ(t)} ∈ � , удовлетворяющих условию

ξ(t) = 0 для почти всех t ∈ Δ,

где Δ — фиксированное μ-измеримое множество в T .

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть P — оператор проектирования на ин-
вариантное подпространство M. Тогда P перестановочен со всеми Ax
и потому имеет вид P = {β(t) 1}, где β(t) ∈ L∞(T ). Так как P 2 = P ,
то β2(t) = β(t) для почти всех t и потому

β(t) = 0 или 1 для почти всех t ∈ T. (14)

Положим Δ = {t: β(t) = 0}; так как β(t) μ-измерима, то Δ μ-
измеримо. Пространство M есть совокупность всех векторов ξ = {ξ(t)},
для которых Pξ = ξ, т. е. β(t) ξ(t) = ξ(t). В силу (14) это сводится
к условию: ξ(t) = 0 при t ∈ Δ.



§ 26. Кольца вектор-функций 417

С л е д с т в и е 2. Пусть представление x → Ax то же, что
и в теореме 8, и M — подпространство в � =

∫
T

H dμ, инвариант-

ное относительно всех операторов Ax. Если M содержит вектор
ξ = {ξ(t)}, удовлетворяющий условию

ξ(t) �= 0 для почти всех t ∈ T , (15)

то M = � .
Действительно, из (15) вытекает, что в этом случае Δ есть множе-

ство μ-меры нуль.

6. Структурное пространство вполне регулярного кольца. Пусть
� — структурное пространство полного вполне регулярного кольца R
(см. п. 3 § 15) и P ∈� . Обозначим через RP факторкольцо R/P ; тем
самым мы каждой точке P ∈ � отнесем кольцо RP . На основании
теоремы 6 п. 3 § 24 каждое кольцо RP также полно и вполне регу-
лярно. Обозначим, далее, через x(P ) образ элемента x кольца R при
естественном гомоморфизме R → RP . Мы получим вектор-функцию
x = x(P ) со значениями из RP . Очевидно, соответствие x → {x(P )},
таким образом установленное, обладает следующими свойствами:

αx→ {αx(P )}, x+ y → {x(P ) + y(P )}, xy → {x(P ) y(P )},
x∗ = {[x(P )]∗}. (1)

Кроме того,
|x| = sup

P∈�

|x(P )|. (2)

Действительно, положим временно |x|1 = sup
P∈�

|x(P )| и обозначим че-

рез R1 кольцо вектор-функций {x(P )} с нормой |x|1. Тогда соответ-
ствие x → x(P ) есть симметричный изоморфизм полного вполне регу-
лярного кольца R во вполне регулярное кольцо R1 и потому сохраняет
норму (см. теорему 3 п. 1 § 24); следовательно, |x|1 = |x|.

Можно также показать (см. Капланский [13], с. 234), что sup |x(P )|
достигается в некоторой точке P0 ∈� .

I. Пусть x — эрмитов элемент полного вполне регулярного
кольца R со структурным пространством � . Тогда для любого
замкнутого множества S вещественных чисел совокупность Q всех
тех точек P ∈ � , для которых спектр x(P ) находится в S, за-
мкнута в � .

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть P0 /∈ Q; тогда в спектре элемента x(P0)
есть точка α /∈ S. Пусть f(λ) — непрерывная вещественная функция,
равная нулю на S и единице в точке α. Тогда y = f(x) есть элемент
кольца R, равный нулю на Q и отличный от нуля в точке P0. Но это
означает, что P0 /∈ hk(Q) = Q, и потому Q = Q.

14 Наймарк М.А.
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Те о р ем а 9. Структурное пространство � полного вполне ре-
гулярного кольца R с единицей хаусдорфово тогда и только тогда,
когда для каждого элемента x ∈ R функция |x(P )| непрерывна
на � .

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть все функции |x(P )|, x ∈ R, непрерывны
на � ; докажем, что � хаусдорфово. Если P1 �= P2, то в R существует
элемент x, принадлежащий P1 и не принадлежащий P2. Это означает,

что x(P1) = 0, x(P2) �= 0. Положим ε =
1

3
|x(P2)| и обозначим через

U1 и U2 множества всех точек P , на которых |x(P )| < ε и |x(P )| > 2ε
соответственно. В силу непрерывности функции |x(P )|, U1 и U2 —
непересекающиеся открытые множества, содержащие P1 и P2; следова-
тельно, � хаусдорфово.

Докажем теперь обратное утверждение. Пусть � — хаусдорфово.
Докажем сначала непрерывность функции |x(P )| в тех точках P0,
в которых x(P0) = 0. Обозначим через I замыкание множества всех
функций y(P ), y ∈ R, равных нулю в некоторой окрестности точки P0;
тогда I — замкнутый двусторонний идеал в R, совпадающий с P0. Дей-
ствительно, I есть пересечение содержащих его примитивных идеалов
и потому если I �= P0, то I содержится также в некотором другом при-
митивном идеале P1. Так как � хаусдорфово, то существует окрест-
ность U(P0), замыкание которой не содержит P0, т. е. P1 /∈ hk(U(P0)).
Это означает, что R содержит элемент y = y(P ), равный нулю на U(P0)
и отличный от нуля в P1. Но тогда y ∈ I ⊂ P1, и потому y(P1) = 0.
Полученное противоречие показывает, что I = P0. Другими словами,
всякий элемент x ∈ R, равный нулю в точке P0, есть предел последо-
вательности элементов xn ∈ R, равных нулю в некоторой окрестности
Un(P0). Но тогда неравенство |x − xn| < ε при n > N дает |x(P )| < ε
в UN , т. е. функция |x(P )| непрерывна в точке P0. Поэтому к кольцу R
применимо предложение V п. 4 (см. замечание 1 п. 4).

Пусть теперь |x(P0)| = r > 0. Мы можем считать x эрмитовым;
в противном случае его можно заменить элементом y = x∗x, для кото-
рого |y(P0)| = |x(P0)|2 = r2 > 0. Но тогда на основании предложения V
п. 4 |x(P )| < r + ε в некоторой окрестности U(P0). С другой стороны,
в силу I множество точек P , в которых |x(P )| � r − ε, замкнуто,
и потому множество тех точек P , в которых |x(P )| > r − ε, открыто.

З а м е ч а н и е. Можно показать (см. Капланский [13], стр. 234),
что при выполнении условий теоремы 9 структурное пространство
бикомпактно. Утверждение теоремы 9 остается также справедливым
для полного вполне регулярного кольца R без единицы; в этом случае
структурное пространство кольца R локально бикомпактно. В связи
с теоремой 9 возникает интересная задача нахождения простых усло-
вий, при которых структурное пространство вполне регулярного кольца
хаусдорфово. До сих пор по этому поводу имеются только отдель-
ные результаты частного характера (см. Капланский [131 и Диксмье
[17, 20]).



§ 26. Кольца вектор-функций 419

Результаты пп. 1, 2 § 23 и 1 п. 3 § 23 принадлежат Гельфанду
и Наймарку [1, 6], Райкову [7] и Наймарку [2], теорема 3 п. 1 § 24
принадлежит Гельфанду и Наймарку [1, 6]; другое доказательство
теоремы 3 п. 1 § 24, основанное на применении теоремы 1 п. 1 § 24,
было позже дано Капланским [9]. Предложение II п. 3 § 23 и теорема 2
п. 4 § 23 принадлежат Райкову [7]; теорема 1 п. 3 § 23 —Наймарку
[2]; следствия 1–4 из I п. 3 § 23, предложения IV, V п. 3 § 23 (ис-
ключая теорему 1) — Сонису [1, 2] (для случая нормального элемента
предложение V п. 3 § 23 получено ранее Наймарком [2] и независимо
И. Сигалом [5]). Теоремы 1, 2, 6 § 24 и следствия из них, а также
результаты пп. 1–4 и 6 § 26 принадлежат Капланскому [9, 13] (по по-
воду дальнейшего развития этой теории см. Фелл [2]), результаты п. 5
§ 26 — Наймарку [7], результаты п. 5 § 25 — Эмброзу [2], остальные
результаты § 25 — Капланскому [3] и Бонсоллу и Голди [2]. Теорема
6 § 24 была также независимо доказана И. Сигалом [6].

В недавней работе Диксмье и Дуади [1] исследована топологиче-
ская структура R(T , Rt).

Теорема 4 § 24 является ответом на вопрос, поставленный Гель-
фандом и Наймарком [1]; краткое ее доказательство, основанное на
комбинировании результатов Келли и Вота [1] и замечания к ним
Капланского, имеется в реферате Шатца (Schatz) на статью Фукамия
(Fukamya) в № 9 т. 14 Mathem. Rew.

Теорема 5 § 25 при дополнительном условии вполне симметрич-
ности кольца была впервые доказана Гельфандом и Наймарком [1].
Другое доказательство этой теоремы было дано затем Люмером [3].

Он также показал, что если в банаховом симметричном кольце

с единицей
|x∗x|
|x∗||x| = 1 + o(r) при r = |e − x| → 0, то R вполне сим-

метрично и вполне регулярно. Другие возможности ослабления или
изменения аксиом, определяющих вполне регулярное кольцо, исследо-
вали Аренс [2], Видав [3] и Юд [1].

Многочисленные другие результаты теории вполне регулярных ко-
лец собраны в монографиях Диксмье [20] и Риккарта [6].

14*



Г л а в а VI

ГРУППОВЫЕ КОЛЬЦА

§ 27. Топологические группы

1. Определение группы. Множество G называется группой, если
определено (вообще некоммутативное) произведение g1g2 любых двух
элементов g1, g2 из G, удовлетворяющее следующим условиям:
α) для любых двух g1, g2 ∈ G также g1g2 ∈ G;
β) (g1g2) g3 = g1(g2g3) для любых g1, g2 ∈ G;
γ) в G существует один и только один элемент e такой, что eg =

= ge = g для всех g ∈ G; e называется единичным элементом
группы G;

δ) для каждого элемента g ∈ G в G существует один и только один
элемент, обозначаемый через g−1, такой, что gg−1 = g−1g = e;
элемент g−1 называется обратным к g .

Очевидно, g есть обратный к g−1, так что (g−1)−1 = g .
Группа G называется коммутативной, если g1g2 = g2g1 для всех

g1, g2 ∈ G.
Отображение g → g ′ группы G в группу G′ называется гомомор-

физмом, если

(g1g2)
′ = g ′

1g
′
2 для всех g1, g2 ∈ G.

Если это отображение взаимно однозначно, то оно называется изомор-
физмом. Две группы G, G′ называются изоморфными, если существу-
ет изоморфизм G на G′.

Множество всех элементов g ∈ G, переходящих в единичный эле-
мент при гомоморфизме g → g ′, называется ядром этого гомоморфиз-
ма. Очевидно, гомоморфизм тогда и только тогда является изоморфиз-
мом, когда его ядро состоит только из единичного элемента.

Пр и м е ры. 1. Совокупность R1 всех вещественных чисел есть
группа, если определить в ней умножение как сложение вещественных
чисел; эта группа называется аддитивной группой вещественных
чисел. Единичным элементом этой группы является число нуль, а об-
ратным элементом к числу x — число −x.

Аналогично определяется аддитивная группа C1 комплексный чи-
сел. Очевидно, обе эти группы коммутативны.
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2. Совокупность R1
0 всех отличных от нуля вещественных чисел

образует группу, если определить в ней умножение как обычное умно-
жение чисел. Эта группа называется мультипликативной группой
вещественных чисел. Единицей этой группы служит число 1, а обрат-

ным к числу x — число
1

x
.

Аналогично определяется мультипликативная группа C1
0 комплекс-

ных чисел. Очевидно, обе эти группы коммутативны.

3. Совокупность An всех комплексных матриц n-го порядка с опре-
делителем, равным единице, есть группа, если определить в ней умно-
жение как умножение матриц. Эта группа называется комплексной
унимодулярной группой n-го порядка. Единицей этой группы явля-
ется единичная матрица, а обратным элементом к матрице a является
обратная матрица a−1. Аналогично определяется вещественная унимо-
дулярная группа. При n � 2 эти группы некоммутативны.

4. Пусть A — произвольное множество. Преобразованием S мно-
жества A называется всякое взаимно однозначное отображение A на
самого себя. Произведением S1S2 двух отображений S1, S2 называется
отображение, являющееся результатом последовательного применения
сначала отображения S2, а затем отображения S1. Легко проверить,
что при таком определении произведения совокупность всех преобра-
зований данного множества A есть группа. Ее единичным элементом
является тождественное преобразование, относящее каждому элементу
α ∈ A тот же элемент α.

5. Рассмотрим тот частный случай, когда A = (−∞, ∞) и S — толь-
ко те преобразования, которые задаются формулой вида x′ = αx + β,
где α > 0, а β — произвольное вещественное число. Произведение S1S2

двух таких преобразований

S1: x
′ = α1x+ β1,

S2: x
′ = α2x+ β2

есть преобразование

x′ = α1(α2x+ β2) + β1 = α1a2x+ (α1b2 + β1)

того же вида, и совокупность всех преобразований x′ = αx + β, α >
> 0 есть группа. Она называется группой линейных преобразований
прямой 1).

6. Пусть A есть окружность. Рассмотрим всевозможные преобразо-
вания окружности A, получающиеся при ее повороте вокруг центра на
какой угодно угол. Совокупность всех таких преобразований образует
группу, которая называется группой вращений окружности. Очевид-
но, эта группа коммутативна. Ее элементы можно задавать углами

1) Точнее, группой линейных преобразований прямой, сохраняющих направ-
ление.
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поворота окружности, причем углы, отличающиеся на кратное 2π,
определяют один и тот же элемент этой группы.

2. Подгруппы. Множество G1 ⊂ G называется подгруппой группы
G, если из g , h ∈ G1 следует, что также gh−1 ∈ G1. В частности, при
h = g мы получаем, что e ∈ G1, и потому из g , h ∈ G1, следует, что
также h−1 ∈ G1 и gh ∈ G1. Следовательно, при том же определении
действий, что и в G, множество G1 также является группой.

Так, R1 и R1
0 являются подгруппами в C1 и C1

0 соответственно (см.
примеры 1, 2 п. 1).

Пусть H — подгруппа группы G; всякое множество Hg0 (т. е.
совокупность всех элементов hg0, h ∈H) называется правым смежным
классом группы G по подгруппе H; аналогично можно определить
левые смежные классы. Два элемента g1, g2 ∈ G тогда и только тогда
принадлежат одному правому смежному классу по H, когда g2 = hg1,
где h ∈ G, т. е. когда g2g

−1
1 ∈ H. Кроме того, всякий элемент g ∈ G

принадлежит какому-то правому смежному классу, именно классу Hg .
Отсюда видно, что вся группа G распадается на правые смежные
классы по H. Обозначим через ĝ правый класс, содержащий g;
всякий элемент g из данного класса будем называть представителем
этого класса. При умножении справа на некоторый элемент g0 каждый
правый смежный класс переходит в некоторый другой правый смежный
класс; следовательно, такое умножение осуществляет преобразование
в совокупности этих классов.

Условимся обозначать через g0 это преобразование и писать ĝ′ =
= ĝg0, если ĝ ′ есть класс, полученный из ĝ умножением справа
на g0.

Аналогично, умножение слева на элемент g0 = G осуществляет
преобразование в совокупности левых классов.

3. Определение и простейшие свойства топологической груп-
пы. G называется топологической группой, если:
α) G — группа;
β) G — хаусдорфово топологическое пространство;
γ) функции f(g ) = g−1 и f(g , h) = gh непрерывны (вторая — по

совокупности переменных g , h).
Так, группы R1, C1, R1

0, C
1
0 , An в примерах п. 1 являются тополо-

гическими, если определить в них топологию обычным образом (см.
примеры пп. 1, 2 § 2).

Отметим, что всякую группу G можно считать топологической,
если окрестностями элемента g ∈ G считать всевозможные множества,
содержащие g . Такая топология в G называется дискретной и сама
группа G называется в этом случае дискретной группой.

Если G — топологическая группа, то при каждом фиксированном
g0 ∈ G отображение g → gg0, называемое правым сдвигом, есть го-
меоморфизм группы G на самое себя. Поэтому все окрестности любого
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элемента g0 ∈ G имеют вид 1) Ug0, где U — окрестности единицы e.
Аналогичное утверждение имеет место относительно левых сдвигов
g → g0g . Кроме того, отображение g → g−1 есть также гомеоморфизм
группы G на самое себя; поэтому если U — окрестность единицы, то
U−1 — также окрестность единицы.

I. Всякая окрестность U единицы содержит симметричную
окрестность V , т. е. окрестность, удовлетворяющую условию
V −1 = V .

Действительно, такой окрестностью является V = U ∩ U−1.

II. Всякая окрестность U единицы содержит окрестность V
такую, что V V ⊂ U .

До к а з а т е л ь с т в о. В силу непрерывности произведения g1g2 при
g1 = e, g2 = e, существуют окрестности V1, V2 единицы, для которых
V1V2 ⊂ U ; тогда окрестность V = V1 ∩ V2 удовлетворяет условию V V ⊂
⊂ U .

Аналогично, при любом натуральном n существует окрестность V
такая, что V n ⊂ U ; при этом V n обозначает V V . . .V (n раз).

III. Если Q — бикомпактное множество в группе G и U —
открытое множество, содержащее Q, то существует окрестность
W единицы такая, что WQ ⊂ U .

До к а з а т е л ь с т в о. Каждому g ∈ Q отвечает окрестность V еди-
ницы такая, что V g ⊂ U , а затем окрестность W единицы такая,
что W 2 ⊂ V ; в силу бикомпактности Q существует конечное число
элементов g1, g2, . . . , gn ∈ Q и окрестностей W1, W2, . . . ,Wn единицы
таких, что W1g1, W2g2, . . . ,Wngn образуют покрытие множества Q.
Окрестность W = W1 ∩W2 ∩ . . . ∩Wn обладает требуемым свойством.
Действительно, если g ∈ Q, то g ∈ Wkgk при некотором k = 1,
2, . . . , n, и потому Wg ⊂WWkgk ⊂W 2

kgk ⊂ Vkgk ⊂ U .

IV. Если Q1, Q2 — бикомпактные множества в G, то Q1Q2

бикомпактно.
Действительно, Q1Q2 есть образ бикомпактного множества Q1 ×

×Q2 ⊂ G × G при непрерывном отображении {g1, g2} → g1g2 (см. IV
п. 6 § 2).

Топологическая группа называется локально бикомпактной (соот-
ветственно бикомпактной), если она является локально бикомпакт-
ным (соответственно бикомпактным) топологическим пространством.
Так, группы в примерах п. 1 локально бикомпактны, причем группа
в примере 6 (группа вращений окружности) бикомпактна.

1) Ug0 обозначает совокупность всех элементов gg0, g ∈ U . Аналогично,
S−1 обозначает совокупность всех элементов g−1, g ∈ S, а ST — совокупность
всех элементов g1g2, g1 ∈ S, g2 ∈ T .
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Обозначим через L = L(G) совокупность всех непрерывных число-
вых функций на группе G, равных нулю вне бикомпактного множества
(своего для каждой функции).

V. Если G локально бикомпактна, то всякая функция x(g ) ∈
∈ L(G) равномерно непрерывна, т. е. для любого ε > 0 существу-
ет окрестность V единицы такая, что |x(g1) − x(g2)| < ε при
g1g

−1
2 ∈ V .

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть x(g ) = 0 вне бикомпактного множества
Q и U — симметричная окрестность единицы с бикомпактным замы-
канием. Множество W точек g , для которых |x(gg1) − x(g1)| < ε при
всех g1 ∈ UQ, открыто (см. V п. 12 § 2) и содержит единицу. Если
g ∈ U , то x(gg1) и x(g1) обращаются в нуль при g1 /∈ UQ, и потому
|f(gg1) − f(g1)| < ε при g ∈ V = W ∩ U .

Множество G1 ⊂ G называется топологической подгруппой топо-
логической группы G, если:

а) G1 — подгруппа группы G;
б) G1 — топологическое подпространство топологического простран-

ства G.
Топологическая подгруппа называется замкнутой, если она есть

замкнутое подмножество топологического пространства G. Так, R1

и R1
0 являются замкнутыми подгруппами в C1 и C1

0 соответственно.

4. Инвариантный интеграл и инвариантная мера на локально
бикомпактной группе. Пусть G — локально бикомпактная группа.
Если x(g ) ∈ L = L(G), то при любом h ∈ G функции xh(g ) = x(gh)
и xh(g ) = x(h−1g ) также принадлежат L. Действительно, это непо-
средственно следует из того, что отображения g → hg и g → gh
являются гомеоморфизмами.

Интеграл 1) I на L(G) называется правоинвариантным интегра-
лом на группе G, если

I(xh) = I(x) (1)

для всех h ∈ G и всех x ∈ L(G); аналогично определяется левоинва-
риантный интеграл на G. Мера, определенная право- или левоинвари-
антным интегралом, называется соответственно право- или левоинва-
риантной мерой.

Обозначая эти меры через μr и μl соответственно, мы можем
переписать условие (1) в виде

∫
x(gh) dμr(g ) =

∫
x(g ) dμr(g ), (1)

а для меры μl — в виде
∫
x(hg ) dμl(g ) =

∫
x(g ) dμl(g ). (2)

1) См. § 6.
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Очевидно, эти условия означают, что

μr(Δh) = μr(Δ), μl(hΔ) = μl(Δ) (3)

для любого измеримого множества Δ и любого h ∈ G.

5. Существование инвариантного интеграла на локально би-
компактной группе. Предположим теперь, что группа G локально
бикомпактна. Мы докажем, что в этом случае на ней существует пра-
воинвариантный интеграл и, с точностью до постоянного множителя,
только один.

Обозначим через L+ совокупность всех неотрицательных непре-
рывных функций на G, равных нулю вне бикомпактного множества
(своего для каждой функции). Пусть f , ϕ ∈ L+ и ϕ �≡ 0; рассмотрим
всевозможные конечные системы элементов gi ∈ G и чисел ci � 0
таких, что

f(g ) �
∑
i

ciϕ(ggi) для всех g ∈ G; (1)

обозначим через (f : g ) нижнюю грань сумм
∑
i
ci по всем таким

системам.
Такие системы существуют. Действительно, так как ϕ �≡ 0, ϕ � 0,

то существует окрестность U с бикомпактным замыканием, на которой
нижняя грань m значений функции ϕ положительна. Пусть Q —
бикомпактное множество, вне которого f = 0. Тогда Q можно покрыть
конечным числом множеств Ug−1

i , и если f(g ) � M , то

f(g ) �
M

m

∑
i

ϕ(ggi).

I. Число (f : ϕ) удовлетворяет условиям:
1) (fh : ϕ) = (f : ϕ);
2) (cf : ϕ) = c (f : ϕ)для любого c � 0;
3) (f1 + f2 : ϕ) � (f1 : ϕ) + (f2 : ϕ); кроме того,
4) (f : ψ) � (f : ϕ)(ϕ : ψ);
5) (f1 : ϕ) � (f2 : ϕ) при f1 � f2.

До к а з а т е л ь с т в о. Соотношения 1)–3) и 5) очевидны. Докажем
соотношение 4): если f(g ) �

∑
i
ciϕ(ggi) и ϕ(g ) �

∑
j
djψ(ghj), то

f(g ) �
∑
i, j

cjdiψ(ggihj).

II. Если f �= 0, то (f : ϕ) > 0.
Действительно, из (1) вытекает, что sup f � supϕ

∑
i
ci и потому

(f : ϕ) �
sup f

sup ϕ
.
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Выберем теперь фиксированную функцию f0 ∈ L+, не равную тож-
дественно нулю, и положим

Iϕ(f) =
(f : ϕ)

(f0 : ϕ)
.

Из свойства 4 следует, что

1

(f0 : f)
�

(f : ϕ)

(f0 : ϕ)
� (f : f0), (2)

т. е.
1

(f0 : f)
� Iϕ(f) � (f : f0).

Кроме того, из свойств 1)–3) и 5) в I заключаем, что

α) Iϕ(fh) = Iϕ(f);

β) Iϕ(cf) = cIϕ(f) при c � 0;

γ) Iϕ(f1 + f2) � Iϕ(f1) + Iϕ(f2);

δ) Iϕ(f1) � Iϕ(f2) при f1 � f2.

(3)

Обозначим через Δf отрезок Δf =
[

1

(f0 : f)
, (f : f0)

]
и через Δ —

топологическое произведение всех Δf :

Δ =
∏
f∈L+

f �=0

Δf .

Согласно теореме Тихонова (см. II п. 12 § 2) Δ — бикомпактное
пространство. В силу (2) каждой функции ϕ ∈ L+, ϕ �= 0, отвечает
точка Iϕ = {Iϕ(f)} пространства Δ. Для каждой окрестности V = V (e)
элемента e ∈ G положим

Φ = {ϕ ∈ L+: ϕ �= 0, ϕ(x) = 0 для всех x /∈ V }
и

MV = {Iϕ : ϕ ∈ ΦV }.
Множества MV образуют центрированную систему в Δ. Действитель-

но, пусть MV1
, . . . ,MVn

— конечное число таких множеств. V =
n⋂
j=1

Vj

есть окрестность элемента e,

ΦV =
n⋂
j=1

ΦVj
,

и потому

MV =
n⋂
j=1

MVj
.
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Поэтому множестваMV имеют общую точку прикосновения I = {I(f)}
(см. III п. 6 § 2). По самому определению топологии произведе-
ния пространств это означает, что для каждых отличных от нуля
f1, . . . , fn ∈ L+ и ε > 0 и каждой окрестности V = V (e) существует
такая функция ϕ ∈ ΦV , ϕ �= 0, что

|I(fj) − Iϕ(fj)| < ε при j = 1, . . . , n. (4)

Положим еще по определению I(0) = 0 и докажем, что I(f) обладает
следующими свойствами:

а) I(f) > 0 при f ∈ L+, f �= 0;
б) I(fg ) = I(f);
в) I(cf) = cI(f) при c � 0;
г) I(f1 + f2) = I(f1) + I(f2);
д) I(f1) � I(f2) при f1 � f2 для всех f , f1, f2 ∈ L+.
Свойство а) следует из того, что при f �= 0 точка I ∈ Δ и потому

I(f) ∈ Δf , а 0 /∈ Δf . При доказательстве свойств б)–г) мы будем
считать, что f �= 0, f1 �= 0, f2 �= 0, c > 0, так как в противном случае
они тривиальны.

Полагая в (4) n = 2, f1 = f , f2 = fg и учитывая свойство α из (3),
получаем, что

|I(f) − Iϕ(f)| < ε, |I(fg ) − Iϕ(f)| = |I(fg ) − Iϕ(fg )| < ε,

откуда |I(f) − I(fg )| < 2ε при произвольном ε > 0; следовательно,
I(fg ) = I(f).

Аналогично, полагая в (4) n = 2, f1 = f , f2 = cf и используя
свойство β из (3), докажем свойство в), а полагая n = 2 и используя
свойство δ из (3), докажем свойство д); наконец, полагая n = 3,
f3 = f1 + f2 и используя γ из (3), докажем, что

I(f1 + f2) � I(f1) + I(f2). (5)

Поэтому для доказательства свойства г) остается показать, что спра-
ведливо и обратное неравенство. Предварительно докажем следующую
лемму.

Л емм а. Пусть f , h1, h2 ∈ L+ и h1 + h2 � 1; тогда

I(fh1) + I(fh2) � I(f). (6)

Док а з а т е л ь с т в о. Утверждение тривиально, если одна из функ-
ций f , h1, h2 равна 0 (см. свойство δ в (3)). Поэтому можно считать,
что ни одна из функций f , h1, h2 не равна 0. Пусть ε > 0. Так как h1
и h2 равномерно непрерывны на G (см. V п. 3), то существует такая
окрестность V = V (e), что

|hj(g ) − hj(g
′)| < ε при g ∈ Vg ′ , j = 1, 2. (7)

Пусть ϕ ∈ ΦV и
f(g ) �

∑
i

ckϕ(gg−1
i ) (8)
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(нам удобно здесь писать g−1
i вместо gi). Если при данном g gg−1

i /∈ V ,
то ϕ = 0; поэтому (8) можно переписать в виде

f(g ) �
∑′

i

ciϕ(gg−1
i ), (9)

где ′ означает, что при каждом данном g в сумме содержатся лишь те
слагаемые, для которых gg−1

i ∈ V . Умножая обе части (9) на hj(g ),
получим в силу (7)

f(g )hj(g ) �
∑′

i

ciϕ(gg−1
i )hj(g ) �

∑′

i

ciϕ(gg−1
i )[hj(gi) + ε], (10)

ибо в сумме (9) gg−1
i ∈ V , т. е. g ∈ V gi. Из (10) следует, что

f(g )hj(g ) �
∑
i

ci[hj(gi) + ε]ϕ(gg−1
i ). (11)

Но неравенство (11) есть неравенство вида (1) для fhj , где роли ci
и gi играют ci[hj(gi) + ε] и g−1

i . Поэтому

(fhj : ϕ) �
∑
i

ci[hj(gj) + ε], j = 1, 2.

Суммируя по j и учитывая, что h1 + h2 � 1, заключаем, что

(fh1 : ϕ) + (fh2 : ϕ) �
∑

ci(1 + ε) = (1 + ε)
∑
i

ci, (12)

а переходя затем в (12) к нижней грани по всем ci и gi в (8), — что

(fh1 : ϕ) + (fh2 : ϕ) � (f : ϕ)(1 + ε). (13)

Разделив обе части (13) на (f0 : ϕ), получим

Iϕ(fh1) + Iϕ(fh2) � Iϕ(f)(1 + ε). (14)

Положив теперь в (4) n = 3, f1 = fh1, f2 = fh2, f3 = f и учитывая
(14), придем к неравенствам

I(fh1) + I(fh2) < Iϕ(fh1) + Iϕ(fh2) + 2ε �

� Iϕ(f)(1 + ε) + 2ε < (I(f) + ε)(1 + ε) = 2ε,

откуда ввиду произвольности числа ε > 0

I(fh1) + I(fh2) � I(f).

Вернемся к доказательству свойства г).
Пусть f1, f2 ∈ L+, f1 �≡ 0, f2 �≡ 0, причем f1 = 0 и f2 = 0 вне

бикомпактного множества Q в G. Согласно лемме Урысона (см. II
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п. 9 § 2) существует функция f ′ ∈ L+, равная 1 на Q. Положим для
заданного ε > 0

f = f1 + f2 + εf ′, h1 =
f1

f
, h2 =

f2

f
(15)

(считая h1 = h2 = 0 в тех точках, где f = 0). Тогда h1, h2 ∈ L+, h1 �= 0,
h2 �= 0, h1 + h2 � 1, так что, согласно лемме (см. (6)),

I(fh1) + I(fh2) � I(f) = I(f1 + f2 + εf ′) � I(f1 + f2) + εI(f ′),

т. е. в силу (15)

I(f1) + I(f2) � I(f1 + f2) + εI(f ′).

Отсюда ввиду произвольности числа ε > 0

I(f1) + I(f2) � I(f1 + f2),

что в соединении с неравенством (5) и доказывает свойство г).
Если теперь f ∈ L′, то f = f1 − f2, где f1, f2 ∈ L+ (см. п. 1 § 6),

и мы полагаем по определению

I(f) = I(f1) − I(f2). (16)

Если также f = f ′1 − f ′2, где f
′
1, f

′
2 ∈ L+, то f1 + f ′2 = f ′1 + f2, и потому

I(f1) + I(f ′2) = I(f ′1) + I(f2), откуда I(f1) − I(f2) = I(f ′1) − I(f ′2), сле-
довательно, формула (16) определяет I(f) однозначно. Наконец, для
f = f1 + if2, f1, f2 ∈ L+, полагаем

I(f) = I(f1) + iI(f2). (17)

Из свойств а), в) и г) следует, что I(f) — интеграл на L, не равный
тождественно нулю, а из свойства б) — что I(f) правоинвариантен.
Тем самым доказано существование правоинвариантного интеграла.

Докажем теперь его единственность с точностью до множителя.
Пусть I ′ — какой-нибудь правоинвариантный интеграл на G, не

равный тождественно нулю, а μr и νr — меры, определенные интегра-
лами I и I ′. Пусть f0, f ∈ L+, f0 �= 0, f �= 0.

Положим

ϕ(g ′) =
f(g ′−1)∫

f0(f
′−1g ) dμr(g )

, (18)

откуда
f(g ′) = ϕ(g ′−1)

∫
f0(g

′g ) dμr(g ). (19)

Пользуясь равномерной непрерывностью функции f0 и свойством а)
интеграла I, нетрудно показать, что знаменатель в (18) непрерывен
и больше нуля; поэтому ϕ ∈ L+.

Положим
ψ(g ) =

∫
f0(g

′)ϕ(gg ′−1) dνr(g
′); (20)
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тогда 1) ψ ∈ L+. Интегрируя обе части (20) по dμr(g ), применяя теоре-
му 5 п. 18 § 6 и пользуясь правой инвариантностью меры μ, получаем

I(ψ) =
∫
ψ(g ) dμr(g ) =

∫
f0(g

′)
[∫
ϕ(gg ′−1) dμr(g )

]
dνr(g

′) =

=
∫
f0(g

′)
[∫
ϕ(g ) dμr(g )

]
dνr(g

′) = I(ϕ)I ′(f0). (21)

С другой стороны, в силу правой инвариантности меры νr мы можем
в (20) подставить g ′g вместо g ′; тогда (20) примет вид

ψ(g ) =
∫
f0(g

′g )ϕ(g ′−1) dνr(g
′)

и в силу (19)

I(ψ) =
∫
ϕ(g ′−1)

[∫
f0(g

′g ) dμr(g )
]
dνr(g ) =

∫
f(g ) dνr(g ) = I ′(f).

(22)
Сравнивая (21) и (22), заключаем, что

I ′(f) = I ′(f0)I(ϕ). (23)

В частности, (23 ) должно иметь место при I ′ = I, так что

I(f) = I(f0)I(ϕ).

Поэтому
I ′(f)

I(f)
=

I ′(f0)

I(f0)
,

т. е.
I ′(f) = c I(f), (24)

где c =
I ′(f0)

I(f0)
> 0. Очевидно (см. (16) и (17)), соотношение (24) оста-

ется справедливым для всех f ∈ L. Тем самым доказана 2) следующая
Те о р е м а. На всякой локально бикомпактной группе G суще-

ствует правоинвариантный интеграл и с точностью до постоян-
ного множителя только один.

Аналогично доказывается существование и единственность с точ-
ностью до множителя левоинвариантного интеграла.

III. Правоинвариантная мера всякого открытого множества U
положительна, а всякого бикомпактного множества Q конечна.

1) Непрерывность ψ следует из равномерной непрерывности функции ϕ;
кроме того, если f0 = 0 вне Q0 и ϕ = 0 вне Q, где Q0 и Q бикомпактны, то
ψ = 0 вне бикомпактного QQ0 (см. IV п. 3).

2) А. Картан [1] дал другое доказательство этой теоремы (см. первое
издание этой книги), не использующее леммы Цорна (на которой основано
доказательство теоремы Тихонова); по поводу других доказательств см. также
Бредон [1] и Келли и Морс [1].
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До к а з а т е л ь с т в о. Пусть V — открытое множество, замыкание
которого бикомпактно и содержится в U , а f — функция из L+,
равная нулю вне V и удовлетворяющая условиям f �≡ 0, f � 1. Тогда
μr(U) � I(f) > 0. Далее, пусть f ∈ L+ и f = 1 на Q; тогда

μr(Q) � I(f) <∞.

Если
Ir(x) =

∫
x(g ) dμr(g )

есть правоинвариантный интеграл на локально бикомпактной груп-
пе G, то

I ′r(x) =
∫
x(hg ) dμr(g )

при каждом фиксированном h ∈ G есть также правоинвариантный
интеграл, и потому

∫
x(hg ) dμr(g ) = λ(h)

∫
x(g ) dμr(g ), (25)

где λ(h) — некоторая числовая функция. Легко видеть, что

λ(h1h2) = λ(h1)λ(h2), λ(e) = 1.

Кроме того, из свойств функций x ∈ L (см. V п. 3) и функционала Ir
вытекает, что λ(h) непрерывна.

Положив
Il(x) =

∫
x(g )λ(g ) dμr(g ),

получим левоинвариантный интеграл Il. Действительно, применяя (25)
к x(g )λ(g ) вместо x(g ), заключаем, что

λ(h)
∫
x(hg )λ(g ) dμr(g ) =

∫
x(hg )λ(hg ) dμr(g ) =

= λ(h)
∫
x(g )λ(g ) dμr(g ),

откуда ∫
x(hg )λ(g ) dμr(g ) =

∫
x(g )λ(g ) dμr(g ).

Это показывает, что при надлежащей нормировке мер

dμl(g )

dμr(g )
= λ(g ). (26)

Кроме того,
∫
x(g−1) dμr(g ) =

∫
x(g )λ(g ) dμr(g ). (27)
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Действительно, полагая x∗(g ) = x(g−1), имеем

∫
x(g0g

−1) dμr(g ) =
∫
x∗(gg−1

0 ) dμr(g ) =

=
∫
x∗(g ) dμr(g ) =

∫
x(g−1) dμr(g ).

Следовательно, левая часть в (27) есть левоинвариантный интеграл
и потому ∫

x(g−1) dμr(g ) = c
∫
x(g )λ(g ) dμr(g ).

Применяя это равенство к функциям x, отличным от нуля лишь
в окрестности, где |λ(g ) − 1| < ε, и удовлетворяющим условиям:
x(g−1) = x(g ),

∫
x(g ) dμr(g ) = 1, заключаем, что c = 1.

IV. Группа G бикомпактна тогда и только тогда, когда ее
инвариантные меры конечны.

До к а з а т е л ь с т в о. Если G бикомпактна, то 1 ∈ L(G), и потому
μl(G) = Il(1) <∞ и μr(G) = Ir(1) <∞. Обратно, если G не бикомпакт-
на, то существует окрестность единицы с бикомпактным замыканием
такая, что G нельзя покрыть конечным числом сдвигов окрестности V .
Следовательно, существует бесконечная последовательность элементов

gn ∈ G таких, что gn /∈
n−1⋃
k=1

gkV . Пусть U — симметричная окрестность

единицы такая, что UU ⊂ V . Тогда множества gnU не пересекаются
и имеют одну и ту же положительную левоинвариантную меру; поэто-
му μl(G) = ∞; аналогично доказывается, что μr(G) = ∞.

Группа G называется унимодулярной, если λ(g ) ≡ 1. В случае
унимодулярной группы правоинвариантный интеграл является также
левоинвариантным и определенная им мера называется двусторонне
инвариантной или просто инвариантной. Таким образом, для инва-
риантной меры μ равенства (1′), (2) п. 4 и (27) принимают вид

∫
x(hg ) dμ(g ) =

∫
x(gh) dμ(g ) =

∫
x(g−1) dμ(g ).

Очевидно, всякая коммутативная группа унимодулярна. Кроме того,
V. Бикомпактная группа унимодулярна.
Действительно, полагая в (25) x(g ) ≡ 1, имеем

μr(G) = λ(h)μr(G), λ(h) ≡ 1.

Пусть теперь U — симметричная окрестность единицы такая, что

U бикомпактно. Положим G0 =
∞⋃
n=1

U
n
, так что G0 есть объединение

счетного числа бикомпактных множеств U
n
. Очевидно, G0 — под-

группа группы G. Кроме того, G0 одновременно открыта и замкнута.

Действительно, если g0 ∈ G0, то g0 ∈ U
n
при некотором n, g0U есть
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окрестность элемента g0 и g0U ⊂ U
n+1 ⊂ G0; следовательно, G0 откры-

та. С другой стороны, G0 ⊂ UG0 = G0 и потому G0 замкнута.
Но тогда вся группа G есть объединение (может быть, несчетно-

го числа) непересекающихся правых смежных классов {G0gα} (см.
п. 2), каждый из которых есть одновременно замкнутое и открытое
множество, и притом объединение счетного числа бикомпактных мно-
жеств. Если V — произвольное открытое множество, то V =

⋃
α
Vα, где

Vα = V ∩ G0gα — открытые множества. Но в силу III мера непусто-
го открытого множества положительна; кроме того, μ(V ) =

∑
α
μ(Vα)

(см. 1 п. 5 § 6); следовательно, если V суммируемо, то V может
пересекаться не более чем со счетным числом множеств G0gα. С дру-
гой стороны, для всякого суммируемого множества A ⊂ G существует
открытое суммируемое множество V ⊃ A (см. IX п. 8 § 6); поэтому
также всякое суммируемое множество пересекается не более чем со
счетным числом множеств G0gα.

Так как G0gα =
∞⋃
n=1

(U
n+1

gα − U
n
gα)

⋃
Ugα и каждое из множеств

Ugα, U
n+1

gα − U
n
gα суммируемо, то каждое G0gα есть объединение

не более чем счетного числа непересекающихся множеств, из которых
одно нулевое, а остальные бикомпактны (см. X п. 8 § 6). Следова-
тельно,

VI. Всякая локально бикомпактная группа удовлетворяет усло-
виям замечания 1 п. 16 § 6.

Пр и м е ры 1. В группе R1 инвариантный интеграл имеет вид
∞∫
−∞

x(t) dt; действительно,
∞∫
−∞

x(t + t0) dt =
∞∫
−∞

x(t) dt. Аналогично,

инвариантный интеграл в группе C1 имеет вид
∞∫
−∞

∞∫
−∞

x(ξ, η) dξ dη,

ζ = ξ + iη; в группах R1
0 и C1

0 соответственно:

∞∫
−∞

x(t)
dt

t
и

∞∫
−∞

∞∫
−∞

x(ξ, η)
dξ dη

|ξ + iη|2 .

2. Пусть K — группа вещественных треугольных матриц второго
порядка

K =

{∣∣∣∣ λ−1 μ

0 λ

∣∣∣∣} .
Тогда лево- и правоинвариантный интегралы на K с точностью до
постоянного множителя единственны и определяются формулами

Il(x) =

∞∫

−∞

∞∫

−∞

x(λ, μ) dλ dμ, Ir(x) =

∞∫

−∞

∞∫

−∞

x(λ, μ)|λ|−2 dλ dμ.
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§ 28. Определение и основные свойства группового
кольца

1. Определение группового кольца. Рассмотрим сначала тот слу-
чай, когда группа G состоит из конечного числа элементов; такая
группа называется конечной. Обозначим через R(G) совокупность всех
формальных линейных комбинаций элементов группы G. Каждая такая
линейная комбинация определяется ее коэффициентами при элементах
группы G; обозначая через x(g ) коэффициент при g ∈ G, мы можем
сказать, что R(G) состоит из всевозможных сумм x =

∑
g
x(g ) g , где

x(g ) — всевозможные функции на G и суммирование ведется по всей
группе G. Две такие линейные комбинации x =

∑
g
x(g ) g , y =

∑
g
y(g ) g

мы будем считать равными тогда и только тогда, когда x(g ) ≡ y(g );
в частности, мы будем писать x = 0 тогда и только тогда, когда
x(g ) ≡ 0.

Определим в R(G) операции умножения на число, сложения
и умножения, положив

λx =
∑
g

[λx(g )] g , x+ y =
∑
g

[x(g ) + y(g )] g ,

xy =
∑
g1

∑
g2

x(g1) y(g2) g1g2 (1)

при x =
∑
g
x(g ) g , y =

∑
g
y(g ) g . Тогда R(G) станет кольцом, причем

единицей в нем будет единичный элемент группы G, т. е. комбинация
x =

∑
x(g ) g , в которой x(e) = 1 и x(g ) = 0 при g �= e.

Кольцо R(G) называется групповым кольцом конечной группы G.
Вместо того чтобы рассматривать линейные комбинации

x =
∑
g
x(g ) g , мы можем рассматривать сами функции x = x(g )

и трактовать R(G) как совокупность всех этих функций; в этом случае
операции умножения на число и сложения определяются обычным
образом:

λx = λx(g ), x+ y = x(g ) + y(g ).

Чтобы выяснить, как определяется умножение в R(G), положим в (1)
g1g2 = g и изменим порядок суммирования; мы получим

xy =
∑
g

(∑
g1

x(g1) y(g
−1
1 g )

)
g .

Следовательно, закон умножения в R(G) определяется формулой

xy(g ) =
∑
g1

x(g1) y(g
−1
1 g ). (1′)
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Операция умножения, определенная формулой (1′), называется обычно
свертыванием 1).

Мы можем теперь перенести определение группового кольца на
произвольные локально бикомпактные группы. Пусть G — локаль-
но бикомпактная группа, а μ — левоинвариантная мера в G. Пусть
L1 = L1(G) — пространство L1, определенное этой мерой (см. п. 7 § 6),
т. е. совокупность всех μ-измеримых функций a = a(g ), для которых∫ |a(g )| dμ(g ) < ∞. Тогда L1 — пространство Банаха с операциями
λa = λa(g ), a + b = a(g ) + b(g ). Но L1 можно также сделать норми-
рованным кольцом, определив по аналогии с (1′) операцию умножения
в L1 формулой

(a · b)(g ) =
∫
a(g1) b(g

−1
1 ) dμ(g1).

Чтобы оправдать это определение, нам надо установить, что (a · b)(g )
также принадлежит L1 и что ‖a · b‖1 � ‖a‖1 · ‖b‖1. Кроме того, надо
установить, что

α(a · b) = (αa) · b, a · (αb) = α(a · b), (a · b) · c = a · (b · c),
(a+ b) · c = a · c+ b · c, a · (b+ c) = a · b+ a · c (2)

для всех a, b, c ∈ L1 и всех комплексных чисел α (см. п. 1 § 7).
Но из теоремы Фубини 2) (см. п. 18 § 6) и левой инвариантности меры
вытекает, что

‖a · b‖1 =
∫ ∣∣∣∫ f(g1) b(g

−1
1 g ) dμ(g1)

∣∣∣ dμ(g ) �

�
∫ [∫

|a(g1)| |b(g−1
1 g )| dμ(g1)

]
dμ(g ) =

=
∫ [∫

|b(g−1
1 g )| dμ(g )

]
|a(g1)| dμ(g1) =

=
∫ [∫

|b(g )| dμ(g )
]
|a(g1)| dμ(g1) =

= ‖b1‖1 ·
∫
|a(g1)| dμ(g1) = ‖b1‖1 · ‖a‖1,

а соотношения (2) легко проверяются непосредственно.

1) В тех случаях, когда надо будет подчеркнуть, что речь идет о свертыва-
нии, а не обычном умножении функций, мы будем писать x · y вместо xy.

2) В этом случае из существования повторного интеграла следует существо-
вание кратного интеграла. Действительно, пусть a � 0, b � 0, a, b ∈ L1(G);
тогда существуют функции a1, b1 — пределы неубывающих последовательно-
стей полунепрерывных сверху функций и a2, b2 — пределы невозрастающих
последовательностей полунепрерывных снизу функций такие, что a1 � a � a2,
b1 � b � b2 и Il(a1) = Il(a) = Il(a2), Il(b1) = Il(b) = Il(b2). Пусть Jl — интеграл
на G × G, отвечающий мере μl × μl. Тогда

a1(g1) b1(g
−1
1 g2), a2(g1) b2(g

−1
1 g2) ∈ L1(G1 × G2),

a1(g1) b1(g
−1
1 g2) � a(g1) b(g−1

1 g2) � a2(g1) b2(g
−1
1 g2) (3)
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Положим
a∗(g ) = λ−1(g )a(g−1),

где a(g ) ∈ L1. В силу (26) и (27) п. 5 § 27

‖a∗‖1 =
∫
|a∗(g )| dμ(g ) =

∫
|a(g−1)|λ−1(g ) dμ(g ) =

=
∫
|a(g−1)| dμr(g ) =

∫
|a(g )|λ(g ) dμr(g ) =

=
∫
|a(g )| dμ(g ) = ‖a‖1 <∞,

так что a∗ ∈ L1 и ‖a∗‖1 = ‖a‖1. Легко также проверить выполне-
ние всех остальных аксиом инволюции, в том числе соотношения
(xy)∗ = y∗x∗, следовательно, при этом определении инволюции L1(G)
становится банаховым симметричным кольцом.

Кольцо L1(G) тогда и только тогда содержит единицу, когда
группа G дискретна.

До к а з а т е л ь с т в о. Если G дискретна, то отдельные элементы
группы G являются множествами, имеющими одну и ту же, и притом
положительную, инвариантную меру, которую можно считать равной
единице. Единицей кольца L1(G) будет тогда функция

e(g ) =

{
1 при g = e,

0 при g �= e.

Обратно, пусть L1(G) содержит единицу e(g ); докажем сначала, что
тогда меры непустых открытых множеств имеют положительную ниж-
нюю грань. Действительно, в противном случае существовала бы
окрестность U единицы группы G такая, что

∫
U

|e(g )| dμl(g ) < ε (см. XI

п. 10 § 6). Но тогда, выбирая симметричную окрестность V единицы

и
Jl(a1(g1) b1(g

−1
1 g2)) = Jl(a2(g1) b2(g

−1
1 g2)) = Il(a)Il(b).

Действительно, функция a1(g1) b1(g
−1
1 g2) есть предел неубывающей последова-

тельности полунепрерывных снизу, а функция a2(g1) b2(g
−1
1 g2) — невозрастаю-

щей последовательности полунепрерывных сверху функций на G ×G, и потому
для функции a2(g1) b2(g

−1
1 g2) из существования повторного интеграла следует

существование кратного интеграла (см. I п. 18 § 6 и п. а) в доказательстве
предложения X п. 18 § 6). Следовательно,

Jl(a2(g1) b2(g
−1
1 g2)) = Il(a2)Il(b2) = Il(a)Il(b) < ∞.

Так как a1(g1) b1(g
−1
1 g2) Jl-измерима и a1(g1) b1(g

−1
1 g2) � a2(g1) b2(g

−1
1 g2), то

также a1(g1) b1(g
−1
1 g2) ∈ L1(Jl), и потому Jl(a1(g1) b1(g

−1
1 g2)) = Il(a)Il(b1).

Но тогда из (3) следует, что a(g1) b(g−1
1 g2) Jl-измерима и существует

Jl(a(g1) b(g−1
1 g2)) = Il(a)Il(b), так что утверждение доказано для a � 0, b � 0,

a, b ∈ L1(G). Отсюда легко следует справедливость утверждения для любых
a, b ∈ L1(G).
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группы, удовлетворяющую условию V 2 ⊂ U , мы имели бы для харак-
теристической функции ξV (g ) множества V :

ξV (g ) = (e · ξV )(g ) =
∫
e(g ′) ξV (g ′−1g ) dμl(g

′) =

=
∫

gV

e(g ′) dμl(g
′) �

∫

U

|e(g ′)| dμl(g ′) < ε

при g ∈ V , что противоречит равенству ξV (g ) = 1.

Итак, мера каждого непустого открытого множества остается боль-
шей некоторого a > 0. Но тогда открытое множество, замыкание кото-
рого бикомпактно, может состоять только из конечного числа элемен-
тов, ибо в противном случае его мера была бы больше na при любом
натуральном n. Следовательно, каждая отдельная точка есть открытое
множество и группа G дискретна.

Таким образом, отбрасывая случай дискретной группы, мы можем
считать, что L1(G) не содержит единицы. Присоединив к L1(G) еди-
ницу, получим банахово симметричное кольцо с единицей, которое мы
обозначим через R(G) и будем называть групповым кольцом груп-
пы G.

Если же группа G дискретна, то ее групповым кольцом мы будем
считать L1(G), так что в этом случае R(G) = L1(G).

2. Некоторые свойства группового кольца.
I. При x ∈ L1(G) элементы

xg0(g ) = x(gg0), xg0(g ) = x(g−1
0 g )

кольца L1(G) являются непрерывными функциями от g0 в смысле
нормы в L1(G).

До к а з а т е л ь с т в о. В силу V п. 3 § 27 утверждение справедливо
для всех функций x ∈ L(G); с другой стороны, L(G) плотно в L1(G)
(см. п. 7 § 6). Поэтому, выбирая сначала x′ ∈ L(G) так, чтобы было

‖x− x′‖1 < ε

3
, а затем окрестность U единицы так, чтобы при g ∈ Uh

было ‖x′g − x′h‖ < ε

3
, имеем

‖xg − xh‖1 � ‖xg − x′g‖1 + ‖x′g − x′h‖1 + ‖x′h − xh‖1 < ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε.

II. В кольце L1(G) есть множество, аппроксимирующее единицу.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Каждой окрестности U единицы поставим
в соответствие неотрицательную функцию zU ∈ L1(G), равную нулю
вне U и такую, что

∫
zU (g ) dμ(g ) = 1. Функции zU образуют множе-

ство, аппроксимирующее единицу. Действительно, при x ∈ L1(G)

(zU · x)(g ) =
∫
zU (g1)x(g

−1
1 g ) dμ(g1),
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т. е.
zU · x =

∫
zU (g1)xg1 dμ(g1).

Отсюда

‖zU · x− x‖1 �
∫
zU (g1)‖xg1 − x‖1 dμ(g1) =

∫

U

zU (g1)‖xg1 − x‖1 dμ(g1).

Выберем U так, чтобы при g1 ∈ U было ‖xg1 − x‖1 < ε (см. I); тогда

‖zU · x− x‖1 � ε
∫

U

zU (g1) dμ(g1) = ε.

Аналогично доказывается, что ‖x · zU − x‖1 → 0; доказательство лишь
несколько осложняется необходимостью введения функции λ(g ) (см.
п. 5 § 27), и мы предоставляем читателю его подробное проведение.

З а м е ч а н и е 1. Утверждения предложений I и II остаются
справедливыми, если в них заменить пространство L1(G) простран-
ством L2(G) (беря при этом U с бикомпактным замыканием U).
В частности, для любой функции x ∈ L2(G)

‖x− x · zU‖2 < ε

при надлежащем выборе окрестности U единичного элемента.

З а м е ч а н и е 2. Если x ∈ L(G), то для любого ε > 0 существует
окрестность U единицы такая, что

|(zU · x)(g ) − x(g )| < ε для всех g ∈ G.

Действительно, выбирая U такой, что U бикомпактно и |x(g−1
1 g ) −

− x(g )| < ε при g1 ∈ U (см. V п. 3 § 27), имеем

|(zU · x)(g ) − x(g )| =

=
∣∣∣∫
U

zU (g1)[x(g
−1
1 g ) − x(g )] dμ(g1) θ

∣∣∣ < ε
∫

U

zU (g1) dμ(g1) = ε.

III. Если x1, x2 ∈ L2(G), то (x1 · x2)(g ) есть непрерывная функция
от g .

Док а з а т е л ь с т в о. Положим y(g ) = x(g−1). В силу предыдущего

замечания 1 элемент yg0(g ) = y(g−1
0 g ) = x2(g−1g0) есть непрерывная

функция от g0 в смысле нормы в L2(G), и потому скалярное произве-
дение

(x1, yg0)2 =
∫
x1(g ) yg0(g ) dμl(g ) =

=
∫
x1(g )x2(g

−1g0) dμl(g ) = (x1 · x2)(g0)
есть непрерывная функция от g0.
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IV. Замкнутое подпространство I в L1(G) есть левый (правый)
идеал в L1(G) тогда и только тогда, когда оно инвариантно отно-
сительно левых (правых) сдвигов.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть zU — та же, что и в предложении II.
Если I — левый идеал в L1(G) и x ∈ I, то также zUg0x ∈ I. Но

xUg0 · x(g ) =
∫
zU (g−1

0 g ′)x(g ′−1g ) dμ(g ′) =

=
∫
zU (g ′)x(g ′−1g−1

0 g ) dμ(g ′) = (zu · x)g0(g ).

Отсюда в силу II
zUg0 · x = (zU · x)g → xg ;

следовательно, xg ∈ I, т. е. I инвариантно относительно левых сдвигов.
Обратно, пусть I инвариантен относительно любого левого сдвига

и x ∈ I. Предположим сначала, что z′ ∈ L(G) и обращается в нуль
вне бикомпактного множества Q. Тогда функция z′(g1)xg1 непрерывна
по норме в L1 (в силу I) и обращается в нуль вне Q. Следовательно.
повторяя обычные рассуждения, можно показать, что

z′ · x =
∫

G

z′(g1)xg1 dμ(g1) =
∫

Q

z′(g1)xg1 dμ(g1)

есть предел по норме конечных сумм вида∑
k

z′(gk)xgk
μ(Δk) ∈ I,

и потому z′ · x ∈ I в силу замкнутости I. Но так как L(G) плотно
в L1(G) (см. п. 7 § 6), то для всякой функции z ∈ L1(G) и всякого
ε > 0 существует функция z′ ∈ L(G) такая, что ‖z′ − z‖1 < ε. Тогда
‖z′ · x− z · x‖1 < ε‖x‖ и, следовательно, z · x ∈ I. Аналогично доказы-
вается утверждение относительно правого идеала.

V. Групповое кольцо локально бикомпактной топологической
группы есть приведенное кольцо.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любой функции a ∈ L1(G) определим
оператор Aa в гильбертовом пространстве L2(G), положив

Aaξ = a · ξ для ξ ∈ L2(G). (1)

Докажем, что Aa ограничен. Для этого положим Tg1ξ = ξ(g−1
1 g );

оператор Tg1 унитарен, ибо он взаимно однозначно отображает L2(G)
на самое себя и изометричен в силу

‖Tg1ξ‖22 =
∫
|ξ(g−1

1 g )|2 dμ(g ) =
∫
|ξ(g )|2 dμ(g ) = ‖ξ‖22.

Формулу (1) можно переписать в виде

Aaξ =
∫
a(g1)Tg1ξ dμ(g1),
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откуда

‖Aaξ‖2 �
∫
|a(g1)| ‖Tg1ξ‖2 dμ(g1) =

∫
|a(g1)| dμ(g1) · ‖ξ‖2 = ‖a‖1 · ‖ξ‖2.

Следовательно, Aa ограничен и |Aa| � ‖a‖1. Легко проверить, что
соответствие a→ Aa есть представление кольца L1(G).

Положив

λe+ a→ λ1 +Aa,

мы получим представление всего кольца R(G). Поэтому для любой
функции ξ ∈ L2(G)

f(λe+ a) = λ(ξ, ξ) + (Aaξ, ξ)

есть положительный функционал в кольце R(G).
Пусть f(a∗a) = 0 для любого положительного функционала f ; то-

гда, в частности, ‖Aaξ‖2 = 0 для всех ξ ∈ L2(G). Это означает, что,
какова бы ни была функция ξ ∈ L2(G),

∫
a(g1) ξ(g

−1
1 g ) dμ(g1) = 0

для почти всех g ∈ G. Отсюда, беря в качестве ξ характеристиче-
скую функцию произвольного суммируемого множества, заключаем,
что a(g ) = 0 почти всюду на G. Если поэтому a �= 0, то среди функ-
ционалов f(x) = (Axξ, ξ) существует такой, для которого f(a∗a) �= 0.
Если же a = 0, λ �= 0, то таким функционалом будет f(λe+ a) = λ. Тем
самым кольцо R(G) — приведенное.

Одновременно мы доказали следующее предложение:
VI. Если x1 ∈ L1(G), x2 ∈ L2(G), то x1x2 ∈ L2(G).

VII. Групповое кольцо локально бикомпактной группы полупро-
стое.

Действительно, радикал всегда содержится в приводящем идеале
(см. VII п. 2 § 18); последний же есть {0} в силу V.

В статьях Венделя [1, 2], Гринлифа [1], Стричартца [1], Эд-
вардса [5] и др. авторов исследованы гомоморфизмы и изоморфизмы
групповых колец L2(G) (и Lp(G), если G бикомпактна). Стричартц
[1] доказал, что всякий изометрический изоморфизм U колец Lp(G1)
на Lp(G2) (G1, G1 бикомпактны при p �= 1) при p �= 2 имеет вид
(Uf)(g ) = Jχ(g ) f(Ag ), где A : G2 → G1 — изоморфизм топологиче-
ских групп, χ(g ) — гомоморфизм топологической группы G2 на группу
вращений окружности, J — константа = 1 при p �= 1.
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§ 29. Унитарные представления локально
бикомпактной группы и их связь с представлениями

группового кольца

1. Унитарные представления группы. Унитарным представле-
нием группы G называется всякий гомоморфизм группы G в груп-
пу унитарных операторов в некотором гильбертовом пространстве H.
Другими словами, унитарное представление есть отображение g → Ug

группы G в группу унитарных операторов U , при котором

Ug1Ug2 = Ug1g2 , Ue = 1.

Пусть G — локально бикомпактная группа. Унитарное представ-
ление группы G называется слабо измеримым, соответственно слабо
непрерывным, если функция

ϕ(g ) = (Ug ξ, η)

измерима, соответственно непрерывна, для любых векторов ξ, η ∈ H.
Унитарное представление называется непрерывным при g = g0, если

|Ug ξ − Ug0ξ| → 0 при g → g0

для всех векторов ξ ∈ H.
Если представление непрерывно при g = e, то оно непрерывно для

всех других g . Действительно, это следует из равенства

|Ug ξ − Ug0ξ| = |Ug0(Ug−1
0

g ξ − ξ)| = |Ug−1
0

g ξ − ξ|.

2. Связь между представлениями группы и группового кольца.
Пусть x → Ax — представление группового кольца R(G) в простран-
стве H. Обозначим через N совокупность всех векторов ξ таких, что

Aaξ = 0 для всех a ∈ L1(G).

N есть инвариантное подпространство.
Действительно, пусть x = λe+ a1, a1 ∈ L1(G). Тогда

ax = a(λe+ a1) = λa+ aa1 ∈ L1(G).

Следовательно,

AaAxξ = Aaxξ = 0 для ξ ∈ N.

Это означает, что из ξ ∈ N следует Axξ ∈ N для всех x ∈ R(G),
т. е. что N — инвариантное подпространство. В этом инвариантном
подпространстве N представление имеет тривиальный вид

Aλe+a = λ1. (1)

Представление, определенное формулой (1), называется вырожден-
ным. Соответствующее представление кольца L1(G) также называется
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вырожденным; оно переводит все элементы кольца L1(G) в нуль. Если
N �= (0), то мы можем ограничиться рассмотрением нашего представ-
ления только в H � N. В дальнейшем мы будем предполагать, что это
отщепление подпространства N уже произведено, т. е. что N = (0).
В этом случае мы будем говорить, что данное представление x → Ax
не содержит вырожденного представления.

Те о р е м а 1. Каждому представлению x → Ax группового коль-
ца R(G), не содержащему вырожденного представления, отвечает
непрерывное унитарное представление g → Ug группы G. Обратно,
каждому слабо непрерывному унитарному представлению g → Ug

группы G отвечает представление x → Ax ее группового кольца
R(G), не содержащее вырожденного представления. Эти представ-
ления связаны между собой формулой 1)

Aλe+a = λ1 +
∫
a(g )Ug dμ(g ).

Док а з а т е л ь с т в о. Достаточно доказать теорему для цикличе-
ского представления, ибо всякое представление есть прямая сумма цик-
лических. Итак, пусть x→ Ax есть циклическое представление кольца
R(G); обозначим через ξ0 циклический вектор этого представления.
Пусть a = a(g ) → L1(G); положим ag0(g ) = a(g−1

0 g ). Очевидно, ag0
также ∈ L1(G).

Докажем, что
b∗g0 · ag0 = b∗ · a (2)

для любых двух элементов a, b из L1(G). Действительно, в силу
соотношения (32) п. 5 § 27 и левой инвариантности меры,

b∗ · a =
∫
b(g−1

1 )λ(g−1
1 ) a(g−1

1 g ) dμ(g1) =
∫
b(g1) a(g1g ) dμ(g1) =

=
∫
b(g−1

0 g1) a(g
−1
0 g1g ) dμ(g1) =

∫
bg0(g1) ag0(g1g ) dμ(g1) = b∗g0 · ag0 .

Обозначим через H′ совокупность всех элементов ξ вида ξ = Aaξ0,
a ∈ L1(G). H′ плотно в H. Действительно, в противном случае суще-
ствует вектор ξ1 �= 0, ортогональный к H′, т. е.

(ξ1, Aaξ0) = 0

для всех a ∈ L1(G). Положим в этом равенстве a = b∗ · x, где x ∈ R(G),
g ∈ L1(G). Мы получим тогда

(Abξ1, Axξ0) = (ξ1, Ab∗·xξ0) = 0.

Таким образом, вектор Abξ1 ортогонален ко всем векторам Axξ0,
x ∈ R(G). Так как ξ0 — циклический вектор, то векторы Axξ0 образуют
множество, плотное в H. Следовательно, Abξ1 = 0 для всех b ∈ L1(G).

1) По поводу интегрирования операторных функций см. п. 19 § 6.
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Это означает, что ξ1 ∈ N. Последнее же противоречит нашему основ-
ному предположению, что N = (0).

Итак, H′ плотно в H. Введем теперь в H′ оператор Ug0 , положив для
ξ = Aaξ0, a ∈ L1(G)

Ug0ξ = Aag0 ξ0.

Это определение не зависит от выбора a. Действительно, если ξ =
= Aaξ0 = Abξ0, a, b ∈ L1(G), то Aa−bξ0 = 0, и потому Acξ0 = 0 для
всех c из замкнутого левого идеала I в L1(G), порожденного элемен-
том a − b. Но тогда также ag0 − bg0 ∈ I (см. IV п. 2 § 28) и потому
Aag0 ξ0 = Abg0 ξ0 = Ug0ξ. Оператор Ug0 отображает H′ на себя. Кроме то-
го, оператор Ug0 изометричен. Действительно, из равенства (2) следует,
что

(Ug0ξ, Ug0ξ) = (Aag0 ξ0, Aag0 ξ0) = (Aa∗g0 ·ag0
ξ0, ξ0) =

= (Aa∗·aξ0, ξ0) = (Aaξ0, Aaξ0) = (ξ, ξ).

Поэтому оператор Ug0 продолжается, и притом единственным образом,
до унитарного оператора в пространстве H.

Очевидно, ag1g2 = (ag2)g1 . Отсюда следует, что Ug1g2 = Ug1Ug2 . По-
этому отображение g → Ug есть унитарное представление группы G

в пространстве H.
Это представление непрерывно. Действительно, в силу I п. 2 § 28

‖ag0 − a‖1 =
∫
|a(g−1

0 g ) − a(g )| dμ(g ) → 0 при g0 → e.

С другой стороны, всякое представление банахова симметричного коль-
ца непрерывно (см. теорему 1 п. 3 § 17); следовательно, также

|Aag0 − Aa| → 0 при g0 → e.

Отсюда
|Aag0 ξ0 −Aaξ0| → 0 при g0 → e,

т. е.
|Ug0ξ − ξ| → 0 при g0 → e

для всех элементов ξ из H′. Так как H′ плотно в H и |Ug | = 1, то это
соотношение имеет место во всем пространстве H.

Тем самым доказана непрерывность представления g → Ug на эле-
менте g = e, следовательно, и на любом другом элементе.

Посмотрим теперь, как из этого представления группы G получает-
ся исходное представление группового кольца.

Пусть a0(g ) ∈ L1(G). Положим

Ba0 =
∫
a0(g )Ug dμ(g ).

Докажем, что Aa0 = Ba0 . Положим

f(x) = (Axξ0, ξ0).



444 Гл. VI. Групповые кольца

Тогда при ξ = Aaξ0, η = Abξ0, a, b ∈ L1(G)

(Ba0ξ, η) =
∫
a0(g1)(Ug1ξ, η) dμ(g1) =

=
∫
a0(g1)(Ug1Aaξ0, Abξ0) dμ(g1) =

=
∫
a0(g1)(Ab∗Aag1 ξ0, ξ0) dμ(g1) =

∫
a0(g1) f(b∗ · ag1) dμ(g1).

Так как f — непрерывный функционал в L1(G), то последнее выраже-
ние равно f (b∗ · ∫ a0(g1) ag1 dμ(g1)). С другой стороны,

∫
a0(g1) ag1 dμ(g1) =

∫
a0(g1) a(g

−1
1 g ) dμ(g1) = a0 · a.

Поэтому

(Ba0ξ, η) = f(b∗a0a) = (Ab∗a0aξ0, ξ0) = (Aa0Aaξ0, Abξ0) = (Aa0ξ, η).

Так как рассматриваемые векторы ξ, η образуют в H плотное мно-
жество, то отсюда следует, что Aa0 = Ba0 .

Итак, Aa0 =
∫
a0(g )Ug dμ(g ), следовательно,

Aλe+a = λ1 +
∫
a(g )Ug dμ(g ). (3)

Мы доказали, таким образом, что каждому представлению группового
кольца R(G), не содержащему вырожденного представления, отвечает
представление группы G, из которого это представление кольца R(G)
получается по формуле (3).

Обратно, пусть Ug — слабо непрерывное унитарное представление
группы G. Положим для a ∈ L1(G)

(Aaξ, η) =
∫
a(g )(Ugξ, η) dμ(g ). (4)

Это равенство определяет ограниченный оператор Aa в H, ибо∣∣∣∫ a(g )(Ugξ, η) dμ(g )
∣∣∣ � ∫

|a(g )| dμ(g ) · |ξ| · |η|.

Легко видеть, что соответствие a → Aa есть представление кольца
L1(G). Положив

Aλe+a = λ1 +Aa, a ∈ L1(G),

получим представление кольца R(G). При этом N = (0), т. е. представ-
ление x→ Ax не содержит вырожденного представления. Действитель-
но, если ξ �= 0, то (ξ, ξ) �= 0. Выберем окрестность V единицы группы G

так, чтобы V было бикомпактно, μ(V ) � 1 и |(Ug ξ, ξ)− (ξ, ξ)| < 1

2
(ξ, ξ)
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при g ∈ V . Если тогда a(g ) — характеристическая функция множе-
ства V , то

|(Aaξ, ξ) − (ξ, ξ)| =
∣∣∣∫
V

(Ug ξ, ξ) dμ(g ) − (ξ, ξ)
∣∣∣ �

�
∫

V

|(Ug ξ, ξ) − (ξ, ξ)| dμ(g ) + [1− μ(V )](ξ, ξ) �

�
1

2
μ(B)(ξ, ξ) + [1− μ(V )](ξ, ξ) < (ξ, ξ),

и потому Aaξ �= 0. Теорема полностью доказана.

В силу этой теоремы построенному только что представлению коль-
ца R(G) отвечает непрерывное унитарное представление группы G —
обозначим его U ′

g — такое, что

Aa =
∫
a(g )U ′

g dμ(g ), a ∈ L1(G).

Но тогда
(Aaξ, η) =

∫
a(g )(U ′

gξ, η) dμ(g ).

Сличение с равенством (4) дает∫
a(g )(Ugξ, η) dμ(g ) =

∫
a(g )(U ′

gξ, η) dμ(g ).

Это равенство имеет место для произвольной суммируемой функции
a(g ); следовательно, для почти всех g

(Ug ξ, η) = (U ′
g ξ, η). (5)

Но обе части (5) — непрерывные функции на G, и потому (5) имеет
место для всех g ∈ G. Тем самым доказано

С л е д с т в и е 1. Каждое слабое непрерывное унитарное пред-
ставление группы G есть ее непрерывное представление.

З а м е ч а н и е 1. Если пространство представления сепарабельно,
то второе утверждение теоремы 1 справедливо для слабо измеримых
представлений g → Ug и Ug = U ′

g для почти всех g ∈ G. Действи-
тельно, нужно только показать, что N = (0). Пусть {ξn} — полная
ортонормальная система в G. Если ξ ∈ N, то

∫
a(g )(Ugξ, ξm) dμ(g ) = 0

для всех a ∈ L1(G), и потому (Ug ξ, ξm) = 0 для всех g ∈ G − Sm, где
μ(Sm) = 0. Но тогда (Ug ξ, ξm) = 0 для m = 1, 2, 3, . . ., если g ∈ G− S,

где S =
∞⋃
m=1

Sn также μ-меры нуль. Так как {ξn} полна, то отсюда

следует, что Ug ξ = 0 при ξ ∈ G − S, и потому ξ = 0. Далее, в силу
(5) (Ug ξn, ξm) = (U ′

g ξn, ξm) при g ∈ G − γnm, где μ(γnm) = 0. Поэтому
(Ug ξn, ξm) = (U ′

g ξn, ξm) для всех n, m = 1, 2, . . . при G − ⋃
nm

γnm, т. е.

почти всюду на G.
Следовательно, Ug = U ′

g почти всюду на группе G.
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Таким образом, доказано
С л е д с т в и е 2. В сепарабельном гильбертовом пространстве

всякое слабо измеримое унитарное представление группы G почти
всюду совпадает с ее непрерывным унитарным представлением.

З а м е ч а н и е 2. В формулировке теоремы 1 кольцо R(G) можно,
очевидно, заменить кольцом L1(G); при этом представление a → Aa
кольца L1(G) естественно назвать вырожденным, если Aa = 0 для всех
a ∈ L1(G).

3. Теорема полноты. Для унитарного представления группы G

можно, так же как и для представления кольца, ввести понятие инва-
риантного подпространства, неприводимости и эквивалентности.

Легко убедиться в справедливости следующего предложения:
Подпространство M инвариантно по отношению к унитарно-

му 1) представлению g → Ug группы G тогда и только тогда, когда
оно инвариантно по отношению к соответствующему представле-
нию x→ Ax группового кольца R(G).

Отсюда следует, что унитарное представление группы G неприво-
димо тогда и только тогда, когда неприводимо соответствующее
представление группового кольца R(G).

Далее, легко также проверить, что
Два унитарных представления группы G эквивалентны тогда

и только тогда, когда эквивалентны соответствующие представ-
ления группового кольца.

Из этих предложений следует, что результаты пп. 1, 2, 6 § 17 и § 21
переносятся на унитарные представления групп.При этом прямая сум-
ма унитарных представлений группы определяется аналогично тому,
как это делается для прямой суммы представлений кольца.

Система представлений группы G называется полной, если для
любого элемента g0 �= e группы G существует представление g → Ug

из этой системы такое, что Ug0 �= 1.

Те о р е м а 2. Всякая локально бикомпактная группа обладает
полной системой неприводимых унитарных представлений.

Действительно, существует элемент a ∈ L1(G) такой 2), что ag0 −− a �= 0. Согласно теореме 3 п. 4 § 19 существует неприводимое пред-
ставление x → Ax группового кольца R(G), для которого Aag0−a �= 0,
т. е. aag0 �= Aa. Поэтому существует вектор ξ0, удовлетворяющий усло-
вию

Aag0 ξ0 �= Aaξ0.

1) В дальнейшем в пп. 3 и 4 термин «унитарное представление» будет обо-
значать непрерывное унитарное представление.

2) Достаточно, например, взять в качестве функции a характеристическую
функцию окрестности V единицы, удовлетворяющей условиям: 1) V биком-
пактно; 2) g0V ∩ V = ∅.
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Положим Aaξ0 = ξ, Aag0 ξ0 = Ug0ξ; тогда последнее неравенство прини-
мает вид

Ug0ξ �= ξ.

Следовательно, неприводимое унитарное представление g → Ug , по-
строенное по представлению x → Ax кольца R(G), удовлетворяет по-
ставленным требованиям.

4. Примеры. а). Ун и т а р ны е п р ед с т а в л е н и я г р у п пы л и-
н е й ны х п р е о б р а з о в а н и й п р я м о й. Пусть Gr — группа линей-
ных преобразований y = αx+ β вещественной оси, где α — произволь-
ное положительное число, β — произвольное вещественное число (см.
пример 5 п. 1 § 27). Эта группа содержит следующие две коммутатив-
ные подгруппы:

1) группа T сдвигов x→ x+ β; ее элементы обозначим tβ ;
2) группа S растяжений x→ αx; ее элементы обозначим sα.
Всякий другой элемент группы Gr выражается в виде произведения

элемента из T на элемент из S. Поэтому представление группы Gr бу-
дет задано, если будут известны операторы Tβ и Sα, соответствующие
элементам tβ и sα этих подгрупп.

Группа Gr имеет серию одномерных представлений, которые полу-
чаются, если положить

Tβ = 1, Sα = χ(α) 1,

где χ(α) = αiρ и ρ — произвольное вещественное число. Различным
значениям ρ отвечают неэквивалентные представления этой серии.

Построим теперь неодномерные представления группы Gr. Обозна-
чим для этого через H+ совокупность всех функций ϕ(λ) с сумми-
руемым квадратом в интервале 0 � λ < ∞ с обычными операциями
и скалярным произведением. Каждому элементу g : x → αx + β груп-
пы Gr поставим в соответствие оператор

U+
g ϕ(λ) = eiλβϕ(λα) · α 1

2

в пространстве H+. В частности,

T+
β ϕ(λ) = eiλβϕ(λ), S+

α ϕ(λ) = ϕ(λα) · α 1
2 .

Легко видеть, что U+
g — унитарный оператор в H+ и что g → U+

g

есть представление группы Gr. Это представление неприводимо. Дей-
ствительно, пусть A — оператор в H+, перестановочный со всеми
операторами U+

g ; требуется доказать, что он кратен единице. A пере-

становочен со всеми операторами T+
β , т. е. с операторами умножения

на eiλβ . Следовательно, он перестановочен со всеми линейными комби-
нациями таких операторов и их пределами в смысле слабой топологии
в B(H) (см. пример 2 п. 3 § 8), т. е. с любым оператором умножения
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на существенно ограниченную функцию 1). Но тогда A сам есть опе-
ратор умножения на существенно ограниченную измеримую функцию
(см. IV п. 5 § 26):

Aϕ(λ) = ω(λ)ϕ(λ),

где ω(λ) — существенно ограниченная измеримая функция. Отсюда

AS+
α ϕ(λ) = ω(λ)ϕ(λα)α

1
2 ,

S+
αAϕ(λ) = ω(λα)ϕ(λα)α

1
2 .

Поэтому из перестановочности операторов S+
α и A следует, что

ω(λα) = ω(λ) для почти всех λ. Это возможно только, когда ω(λ) =
= const; следовательно, A есть оператор умножения на константу, т. е.
кратен единице. Тем самым неприводимость представления g → U+

g

доказана.
Аналогично можно рассмотреть совокупность H− всех измеримых

функций ϕ(λ) с суммируемым квадратом в интервале −∞ < λ � 0.
Положив

U−
g ϕ(λ) = eiλβϕ(λα)α

1
2 ,

мы также получим неприводимое представление g → U−
g группы Gr.

Можно показать, что всякое неприводимое унитарное представле-
ние группы Gr эквивалентно одному из представлений одномерной
серии или одному из представлений U+

g , U−
g . Кроме того, оказывается,

что всякое унитарное представление группы Gr разлагается в прямой
интеграл представлений, эквивалентных этим неприводимым представ-
лениям (по поводу доказательства этих предложений см. Гельфанд
и Наймарк [3]).

1) Действительно, пространство L∞(−∞, ∞) является сопряженным
к L1(−∞, ∞) (п. 16 § 6), причем линейные комбинации функций eiλβ об-
разуют в L∞(−∞, ∞) плотное множество в смысле слабой топологии; это

следует из того, что при x(λ) ∈ L1(−∞, ∞) равенство
∞∫

−∞

x(λ) eiλβ dλ = 0

для всех вещественных β возможно, лишь когда x = 0 (см. II п. 11 § 3).
Следовательно, для любой функции f(λ) ∈ L∞(−∞, ∞) и любых ε > 0,

x(λ) ∈ L1(−∞, ∞) существует линейная комбинация f1(λ) =
n∑

ν=1

cνeiλβν та-

кая, что
∣∣∣ ∞∫
−∞

[f(λ) − f1(λ)]x(λ)dλ
∣∣∣ < ε. Положив здесь x(λ) = y(λ) z(λ), где

y, z ∈ L2(−∞, ∞), получим
∣∣∣ ∞∫
−∞

[f(λ) − f1(λ)] y(λ) z(λ) dλ
∣∣∣ < ε. Это означает,

что оператор умножения на f(λ) есть предел в слабой операторной топологии

операторов умножения на f1(λ) =
n∑

ν=1

cνeiλβν .
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Если перейти от функций ϕ(λ) к их преобразованиям Фурье:

f(x) =
1√
2π

∞∫
−∞

ϕ(λ) eiλx dλ,

то пространства H+, H− отобразятся на пространства H+, H− функ-
ций f(x) с суммируемым квадратом на оси −∞ < x < +∞, являю-
щихся предельными значениями функций, аналитических в верхней,
соответственно нижней, полуплоскости. При этом в каждом из этих
пространств операторы U+

g и U−
g будут задаваться одной и той же

формулой

U±
g f(x) = α−

1
2 f(α−1(x+ β)).

б). Ун и т а р н ы е п р е д с т а в л е н и я с о б с т в е н н о й г р у п п ы

Лор е н ц а. Обозначим через G2 группу всех матриц g =

(
α β

γ δ

)
второго порядка с комплексными элементами, определитель которой
равен единице. Каждой такой матрице g поставим в соответствие
матрицу

a =

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
R(αδ + γβ) −J(αδ − γβ) R(αγ − βδ) R(αγ + βδ)

J(αδ + γβ) R(αδ − γβ) J(αγ − βδ) J(αγ + βδ)

R(αβ − γδ) −J(αβ − γδ)
αα − ββ − γγ + δδ

2

αα + ββ − γγ − δδ

2

R(αβ + γδ) −J(αβ + γδ)
αα − ββ + γγ − δδ

2

αα + ββ + γγ + δδ

2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
четвертого порядка с вещественными коэффициентами. Легко прове-
рить, что отображение g → a есть гомоморфизм группы G2 на группу
всех матриц a четвертого порядка с вещественными коэффициентами,
оставляющих инвариантными квадратическую форму ξ21 + ξ22 + ξ23 − ξ24
и удовлетворяющих условиям: det a = 1, a44 � 1 (см., например, Най-
марк [12], § 9). Эта группа называется собственной группой Лоренца.
Ядро гомоморфизма g → a состоит из матриц(

1 0

0 1

)
,

( −1 0

0 −1

)
,

поэтому матрицы

(
α β

γ δ

)
,

( −α −β
− γ −δ

)
, и только они, отображают-

ся на одну и ту же матрицу a.
Отсюда следует, что каждому унитарному представлению a → Ua

собственной группы Лоренца можно поставить в соответствие унитар-
ное представление g → Ug группы G2. Именно, достаточно положить
Ug = Ua, где a есть образ элемента g . Обратно, каждому унитарному

15 Наймарк М.А.
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представлению g → Ug группы G2 можно поставить в соответствие од-
нозначное или двузначное 1) унитарное представление группы Лоренца.
Поэтому вместо представлений группы Лоренца можно рассмотреть
представления группы G2. Эти представления можно описать следую-
щим образом.

Обозначим через H совокупность всех измеримых функций f(z) =
= f(x+ iy) с суммируемым квадратом на всей комплексной плоскости.
Введем в H обычным образом операции сложения, умножения на число
и скалярного умножения. Тогда H станет гильбертовым пространством.

Положим для f(z) ∈ H

Ugf(z) = |βz + δ|n+iρ−2(βz + δ)−nf
(

αz + γ

βz + δ

)
, (1)

где n — произвольное целое, а ρ — произвольное вещественное число.
Ug — унитарный оператор в H. Действительно,

|Ugf |2 =

∫
|Ugf(z)|2 dx dy =

∫
|βz + δ|−4

∣∣∣f (αz + γ

βz + δ

)∣∣∣2 dx dy;
|f |2 =

∫
|f(z1)|2 dx1 dy1 =

∫
|βz + δ|−4

∣∣∣f (αz + γ

βz + δ

)∣∣∣2 dx dy;
последнее равенство получается, если сделать подстановку z1 =

αz + γ

βz + δ
.

Таким образом, |Ugf |2 = |f |2; кроме того, оператор Ug взаимно од-
нозначно отображает H на себя; следовательно, Ug — унитарный
оператор. Легко видеть, что g → Ug есть унитарное представление
группы G2. Итак, каждая пара чисел (n, ρ) определяет представление
группы G2. Совокупность всех этих представлений называется основ-
ной серией представлений группы G2.

Все представления основной серии неприводимы.
Для доказательства перейдем от функций f(z) к преобразованиям

Фурье по x и y:

ϕ(w) =
1

2π

∫
f(z) eiR(zw) dx dy.

Далее, обозначим через sβ и tδ элементы группы G2, равные

(
1 β

0 1

)
и

(
1

δ
0

0 δ

)
соответственно. Будем рассматривать оператор Ug как

оператор в пространстве функций ϕ(w); тогда из общей формулы (1)

1) Это означает, что каждому элементу g ∈ G2 отвечают два оператора U (k)
g ,

k = 1, 2, причем U (k)
g1 U (l)

g0 = U (j)
g1g2 при любых g1, g2 ∈ G, k, l = 1, 2 и некотором

j = 1, 2, зависящем от k и l.
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следует, что

Usβ
ϕ(w) = e−iR(βw)ϕ(w),

Utδϕ(w) = |δ|n+iρ+2δ−nϕ(wδ
2
).

Всякий ограниченный оператор A, перестановочный со всеми операто-
рами Ug , перестановочен, в частности, со всеми операторами Usβ

и Utδ .
Отсюда, как и в примере а), следует, что A есть оператор умножения на
число, т. е. кратен единице. Тем самым неприводимость представления
Ug доказана.

Группа G2 имеет еще другие неприводимые унитарные представ-
ления, не эквивалентные представлениям основной серии. Их можно
описать следующим образом.

Пусть ρ — вещественное число из интервала 0 < ρ � 2 и H′
ρ —

совокупность всех измеримых функций f(z) = f(x+ iy) таких, что

|f(z)| � C(1 + |z|2)−1−
ρ
2

для некоторой константы C, зависящей от f . Введем в H′
ρ обычным

образом сложение и умножение на число; кроме того, определим в H′
ρ

скалярное произведение формулой

(f1, f2)ρ =
∫
|z1 − z2|−2+ρf1(z1) f2(z2) dx1 dy1 dx2 dy2.

Тогда при 0 < ρ < 2 все аксиомы скалярного произведения будут вы-
полнены. Действительно, в проверке нуждается только положительная
определенность, т. е. неравенство

(f , f)ρ � 0.

Для его доказательства достаточно перейти от функции f(z) к ее
преобразованию Фурье

ϕ(w) =
1

2π

∫
f(z) eiR(zw) dx dy;

тогда 1)

(f , f)ρ = 2−1+ρ
Γ
(

ρ

2

)
Γ
(
1− ρ

2

) ∫
|w|−ρ|ϕ(w)|2 du dv (w = u+ iv).

Таким образом, H′
ρ становится евклидовым пространством. Его по-

полнение обозначим через Hρ.
Введем теперь в H′

ρ оператор

U ′
gf(z) = |βz + δ|−2−ρf

(
αz + γ

βz + δ

)
. (2)

1) Подробный вывод этой формулы см. Наймарк [12], § 12.

15*
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Легко проверить, что U ′
g отображает H′

ρ на себя изометрически. Его
можно потому продолжить, и притом единственным образом, до уни-
тарного оператора во всем Hρ. Обозначим этот оператор снова через
U ′
g . Соответствие g → U ′

g есть унитарное представление группы G2

в пространстве Hρ. Каждому значению ρ из интервала 0 < ρ < 2
отвечает такое представление. Совокупность всех этих представлений
называется дополнительной серией представлений группы G2.

Все представления дополнительной серии неприводимы.
Доказательство аналогично доказательству неприводимости пред-

ставлений основной серии.
Представления дополнительной серии естественным образом при-

мыкают к представлениям основной серии при n = 0, ρ = 0. Формула
(2) для U ′

g получается формально из формулы (1) для Ug с n = 0, если
подставить в последнюю ρi вместо ρ. При ρ = 2 мы получаем

(f1, f2)2 =
∫
f1(z) dx dy

∫
f2(z) dx dy.

Таким образом, элемент f следует считать равным нулю, если∫
f(z) dx dy = 0; следовательно, H2 одномерно. Его элементы взаимно

однозначно определяются числами

ξ =
∫
f(z) dx dy.

При этом

U ′
g ξ =

∫
|βz + δ|−4f

(
αz + γ

βz + δ

)
dx dy =

∫
f(z) dx dy = ξ,

т. е. U ′
g — единичный оператор.

Итак, при ρ = 2 пространство Hρ одномерно и представление состо-
ит в том, что каждому элементу группы G2 ставится в соответствие
единичный оператор. Это представление называется единичным пред-
ставлением.

Можно показать, что всякое неприводимое унитарное представ-
ление группы G2, отличное от единичного, эквивалентно одному из
представлений основной или дополнительной серии 1), кроме того, вся-
кое унитарное представление группы G2 есть прямой интеграл таких
неприводимых представлений (см. Гельфанд и Наймарк [4]).

Отметим еще, что представления основной серии, отвечающие па-
рам (n, ρ) и (−n, −ρ), эквивалентны. Во всех остальных случаях
различные представления основной и дополнительной серий попарно
не эквивалентны.

1) По поводу обобщения этого результата на неунитарные представления см.
Наймарк [12], § 15. Другая реализация унитарных и неунитарных неприводи-
мых представлений группы G2 была затем дана в книге Гельфанда, Виленкина
и Граева [1] (см. также Д.П. Желобенко [1–3]).
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Обозначим через B совокупность всех унитарных матриц груп-
пы G2; очевидно, B — подгруппа группы G2. Представления основной
серии, соответствующие n = 0, обладают следующим свойством.

В пространстве H представления g → Ug существует вектор
f0 = f0(z), инвариантный по отношению ко всем операторам Uv,
v ∈ B.

Для доказательства заметим прежде всего, что всякая матрица
имеет вид

v =

(
α β

−β α

)
, |α|2 + |β|2 = 1.

В силу формулы (1) для оператора Ug условие инвариантности вектора
f0(z) дает

|βz + α|−2+iρf0

(
αz − β

βz + α

)
= f0(z). (2′)

Положив здесь z = 0, получим

|α|−2+iρf0

(
− β

α

)
= c,

где c = f0(0). Подставляя теперь z вместо − β

α
, имеем

|α|2 =
|α|2

|α|2 + |β|2 =
1

1 +
∣∣∣β
α

∣∣∣2 =
1

1 + |z|2 .

Следовательно,
f0(z) = c(1 + |z|2)−1+i

ρ
2 . (2′′)

Мы видим, что для данного представления в H существует один и,
с точностью до постоянного множителя, только один 1) инвари-
антный вектор f0(z).

Взяв c =
1√
π
, мы получим нормированный вектор

f0(z) =
1√
π

(1 + |z|2)−1+i
ρ
2 .

Положим теперь
ϕ(g ) = (Ugf0, f0).

1) Предыдущее рассуждение носит эвристический характер и служит для
нахождения вектора f0(z), так как a priori f(z) может быть разрывной,
и нельзя говорить о ее значении f(0). Нетрудно, однако, проверить непо-
средственно, что правая часть (2′′) удовлетворяет условию (2). С другой

стороны, полагая f0(z) = ω(z)(1 + |z|2)−1+i
ρ
2 и подставляя в (2′), находим, что

ω

(
αz − β

βz + α

)
= ω(z). Следовательно, ω(z) = const. Отсюда следует, что каждая

функция f0(z) из H, удовлетворяющая условию (2′), задается формулой (2′′).
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Функция ϕ(g ) называется сферической функцией, соответствующей
данному представлению g → Ug . Вычислим эту функцию. Прежде
всего заметим, что всякую матрицу g ∈ G2 можно представить в виде
g = vh, где v ∈ B, а h — положительно определенная эрмитова мат-
рица. Далее, матрицу h можно привести к диагональному виду, т. е.
представить в виде h = v−1

2 εv, где ε — диагональная матрица

ε =

(
λ−1 0

0 λ

)
, λ > 0

и v2 ∈ B.
Матрица ε определена матрицей g с точностью до перестановки

диагональных элементов. Следовательно, ее можно однозначно опре-
делить условием λ � 1. Это условие мы будем в дальнейшем считать
выполненным. Таким образом, окончательно имеем

g = v1εv2, v1, v2 ∈ B.

Отсюда в силу инвариантности вектора f0

ϕ(g ) = (Uv1UεUv2f0, f0) = (Uεuv2f0, U
∗
v1f0) = (Uεf0, f0) = ϕ(ε);

следовательно, достаточно вычислить ϕ(ε).
Так как

Uεf0(z) =
1√
π

(1 + |z|2λ−4)−1+i
ρ
2 λ−2+iρ,

то

ϕ(ε) =
1

π

∫
(1 + |z|2λ−4)−1+i

ρ
2 λ−2+iρ(1 + |z|2)−1−i

ρ
2 dx dy =

=
1

π
λ−2+iρ

2π∫

0

∞∫

0

(1 + r2λ−4)−1+i
ρ
2 (1 + r2)−1−i

ρ
2 r dr dθ =

= λ−2+iρ
∞∫

0

(1 + ξλ−4)−1+i
ρ
2 (1 + ξ)−1−i

ρ
2 dξ.

Сделав в последнем интеграле подстановку

x =
1− λ4

1 + ξ
,

мы получим

ϕ(ε) = λ−iρ+2(1− λ4)−1

1−λ4∫

0

(1− x)−1+
iρ
2 dx =

= −2λ−iρ+2(1− λ4)−1

iρ
(λ2iρ − 1) =

2

iρ

λiρ − λ−iρ

λ2 − λ−2
.
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В дальнейшем нам удобно будет в качестве параметра выбрать t = lnλ.
Тогда формула для ϕ(ε) примет вид

ϕ(ε) =
2 sin ρt

ρ sh 2t
. (3)

Аналогично можно было бы показать, что в пространстве Hρ пред-
ставления g → U ′

g дополнительной серии существует инвариантный
вектор относительно U ′

v, v ∈ B. Соответствующая сферическая функ-
ция имеет вид

ϕ(ε) =
2 sh ρt

ρ sh 2t
.

Впрочем, это нам в дальнейшем не понадобится 1).
в). П р и м е р н е в п о л н е с и м м е т р и ч н о г о г р у п п о в о г о

к о л ьц а. Обозначим через R(G2) групповое кольцо группы G2, рас-
смотренной в примере б). Мы покажем, что R(G2) не есть вполне
симметричное кольцо.

Для доказательства обозначим через L1(G2) совокупность всех
функций a(g ), суммируемых на G2, а через A′ — совокупность всех
функций a(g ) ∈ L1(G2), удовлетворяющих условию 2)

a(vg ) = a(gv) = a(g ) для всех v ∈ B.

A′ есть подкольцо кольца R(G2). Действительно, достаточно прове-
рить, что при a1, a2 ∈ A′ функция

a(g ) =
∫
a1(g1) a2(g

−1
1 g ) dμ(g1)

также принадлежит A′, причем dμ(g ) обозначает дифференциал дву-
сторонне инвариантной меры в G2. Но это следует из равенств

a(gv) =
∫
a1(g1) a2(g

−1
1 gv) dμ(g1) =

∫
a1(g1) a2(g

−1
1 g ) dμ(g1) = a(g ),

a(vg ) =
∫
a1(g1) a2(g

−1
1 vg ) dμ(g1) =

∫
a1(g1) a2(g

−1
1 g ) dμ(g1) = a(g ).

Поэтому совокупность элементов вида λe + a, a ∈ A′, есть (очевидно,
замкнутое) подкольцо с единицей кольца R(G2); обозначим это под-
кольцо A. Оно коммутативно. Действительно, достаточно доказать, что
при a1, a2 ∈ A′

∫
a1(g1) a2(g

−1
1 g ) dμ(g1) =

∫
a2(g1) a1(g

−1
1 g ) dμ(g1). (4)

1) По поводу обобщений изложенных здесь результатов на представления
различных классов групп, в частности, по поводу общей теории сферических
функций см. обзорную статью Макки [9], а также статью Р. Годмана [9].

2) Мы здесь сохраняем те же обозначения, что и в примере б).
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Обозначим через g ∗ матрицу, эрмитово сопряженную матрице g . Тогда
a(g ∗) = a(g ) для любой функции a(g ) ∈ A′. Действительно, полагая
g = v1εv2, имеем

a(g ∗) = a(v−1
2 εv−1

1 ) = a(ε) = a(v1εv2) = a(g ).

Кроме того, для любой функции a(g ) ∈ L1(G2)
∫
a(g ) dμ(g ) =

∫
a(g ∗) dμ(g ).

Это следует из того, что если задавать матрицу g параметрами β, γ, δ,
то

dμ(g ) =
dμ(β) dμ(γ) dμ(δ)

|δ|2 .

Из этих замечаний следует, что при a1, a2 ∈ A′

∫
a1(g1) a2(g

−1
1 g ) dμ(g1) =

∫
a1(g

∗
1 ) a2(g

∗g ∗
1
−1) dμ(g1) =

=
∫
a1(g1) a2(g

∗g−1
1 ) dμ(g1).

Так как последний интеграл есть функция из A′, то он равен

∫
a1(g1) a2(gg

−1
1 ) dμ(g1) =

∫
a1(g

−1
1 ) a2(gg1) dμ(g1) =

=
∫
a1(g1) a2(g

∗g−1
1 ) dμ(g1).

Тем самым доказано равенство (4), а значит, и коммутативность коль-
ца A.

Докажем, что A не вполне симметричное кольцо. Согласно п. 1 § 14
достаточно доказать, что в A имеются несимметричные максимальные
идеалы. Найдем для этого все максимальные идеалы кольца A.

Прежде всего выразим интеграл по g через интегралы по v1, ε, v2.
Обозначим через Γ совокупность всех диагональных унитарных матриц
второго порядка и через B — совокупность всех правых смежных
классов группы B по Γ, а сами эти правые смежные классы — через v.
Умножение на v0 сводится к преобразованию в пространстве B; обо-
значим через vv0 класс, в который переходит при этом v.

В представлении g = v1εv2 матрицы v1, v2 определены матрицей g
неоднозначно. Именно, g = v1τ−1ετv2, где τ ∈ Γ, есть представление
того же вида. Нормируя v2 определенным образом, например так, чтобы
было α � 0, мы выберем в почти каждом классе v2 определенного
представителя v2. Тогда матрицы v1, ε будут определяться матрицей g
однозначно, причем v1 будет пробегать всю группу B, а v2 можно будет
отождествить с классом v2.
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Пусть dμ0(v2) — какая-нибудь дифференцируемая мера 1) в B.
Пусть, кроме того, dμ(v1), dμ(ε) — инвариантные меры в группе B

и мультипликативной группе положительных чисел соответственно.
Выберем dμ(v1) так, чтобы μ(B) = 1. Тогда мы можем, очевидно,
положить∫

f(g ) dμ(g ) =
∫
f(v1εv2)ω(v1, ε, v2) dμ(v1) dμ(ε) dμ0(v2), (5)

где ω(v1, ε, v2) — якобиан перехода от g к v1, ε, v2. В силу левой
инвариантности dμ(g )

∫
f(vg ) dμ(g ) =

∫
f(g ) dμ(g ),

т. е.
∫
f(vv1εv2)ω(v1, ε, v2) dμ(v1) dμ(ε) dμ0(v2) =

=
∫
f(v1εv2)ω(v1, ε, v2) dμ(v1) dμ(ε) dμ0(v2). (6)

Но в силу левой инвариантности dμ(v1) первый интеграл равен
∫
f(v1εv2)ω(v−1v1, ε, v2) dμ(v1) dμ(ε) dμ0(v2);

поэтому из равенства (6) следует, что ω(v−1v1, ε1, v2) = ω(v1, ε1, v2)
почти всюду по v1, ибо f — произвольная функция. Таким образом,
ω не зависит от v1, и мы положим ω = ω(ε, v2). Далее, в силу правой
инвариантности dμ(g ),

∫
f(gv) dμ =

∫
f(g ) dμ(g ),

т. е.
∫
f(v1εv

′
2)ω(ε, v2) dμ(v1) dμ(ε) dμ0(v2) =

=
∫
f(v1εv2)ω(ε, v2) dμ(v1) dμ(ε) dμ0(v2), (7)

где v′2 — нормированный представитель из класса v2v. Сделаем во вто-
ром интеграле замену переменных v2 → v′2, т. е. v2 → v2v, и обозначим
через λ(v2, v) якобиан этого преобразования переменных. Тогда этот
интеграл перепишется в виде

∫
f(v1εv

′
2)ω(ε, v2v)λ(v2, v) dμ(v1) dμ(ε) dμ0(v2);

поэтому из (7) вытекает, что

ω(ε, v2) = ω(ε, v2v)λ(v0, v).

1) Мера μ0 на B называется дифференцируемой, если dμ0(vg0) дифферен-
цируема относительно dμ0(v) при всех g0 ∈ G.
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Дадим v2 фиксированное значение v02 и положим затем v02v = v. По-
следнее равенство можно будет переписать в виде

ω(ε, v) = ω(ε)λ−1(v),

где
ω(ε) = ω(ε, v02), λ(v) = λ(v02, v).

Положим теперь dμ(v2) = λ−1(v) dμ0(v2); тогда равенство (5) перепи-
шется в виде

∫
f(g ) dμ(g ) =

∫
f(v1εv2)ω(ε) dμ(v1) dμ(ε) dμ(v2).

В частности, при a ∈ A′

‖a‖1 =
∫
|a(g )| dμ(g ) =

∫
|a(ε)|ω(ε) dμ(ε), (8)

ибо константу
∫
dμ(v2) можно включить в качестве множителя в ω.

Найдем далее закон умножения в A′. Для этой цели рассмотрим одно
из представлений g ∈ Ug основной серии группы G при n = 0. Пусть
f0 — нормированный вектор, инвариантный по отношению ко всем
операторам Uv, v ∈ B. Положим

f =
∫
UvUεf0 dμ(v).

Вектор f также инвариантен по отношению ко всем операторам Uv,
ибо

Uv0f = Uv0

∫
UvUεf0 dμ(v) =

∫
Uv0vUεf0 dμ(v) =

∫
UvUεf0 dμ(v) = f.

Поэтому f отличается только множителем от f0:

f = cf0.

Для нахождения множителя c заметим, что

c = (f · f0) =
∫
(UvUεf0, f0) dμ(v) =

∫
(Uεf0, Uv−1f0) dμ(v) =

= (Uεf0, f0)
∫
dμ(v) = (Uεf0, f0) = ϕ(ε),

т. е. c совпадает со сферической функцией, соответствующей данному
представлению.

Таким образом, имеет место формула
∫
UvUεf0 dμ(v) = ϕ(ε) f0.
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Отсюда следует, что при a ∈ A′

Aaf0 =
∫
a(g )Ugf0 dμ(g ) =

∫
a(ε)ω(ε)Uv Uεf0 dμ(v) dμ(ε) =

=
∫
a(ε)ω(ε)ϕ(ε) dμ(ε) f0,

т. е. f0 есть собственный вектор оператора Aa соответствующего пред-
ставления кольца A. Отсюда

Aa1a2f0 = Aa1Aa2f0 =
∫
a1(ε)ω(ε)ϕ(ε) dμ(ε)

∫
a2(ε)ω(ε)ϕ(ε) dμ(ε) f0;

следовательно, соответствие

λe+ a ∼ λ+
∫
a(ε)ω(ε)ϕ(ε) dμ(ε) (9)

есть гомоморфизм кольца A в поле комплексных чисел.
Матрицу ε можно задать при помощи параметра 1) t = lnλ. Так как

λ � 1, то t � 0. Положим

f(t) =
a(ε) ω(ε)

sh 2t
.

Мы тем самым отобразим A′ на совокупность R′
0 всех функций f(t),

удовлетворяющих в силу (8) условию

‖f‖ =
∫
|f(t)| sh 2t dt <∞,

причем ‖f‖ = ‖a‖. Перенесем на R′
0 все операции из A′ и посмотрим,

как они выражаются в R′
0. Очевидно, сложение и умножение на число

определяются обычным образом. Для нахождения закона умножения
в R′

0 заметим, что в силу формулы (3) для сферической функции
соответствие (9) перепишется теперь в виде

f(t) →
∞∫

0

f(t)
2 sin ρt

ρ
dt. (10)

Это соответствие должно быть, следовательно, гомоморфизмом кольца
R′

0 в поле комплексных чисел. Отсюда следует, что закон умножения
в R′

0 задается формулой

f(u) =

∞∫

0

t+u∫

|t−u|

f1(s) f2(t) ds dt.

1) Напомним, что ε =

(
λ−1 0

0 λ

)
, λ � 1.
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Действительно,

∞∫

0

f(u)
2 sin ρu

ρ
du =

∞∫

0

(∞∫
0

t+u∫

|t−u|

f1(s) f2(t) ds dt
)
2 sin ρu

ρ
du =

=

∞∫

0

∞∫

0

f1(s) f2(t)
( s+t∫

|s−t|

2 sin ρu

j
du
)
ds dt =

=

∞∫

0

∞∫

0

f1(s) f2(g )
2 sin ρs · sin ρt

ρ2
ds dt =

=

∞∫

0

f1(s)
2 sin ρs

ρ
ds ·

∞∫

0

f2(t)
2 sin ρt

ρ
dt. (11)

Так как соответствие (10) есть гомоморфизм кольца R′
0, то последнее

выражение совпадает с

∞∫

0

(f1 · f2)(u) 2 sin ρu

ρ
du. Поэтому из равенства

(11) следует, что f = f1 · f2, ибо функции sin ρu образуют полную
систему.

Наконец, заметим, что инволюция в R′
0 определяется формулой

f∗(t) = f(t). Это следует из того, что a∗(g ) = a(g−1) = a(u−1
2 ε−1u−1

1 ) =
= a(ε). Из полученных формул для f1 · f2 и f∗ вытекает, что кольцо A

вполне изоморфно кольцу R0, рассмотренному в примере б) п. 3 § 20.
Поэтому максимальные идеалы колец R0 и A совпадают. Но, как мы
видели, в кольце R0 имеются несимметричные максимальные идеалы.
Следовательно, A — не вполне симметричное кольцо.

Докажем теперь, что R(G2) не есть вполне симметричное кольцо.
Для этого заметим, что если элемент e + a, a ∈ A′, имеет обратный
в кольце R(G2), то этот обратный принадлежит кольцу A, т. е. имеет
вид e + b, b ∈ A′. Действительно, пусть e + b, b ∈ L1(G2), обратен
элементу e+ a, a ∈ A′. Тогда

(e+ a)(e+ b) = e,

откуда b = −a− a · b, т. е.
b(g ) = −a(g ) −

∫
a(g1) b(g

−1
1 g ) dμ(g1).

Но тогда при v ∈ B

b(vg ) = −a(vg ) −
∫
a(g1) b(g

−1
1 vg ) dμ(g1) =

= −a(g ) −
∫
a(vg1) b(g

−1
1 g ) dμ(g1) =

= −a(g ) −
∫
a(g1) b(g

−1
1 g ) dμ(g1) = b(g ),
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ибо по условию a ∈ A′. Аналогично, пользуясь равенством (e+ b) ×
× (e+ a) = e, получим, что b(gv) = b(g ). Следовательно, b ∈ A,
e + b ∈ A. Так как A — не вполне симметричное кольцо, то в A

существует элемент a такой, что e+ a∗a не имеет обратного в кольце A.
Согласно только что сделанному замечанию он не имеет также обрат-
ного в кольце R(G2). Следовательно, R(G2) — не вполне симметричное
кольцо.

§ 30. Положительно определенные функции

1. Положительно определенные функции и их связь с уни-
тарными представлениями. Функция ϕ(g ), заданная на группе G,
называется положительно определенной, если

n∑
k, l=1

ϕ(g−1
l gk)λkλl � 0 (1)

для всех конечных систем g1, . . . , gn элементов группы G и комплекс-
ных чисел λ1, . . . , λn.

Всякая положительно определенная функция удовлетворяет усло-
виям

ϕ(e) � 0, (2)

ϕ(g−1) = ϕ(g ), (3)

|ϕ(g )| � ϕ(e). (4)

Действительно, полагая в (1) n = 1, g1 = e, λ1 = 1, получим соотно-
шение (2). Далее, полагая в (1) n = 2, g1 = g , g2 = e, λ1 = 1, λ2 = λ,
получим

ϕ(e) + ϕ(g )λ+ ϕ(g−1)λ+ ϕ(e)|λ|2 � 0; (5)

отсюда заключаем, что ϕ(g )λ + ϕ(g−1)λ — вещественное число при
любом комплексном λ. Беря λ = 1 и λ = i, получим, что ϕ(g ) + ϕ(g−1)
и i[ϕ(g−1) − ϕ(g )] — вещественные числа. Это возможно, лишь когда

ϕ(g−1) = ϕ(g ). Докажем теперь неравенство (4). В силу (2) возможны
лишь следующие случаи: а) ϕ(e) = 0; тогда из (5) при λ = ϕ(g )

получим 2 |ϕ(g )|2 = 0, ϕ(g ) = 0; б) ϕ(e) > 0; полагая в (5) λ = −ϕ(g )

ϕ(e)
,

получим ϕ(e) − |ϕ(g )|2
ϕ(e)

� 0, следовательно, |ϕ(g )|2 � [ϕ(e)]2 и неравен-

ство (4) доказано в обоих случаях 1).

1) Отметим еще следующее неравенство, указанное М. Крейном [9]:

|ϕ(g ) − ϕ(h)|2 � 2ϕ(e)[ϕ(e) − Re ϕ(gh−1)].
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Если задано унитарное представление g → Ug группы G, то можно
построить положительно определенную функцию, полагая

ϕ(g ) = (Ug ξ0, ξ0),

где ξ0 — фиксированный отличный от нуля вектор пространства пред-
ставления. Действительно,

n∑
k, l=1

ϕ(g−1
l gk)λkλl =

n∑
k, l=1

(U−1
gl
Ugk

ξ0, ξ0)λkλl =

=

(
n∑
k=1

λkUgk
ξ0,

n∑
k=1

λkUgk
ξ0

)
� 0.

При этом если представление g → Ug непрерывно, то функция ϕ(g )
непрерывна.

Обратно, пусть ϕ(g ) — произвольная положительно определенная
функция �≡ 0. Ей отвечает унитарное представление g → Ug группы G

такое, что ϕ(g ) = (Ug ξ0, ξ0).
Действительно, пусть L — совокупность всех функций x на груп-

пе G, принимающих только конечное число значений, отличных от ну-
ля. Определим в L действия сложения и умножения на число обычным
образом; тогда L станет линейным пространством. Определим, далее,
в L билинейную форму

(x, y) =
∑

g,h∈G

ϕ(h−1g )x(g ) y(h).

В силу положительной определенности функции ϕ имеют место соот-
ношения (1) и (2); следовательно,

(y, x) = (x, y) и (x, x) � 0;

однако может оказаться, что (x, x) = 0 и при x �≡ 0. Пусть N —
совокупность всех x ∈ L, для которых (x, x) = 0; тогда N — под-
пространство в L и (x, y) определяет скалярное произведение (ξ, η)
в факторпространстве H′ = L/N по формуле

(ξ, η) = (x, y), где x ∈ ξ, y ∈ η

(см. I п. 1 § 5). Следовательно, пополнение H пространства H′ по норме
|ξ| =

√
(ξ, ξ) есть гильбертово пространство.

Для доказательства достаточно положить в (1) n = 3,

g1 = g , g2 = h, g3 = e, λ1 = λ3 = 1, λ2 = −1.
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Каждому элементу g0 ∈ G поставим в соответствие оператор Tg0 по

формуле Tg0x(g ) = x(g−1
0 g ). Тогда

(Tg0x, Tg0y) =
∑
g,h

ϕ(h−1g )x(g−1
0 g ) y(g−1

0 h) =

=
∑
g,h

ϕ(h−1g−1
0 g0g )x(g ) y(h) = (x, y).

Следовательно, N инвариантно относительно Tg0 , и потому Tg0 можно
также рассматривать как оператор в H′, причем (Tg0ξ, Tg0η) = (ξ, η).
Но тогда Tg0 изометричен в H′, а значит, однозначно продолжается до
изометрического оператора в H; обозначим через Ug0 этот изометриче-
ский оператор в H. Очевидно, соответствие g → Ug есть представление
группы G; так как Ug−1 есть оператор, обратный к Ug , то Ug унитарен;
следовательно, g → Ug — унитарное представление группы G.

Пусть x0(g ) — функция на G, определенная формулой

x0(g ) =

{
1 при g = e,

0 при g �= e,

а ξ0 — класс вычетов по N, содержащий x0. Тогда

(Ug0ξ0, ξ0) = (Tg0x0, x0) =
∑
g,h

ϕ(h−1g )x0(g
−1
0 g )x0(h) = ϕ(g0).

Следовательно, построенное нами представление g → Ug удовлетворя-
ет всем поставленным требованиям. Отметим, что ξ0 есть циклический
вектор представления g → Ug .

Если функция ϕ непрерывна, то построенное по ней представление
g → Ug также непрерывно.

Действительно, если ϕ непрерывна, то при фиксированных ξ, η ∈ H′

и x ∈ ξ, y ∈ η выражение

(Ug0ξ, η) = (Tg0x, y) =
∑
g,h

ϕ(h−1g )x(g−1
0 g ) y(h) =

=
∑
g,h

ϕ(h−1g0g )x(g ) y(h)

есть непрерывная функция от g0; так как H′ плотно в H и |Ug0 | = 1, то
отсюда следует непрерывность функции (Ug ξ, η) для всех ξ, η ∈ H.

Мы доказали следующую теорему.
Те о р ем а 1. Всякому непрерывному унитарному представлению

g → Ug топологической группы G и вектору ξ0 �= 0 из пространства
представления отвечает непрерывная положительно определенная
функция ϕ(g ) = (Ug ξ0, ξ0) �≡ 0. Обратно, всякой непрерывной поло-
жительно определенной функции ϕ(g ) �≡ 0 отвечает непрерывное
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унитарное циклическое представление g → Ug группы G с цикличе-
ским вектором ξ0 такое, что ϕ(g ) = (Ug ξ0, ξ0).

2. Связь положительно определенных функций с положитель-
ными функционалами в групповом кольце. Пусть G — локально
бикомпактная группа. Положительный функционал f0 в групповом
кольце R(G), определенный равенством

f0(λe+ a) = λc,

где c — положительная постоянная, называется вырожденным. Поло-
жительный функционал f в групповом кольце называется регулярным,
если вырожденный функционал ему не подчинен.

Л ем м а. Циклическое представление x → Ax группового кольца
не содержит вырожденного представления тогда и только то-
гда, когда определяющий его положительный функционал f(x) =
= (Axξ0, ξ0) регулярен.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть представление x → Ax содержит вы-
рожденное представление и N — инвариантное подпространство, на
котором представление x→ Ax вырождено. Полагая

ξ0 = ξ1 + ξ2, ξ1 ∈ N, ξ2 ∈ H � N,

имеем
f(x) = (Axξ0, ξ0) = (Axξ1, ξ1) + (Axξ2, ξ2);

следовательно, f0(x) = (Axξ1, ξ1) — вырожденный функционал, подчи-
ненный функционалу f .

Обратно, пусть вырожденный функционал f0 подчинен функциона-
лу f . Согласно теореме 1 п. 1 § 19

f0(x) = (AxBξ0, ξ0),

где B — положительно определенный оператор в H, перестановочный
со всеми операторами Ax. Так как при a ∈ L1(G) также x∗a ∈ L1(G)
для всех x ∈ R(G) и так как f0 обращается в нуль на L1(G), то

0 = f0(x
∗a) = (A∗

xAaBξ0, ξ0) = (AaBξ0, Axξ0).

Но векторы Axξ0 образуют в H плотное множество, следовательно,

AaBξ0 = 0 для всех a ∈ L1(G).

Поэтому векторы вида λBξ0 образуют в H одномерное инвариантное
подпространство, в котором представление x→ Ax вырождено.

Пусть теперь g → Ug — непрерывное унитарное представление
группы G, построенное по данной положительно определенной функ-
ции ϕ. Этому унитарному представлению g → Ug отвечает представ-
ление x → Ax группового кольца R(G), не содержащее вырожденного
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представления. Представлению же x → Ax в свою очередь отвечает
регулярный положительный функционал

f(λe+ a) = λ(ξ0, ξ0) + (Aaξ0, ξ0) = λϕ(e) +
∫
a(g )(Ugξ0, ξ0) dμ(g ) =

= λϕ(e) +
∫
a(g )ϕ(g ) dμ(g ).

Обратно, регулярному положительному функционалу f в R(G) от-
вечает циклическое представление x → Ax этого кольца, не содержа-
щее вырожденного представления, такое, что

f(λe+ a) = λ(ξ0, ξ0) + (Aaξ0, ξ0), (1′)

где ξ0 — циклический вектор представления x→ Ax. Пусть g → Ug —
непрерывное унитарное представление группы G, отвечающее этому

представлению x → Ax, так что Aa =
∫
a(g )Ug dμ(g ). Подставив это

выражение для Aa в (1′), получим

f(λe+ a) = λ(ξ0, ξ0) +
∫
a(g )(Ugξ0, ξ0) dμ(g ) =

= λϕ(e) +
∫
a(g )ϕ(g ) dμ(g ),

где ϕ(g ) = (Ug ξ0, ξ0) — непрерывная положительно определенная
функция на группе G.

Таким образом, имеет место
Те о р е м а 2. Существует взаимно однозначное соответствие

между совокупностью всех регулярных положительных функцио-
налов f(λe + a) в кольце R(G) и совокупностью всех непрерывных
положительно определенных функций ϕ(g ) �≡ 0 на группе G. Это со-
ответствие задается формулой

f(λe+ a) = λϕ(e) +
∫
a(g )ϕ(g ) dμ(g ).

Отметим, что теорему полноты (см. п. 3 § 29) можно также полу-
чить при помощи положительно определенных функций (см. Гельфанд
и Райков [2]).

Обозначим через L∞(G) пространство L∞, отвечающее левоинва-
риантному интегралу на G (см. п. 13 § 6). В силу (4) п. 1 всякая
непрерывная положительно определенная на G функция принадлежит
L∞(G). Пространство L∞(G) является сопряженным к L1(G) (см. п. 16
§ 6); поэтому слабая топология в L∞(G) определяется окрестностями
U(ϕ0; a1, . . . , an; ε), a1, . . . , an ∈ L1(G), ε > 0, которые представляют
собой совокупности всех функций ϕ ∈ L∞(G), удовлетворяющих нера-
венствам ∣∣∣∫ [ϕ(g ) − ϕ0(g )] ak(g ) dμl(g )

∣∣∣ < ε, k = 1, . . . , n.
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Функция ϕ ∈ L∞(G) называется интегрально положительно опреде-
ленной, если для любой функции a ∈ L1(G)

∫ ∫
a(g1) a(g1g )ϕ(g ) dμl(g1) dμl(g ) � 0. (1)

I. Совокупность всех интегрально положительно определенных
функций есть слабо замкнутое множество в L∞(G).

Действительно, полагая b = a∗ · a, мы можем переписать (1)
в виде

∫
b(g )ϕ(g ) dμl(g ) � 0; с другой стороны, выражение f(ϕ) =

=
∫
b(g )ϕ(g ) dμl(g ) есть непрерывный в слабой топологии линейный

функционал в L∞(G); следовательно, если неравенство (1) справедли-
во для некоторого множества функций ϕ в L∞(G), то оно справедливо
также для любой слабой точки прикосновения этого множества.

Рассуждения п. 1 можно перенести на интегрально положительно
определенные функции. Действительно, положив

(a1, a2) =
∫ ∫
a2(g1) a1(g1g )ϕ(g ) dμl(g1) dμl(g ), (2)

мы получим билинейную форму в L1(G), удовлетворяющую усло-
вию (a, a) � 0. Следовательно, (a1 + λa2, a1 + λa2) � 0 для любых
a1, a2 ∈ L1(G) и любого комплексного λ; отсюда легко заключаем, что
форма (a1, a2) эрмитова. Поэтому она определяет скалярное произведе-
ние (ξ, η) в факторпространстве H′ = L1(G)/N, где N — подпростран-
ство всех функций a ∈ L1(G), удовлетворяющих условию (a, a) = 0.
Пополнение H′ по норме |ξ| =

√
(ξ, ξ) есть гильбертово пространство,

которое обозначим через H.
Положим Tg0a(g ) = a(g−1

0 g ); из формулы (2) и левой инвари-
антности меры заключаем, что (Tg0a1, Tg0a2) = (a1, a2). Отсюда, как
и в п. 1, следует, что Tg определяет унитарный оператор Ug в H

и что соответствие g → Ug есть унитарное представление группы G.
Это представление непрерывно. Действительно, если a1, a2 ∈ L1(G)
и a1 ∈ ξ, a2 ∈ η, то выражение

(Ug0ξ, η) = (Tg0a1, a2) =
∫
a2(g1) a1(g

−1
0 g1g )ϕ(g ) dμl(g1) dμl(g )

есть непрерывная функция от g0, ибо в силу I п. 2 § 28 вектор-
функция 1)

bg0 = {bg0(g )} =
{∫

a2(g1)Tg−1
1 g0

a1(g ) dμl(g1)
}

=

=
{∫

a2(g1) a1(g
−1
0 g1g ) dμl(g1)

}
1) Здесь bg0(g ) не обозначает b(g−1

0 g ).
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со значениями из L1(G) непрерывна в смысле нормы 1) в L1(G) и

(Ug0ξ, η) =
∫
bg0(g )ϕ(g ) dμl(g ) = f(bg0),

где f(b) =
∫
b(g )ϕ(g ) dμl(g ) — непрерывный линейный функционал

в L1(G).
Так как H′ плотно в H и |Ug | = 1, то отсюда следует непрерывность

функции (Ug ξ, η) для всех ξ, η ∈ H. Таким образом,
II. Всякая интегрально положительно определенная функция

ϕ на группе G определяет непрерывное унитарное представление
g → Ug группы G.

Этому представлению отвечает представление группового кольца
R(G) группы G, не содержащее вырожденного представления, и, сле-
довательно, регулярный положительный функционал f в R(G) такой,
что

f(a∗2a1) = (a1, a2) =
∫ ∫
a2(g1) a1(g1g )ϕ(g ) dμl(g1) dμl(g ). (3)

Но согласно теореме 2

f(a∗2a1) =
∫ ∫
a2(g1) a1(g1g )ϕ1(g ) dμl(g1) dμl(g ),

где ϕ1 — непрерывная положительно определенная функция. Сравне-
ние этой формулы с (3) показывает, что ϕ(g ) = ϕ1(g ) локально почти
всюду на G; следовательно,

III. Всякая интегрально положительно определенная на G функ-
ция локально почти всюду на G равна непрерывной положительно
определенной функции.

Обратно:
IV. Всякая непрерывная положительно определенная функция

является также интегрально положительно определенной.

1) Действительно, выберем окрестность U(g0) так, чтобы

‖Tg ′

0
a1 − Tg0a1‖1 < ε при g ′

0 ∈ U(g0)

(см. I п. 2 § 28). Тогда при g ′

0 ∈ U(g0)

‖bg ′

0
− bg0‖1 =

∫ ∣∣∣∫ a2(g1)
[
a1(g

′−1
0 g1g ) − a1(g

−1
0 g1g )

]
dμl(g1)

∣∣∣ dμl(g ) �

�
∫
|a2(g1)|

[∫ ∣∣a1(g
′−1
0 g1g ) − a1(g

−1
0 g1g )

∣∣ dμl(g )
]
dμl(g1) =

=
∫
|a2(g1)|

[∫ ∣∣a1(g
′−1
0 g ) − a1(g

−1
0 g )

∣∣ dμl(g )
]
dμl(g1) =

=
∫
|a2(g1)| ‖Tg ′

0
a1 − Tg0a1‖1 dμl(g1) < ε

∫
|a2(g1)| dμl(g1).
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Утверждение непосредственно вытекает из теоремы 2, согласно ко-

торой f(a) =
∫
a(g )ϕ(g ) dμl(g ) — положительный функционал в L1(G)

и потому
∫ ∫
a(g1) a(g1g )ϕ(g ) dμl(g1) dμl(g ) = f(a∗a) � 0.

3. Регулярные множества. Пусть ϕ1, ϕ2 — непрерывные положи-
тельно определенные функции на локально бикомпактной группе G,
а f1, f2 — соответствующие положительные функционалы. Функцию
ϕ1 будем называть подчиненной функции ϕ2 и писать ϕ1 ≺ ϕ2, если
ϕ2 −ϕ1 есть положительно определенная функция, следовательно, если
f2 − f1 — положительный функционал. В частности, положительно
определенная функция ϕ называется элементарной, если всякая поло-
жительно определенная функция, подчиненная функции ϕ, ей кратна.
Таким образом, ϕ элементарна тогда и только тогда, когда соответству-
ющий положительный функционал неразложим, следовательно, когда
отвечающее ей унитарное представление группы G неприводимо.

I. Пусть ϕ2(g ) = (Ug ξ0, ξ0), где g → Ug — циклическое представ-
ление группы G с циклическим вектором ξ0. Соотношение ϕ1 ≺ ϕ2

имеет место тогда и только тогда, когда ϕ1(g ) = (BUg ξ0, ξ0), где
B — положительно определенный оператор с нормой, не превосхо-
дящей единицы, перестановочный со всеми операторами Ug .

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть f1, f2 — регулярные положительные
функционалы в R(G), отвечающие положительно определенным функ-
циям ϕ1, ϕ2, так что

f1(a) =
∫
a(g )ϕ1(g ) dμl(g ), f2(a) =

∫
a(g )ϕ2(g ) dμl(g ) (1)

для всех a ∈ L1(G). Соотношение ϕ1 ≺ ϕ2 равносильно положительно-
сти функционала f2 − f1, что в свою очередь равносильно равенству

f1(a) = (AaBξ0, ξ0) (2)

для всех a ∈ L1(G), где B — положительно определенный оператор
с нормой, не превосходящей единицы, перестановочный со всеми опе-
раторами Aa, или что то же, со всеми операторами Ug (см. теорему 1
п. 1 § 19). Но в силу (1) формула (2) означает (см. теорему 1 п. 2 § 29),
что

∫
a(g )ϕ1(g ) dμ(g ) = (AaBξ0, ξ0) =

∫
a(g )(BUgξ0, ξ0) dμ(g ),

следовательно, ввиду произвольности функции a ∈ L1(G), — что
ϕ1(g ) = (BUg ξ0, ξ0).
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Положим теперь H =
√
B. Так как ξ0 — циклический вектор,

то, каково бы ни было ε > 0, существует линейная комбинация

ξ =
n∑
k=1

λkUgk
ξ0 такая, что |Hξ0 − ξ| < ε. Тогда

|(BUg ξ0, ξ0) − (Ug ξ, ξ)| = |(UgHξ0, Hξ0) − (Ug ξ, ξ)| �

� |(UgHξ0, Hξ0) − (Ug ξ, Hξ0)| + |(Ug ξ, Hξ0) − (Ug ξ, ξ)| �

� |Ug (Hξ0 − ξ)| · |Hξ0| + |Ug ξ| · |Hξ0 − ξ| <
< ε(|Hξ0| + |ξ|) < ε(2|Hξ0| + ε).

С другой стороны,

(Ugξ, ξ) =
∑
p, q

λpλqϕ2(g
−1
q ggp);

следовательно, полученное неравенство перепишется в виде∣∣∣ϕ1(g ) −
∑
p, q

λpλqϕ2(g
−1
q ggp)

∣∣∣ < ε(2‖Hξ0‖ + ε).

Таким образом,
II. Если ϕ1 ≺ ϕ2, то ϕ1 есть равномерный на группе G предел

функций

ϕ(g ) =
∑
p, q

λpλqϕ2(g
−1
q ggp).

Обозначим через P совокупность всех непрерывных положительно
определенных функций ϕ на G, а через P0 — совокупность всех
функций из P , удовлетворяющих условию ϕ(e) � 1; P0 есть слабо
замкнутое выпуклое подмножество единичного шара в L∞(G) и потому
P0 бикомпактно в слабой топологии в L∞(G) (см. III п. 7 § 3).

Действительно, пусть ϕ0 — слабая точка прикосновения множе-
ства P0; в силу IV и I п. 2 ϕ0 — интегрально положительно опреде-
ленная функция, и мы можем считать ϕ0 ∈ P (см. III п. 2). Нам надо
доказать, что ϕ0(e) � 1. Предположим противное; пусть ϕ0(e) = 1 + ε,

где ε > 0. Так как |ϕ0(g ) − ϕ0(e)| < ε

2
в некоторой окрестности U

единицы e, причем можно считать, что U бикомпактно, то, полагая

a(g ) =

⎧⎨⎩
1

μl(U)
при g ∈ U ,

0 при g /∈ U ,
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мы получим, что при ϕ ∈ P0∣∣∣∣∫ a(g )[ϕ0(g ) − ϕ(g )] dμl(g )

∣∣∣∣ = 1

μl(U)

∣∣∣∣∫
U

[ϕ0(g ) − ϕ(g )] dμl(g )

∣∣∣∣ =
=

1

μl(U)

∣∣∣∣ϕ0(e)μl(U) +

∫

U

[ϕ0(g ) − ϕ0(e)] dμl(g ) −
∫

U

ϕ(g ) dμl(g )

∣∣∣∣ �
�

1

μl(U)

[
ϕ0(e)μl(U) −

∫

U

|ϕ0(g ) − ϕ0(e)| dμl(g ) −
∫

U

ϕ(e) dμl(g )

]
�

� ϕ0(e) − ε

2
− ϕ(e) � (1 + ε) − ε

2
− 1 =

ε

2
.

Это означает, что, вопреки условию, окрестность U
(
ϕ0; a;

ε

2

)
не со-

держит функций из множества P0. Следовательно, ϕ0(e) � 1.
Множество A ∈ P0 называется регулярной частью множества P0,

если
1◦. A выпукло и слабо замкнуто;
2◦. Из ϕ1 ∈ P , ϕ2 ∈ A, ϕ1 ≺ ϕ2 следует ϕ1 ∈ A;

3◦. Из ϕ ∈ A следует
ϕ(g )

ϕ(e)
∈ A.

Из 2◦ вытекает, что функция ϕ ≡ 0 ∈ A; 0 есть экстремальная точка
этого множества, ибо если ϕ1, ϕ2 ∈ P и t ϕ1 + (1− t)ϕ2 = 0, 0 < t < 1,
то t ϕ1(e) + (1 − t)ϕ2(e) = 0, следовательно, ϕ1(e) = ϕ2(e) = 0, ϕ1 =
= ϕ2 = 0.

Очевидно, все множество P0 есть также своя регулярная часть.
Положительно определенная функция ϕ называется нормирован-

ной, если ϕ(e) = 1.

III. Если A есть регулярная часть множества P0, то множе-
ство всех экстремальных точек множества A, отличных от 0,
совпадает с множеством всех принадлежащих ему элементарных
нормированных положительно определенных функций.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть ϕ — экстремальная точка множества A

и ϕ �= 0. Так как 0 ∈ A,
1

ϕ(e)
ϕ ∈ A, то и весь отрезок

[
0,

1

ϕ(e)
ϕ
]
∈ A;

функция ϕ экстремальна, следовательно, должна совпадать с концом
1

ϕ(e)
ϕ этого отрезка. Отсюда ϕ(e) = 1, т. е. ϕ нормирована.

Докажем, что ϕ элементарна. Пусть ϕ1 ≺ ϕ и ϕ1 �= ϕ, ϕ1 �= 0; тогда
ϕ− ϕ1 ≺ ϕ, ϕ− ϕ1 �= 0, следовательно, в силу 2◦

ϕ1 ∈ A, ϕ− ϕ1 ∈ A.

В силу 3◦ функции

ψ1 =
1

ϕ1(e)
ϕ1, ψ2 =

1

ϕ(e) − ϕ1(e)
[ϕ− ϕ1] =

ϕ − ϕ1

1− ϕ1(e)
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принадлежат множеству A. Равенство

ϕ = ϕ1(e)ψ1 + [1− ϕ1(e)]ψ2

показывает, что ϕ принадлежит отрезку [ψ1, ψ2]. Так как, по условию,
ϕ экстремальна, то либо ϕ = ψ, либо ϕ = ψ2. В каждом из этих случаев
ϕ1 = ϕ1(e)ϕ. Это означает, что функция ϕ элементарна.

Обратно, пусть ϕ ∈ A — элементарная нормированная функция.
Докажем, что ϕ экстремальна в A. Пусть ϕ принадлежит отрезку
[ϕ1, ϕ2] ⊂ A, т. е.

ϕ = λϕ1 + (1− λ)ϕ2, ϕ1, ϕ2 ∈ A, 0 � λ � 1.

Тогда λϕ1 ≺ ϕ; если поэтому λ �= 0, то, так как ϕ элементарна, должно
быть ϕ1 = μϕ. Аналогично, если λ < 1, то ϕ2 = νϕ. Следовательно, при
0 < λ < 1 будет

ϕ = λμϕ+ (1− λ) νϕ,

откуда
1 = λμ+ (1− λ) ν.

Так как 0 � μ � 1, 0 � ν � 1 (ибо ϕ1, ϕ2 ∈ P0), то это возможно только
при μ = ν = 1, т. е. ϕ1 = ϕ2 = ϕ, и предложение III полностью доказано.

Применяя теперь к регулярной части A множества P0 теорему 1 п. 9
§ 3, получаем:

Те о р ем а 3 (Ге л ь ф а нд и Ра й к о в [2]). Пусть A — регуляр-
ная часть множества P0. Тогда всякая функция ϕ ∈ A есть слабая
точка прикосновения в L∞(G) функций вида∑

λkϕk(g ), λk � 0,
∑

λk � ϕ(e),

где ϕ — элементарные нормированные функции из A.
В частности, эта теорема имеет место для всего множества P0,

а значит, и для множества P .

4. Тригонометрические многочлены на группе. Тригонометри-
ческим многочленом на группе G называется всякая функция вида

λ1ϕ1 + . . . + λnϕn,

где ϕk — элементарные нормированные функции из P . Числа λk
называются коэффициентами тригонометрического многочлена. Если,
в частности, G есть аддитивная группа всех вещественных чисел x,
то, как мы увидим ниже (см. пример а) п. 1 § 31), тригонометрический
многочлен на этой группе совпадает с обычным тригонометрическим
многочленом

∑
k

λkeiαkx.

I. Если f — тригонометрический многочлен и x ∈ L1(G), то
функция

f1(g ) =
∫
f(g1)x(g

−1
1 g ) dμl(g1)

— также тригонометрический многочлен.
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Достаточно доказать это предложение для того случая, когда f —
элементарная положительно определенная функция. Тогда

f(g ) = (Ug ξ0, ξ0),

где g → Ug — неприводимое унитарное представление группы G; сле-
довательно,

f1(g ) =
∫
(Ug1ξ0, ξ0)x(g

−1
1 g ) dμl(g1) =

=
∫
(Ugg1ξ0, ξ0)x(g

−1
1 ) dμl(g1) = −(Ug ξ, ξ0),

где
ξ =

∫
x(g−1

1 )Ug1ξ0 dμl(g1).

Поэтому f1 можно представить в виде линейной комбинации функций

ϕ1(g ) = (Ug (ξ + ξ0), ξ + ξ0), ϕ3(g ) = (Ug (ξ + iξ0), ξ + iξ0),

ϕ2(g ) = (Ug (ξ − ξ0), ξ − ξ0), ϕ4(g ) = (Ug (ξ − iξ0), ξ − iξ0),

каждая из которых есть элементарная положительно определенная
функция. Это означает, что f1 — тригонометрический многочлен. Со-
вершенно аналогично можно доказать, что

II. Всякий правый или левый сдвиг тригонометрического много-
члена есть тригонометрический многочлен.

5. Спектр. Пусть S — множество непрерывных ограниченных
функций на G. Будем говорить, что функция f аппроксимируется
функциями из S равномерно на каждом бикомпактном множестве,
если, каковы бы ни были бикомпактное множество Q ⊂ G и ε > 0,
существует функция ϕ ∈ S такая, что

|f(g ) − ϕ(g )| < ε на Q.

Пусть ϕ ∈ P0. Обозначим через Aϕ множество всех функций вида

f(g ) =
∑
p, q

αpαqϕ(g−1
q ggp)

и конечных сумм таких функций, принадлежащих P0. Далее, обозна-

чим через Ãϕ множество всех функций из P0, равномерно аппроксими-
руемых на каждом бикомпактном множестве функциями из Aϕ.

Л е мм а 1 1). Ãϕ слабо замкнуто.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть θ принадлежит слабому замыканию

множества Ãϕ; докажем, что θ ∈ Ãϕ. Пусть y ∈ L1(G). Положим для
краткости 2)

yg ′(g ) = y(g ′−1g )

1) Эта лемма следует из одной теоремы Д.А. Райкова [8].
2) См. п. 4 § 27.
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и
ψy(g ) =

∫ ∫
ψ(g−1

2 gg1) y(g1) y(g2) dμl(g1) dμl(g2).

Если g ′ пробегает бикомпактное множество Q ⊂ G, то yg ′

пробегает предкомпактное множество S ⊂ L1(G).
В самом деле, достаточно показать, что при любом ε > 0 в мно-

жестве S существует конечная ε-сеть (см. I п. 14 § 2). Так как yg ′

есть непрерывная функция от g ′ в смысле нормы в L1(G), то каждой
точке g ′

0 ∈ Q отвечает окрестность U(g ′
0) такая, что при g ∈ U(g ′

0)
будет ‖yg − yg ′

0
‖1 < ε. В силу бикомпактности множества Q из этих

окрестностей можно выбрать конечное покрытие U(g ′
1), . . . , U(g ′

n) мно-
жества Q. Очевидно, точки yg ′

1
, . . . , yg ′

n
образуют ε-сеть в множестве S.

Итак, S предкомпактно, следовательно, множество y∗S всех функ-
ций zg = y∗yg , g ∈ Q, также предкомпактно. Но, согласно предложе-

нию III п. 4 § 19, слабая точка прикосновения θ множества Ãϕ есть
также его точка прикосновения в смысле топологии, равномерной на

каждом компактном множестве. Поэтому существует функция ϕ ∈ Ãϕ
такая, что ∣∣∣∫ [ψ(g ′) − θ(g ′)] zg (g ′) dμl(g

′)
∣∣∣ < ε

для всех g ∈ Q, что, как легко видеть, означает, что

|ψy(g ) − θy(g )| < ε

для всех g ∈ Q.
Другими словами, функция θy аппроксимируется равномерно на

каждом бикомпактном множестве функциями ψy, ψ ∈ Ãϕ. Очевид-
но, при θy(e) � 1 можно также считать, что ψy(e) � 1.

Пусть g → Ug — унитарное представление с циклическим векто-
ром ξ0 такое, что ψ(g ) = (Ug ξ0, ξ0); тогда

ψy(g ) = (UgAyξ0, Ayξ0).

Но в силу цикличности вектора ξ0, Ayξ0 есть предел по норме векторов
вида ∑

k

αkUgk
ξ0;

поэтому ψy(g ) есть предел, равномерный на всей группе G, функций∑
j,k

αkαj(UgUgk
ξ0, Ugj

ξ0) =
∑
j,k

ψ(g−1
j ggk)αkαj ∈ Ãϕ.

Следовательно, ψy ∈ Ãϕ, и потому также θy ∈ Ãϕ. С другой стороны,
при данных ε > 0 и бикомпактном Q ⊂ G существует окрестность U
единицы в G такая, что

|θ(g−1
2 gg1) − θ(g )| < ε
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при g1, g2 ∈ U , g ∈ Q (так как совокупность всех точек (g1, g2) ∈
∈ G × G, для которых |θ(g−1

2 gg1) − θ(g )| < ε для всех g ∈ Q, есть
открытое множество, содержащее единицу (e, e) ∈ G × G; см. V п. 12
§ 2). При этом можно считать U бикомпактным. Выбирая y ∈ L1(G)
так, что y(g ) � 0, y(g ) = 0 вне U и

∫
y(g ) dμl(g ) = 1,

имеем

|θy(g ) − θ(g )| �
∫

U

∫

U

|θ(g−1
2 gg1) − θ(g )| y(g1) y(g2) dμl(g1) dμl(g2) <

< ε
∫

U

∫

U

y(g1) y(g2) dμl(g1) dμl(g2) = ε

при g ∈ Q. Следовательно, θ ∈ Ãϕ.

Л е мм а 2. Ãϕ есть регулярная часть множества P0.

До к а з а т е л ь с т в о. Нам нужно доказать, что Ãϕ удовлетворяет
условиям 1◦, 2◦, 3◦ (с. 470) определения регулярной части. Очевидно,

множество Aϕ выпукло; следовательно, Ãϕ также выпукло. Далее,

очевидно, что из ψ ∈ Aϕ, ψ �= 0, следует, что
ψ

ψ(e)
∈ Aϕ, следовательно,

это же свойство имеет место и для ψ ∈ Ãϕ, т. е. условие 3◦ выполнено.

Пусть ψ ∈ Ãϕ, θ ∈ P , θ ≺ ψ; докажем, что θ ∈ Ãϕ. Пусть Q —
бикомпактное множество в G и ε > 0. Согласно предложению II п. 3
существует функция вида∑

p, q

βpβqψ(g−1
1 ggp)

такая, что ∣∣∣∣∑
p, q

βpβqψ(g−1
q ggp) − θ(g )

∣∣∣∣ < ε

для всех g ∈ G. С другой стороны, ϕ ∈ Ãϕ; следовательно, существует
функция ϕ′ ∈ Aϕ такая, что

|ψ(g ) − ϕ′(g )| < ε∑
p, q

|βpβq|

для всех g ∈ ⋃
p, q

g−1
q Qgp, ибо последнее множество бикомпактно в G.

Отсюда при g ∈ Q∣∣∣∣∑
p, q

βpβqψ(g−1
q ggp) −

∑
p, q

βpβqϕ
′(g−1

q ggp)
∣∣∣∣ < ε;
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следовательно, ∣∣∣∣θ(g ) −
∑
p, q

βpβqϕ
′(g−1

q ggp)
∣∣∣∣ < 2ε. (1)

Остается показать, что функцию

ϕ′′(g ) =
∑
p, q

βpβqϕ
′(g−1

q ggp)

можно выбрать из Aϕ, т. е. так, чтобы ϕ′′(e) � 1. Для этого достаточно
взять множество Q, содержащее e. Неравенство (1) будет тогда иметь
место и при g = e, т. е.

|θ(e) − ϕ′′(e)| < 2ε.

Так как θ ≺ ψ, то θ(e) � 1; следовательно, ϕ′′(e) < 1 + 2ε. Поэтому

достаточно заменить функцию ϕ′′(g ) функцией
ϕ′′(g )

1 + 2ε
.

Таким образом, условие 2◦ также выполнено. Наконец, слабая за-
мкнутость была доказана в лемме 1.

Спектром функции ϕ ∈ P называется совокупность всех нор-
мированных элементарных положительно определенных функций из

Ãϕ/ϕ(e).

Те о р е м а 4 (Год м а н [3]). Всякая функция ϕ ∈ P аппроксими-
руется равномерно на каждом бикомпактном множестве тригоно-
метрическими многочленами с положительными коэффициентами,
составленными из элементов спектра функции ϕ.

До к а з а т е л ь с т в о. Не нарушая общности, можно считать, что

ϕ(e) = 1. Применяя к Ãϕ теорему 3 п. 3, мы получаем, что ϕ есть
точка прикосновения функций ψ(g ) =

∑
p
λpϕp(g ), где функции ϕp при-

надлежат спектру функции ϕ, а λp � 0,
∑
p
λp � 1. Остается заменить

слабую топологию равномерной на всяком бикомпактном множестве.
Для этого заметим, что при y ∈ L1(G) функция ϕy(g ) равномерно ап-

проксимируется на бикомпактных множествах функциями ψy(g ) ∈ Ãϕ
(см. доказательство леммы 1). Но так как ψ(g ) =

∑
p
λpϕp(g ), то

ψy(g ) =
∑
p
λpϕp,y(g ), где ϕp,y ∈ Ãϕ. Пусть g → Ug — унитарное

представление группы G такое, что ϕp(g ) = (Ug ξ0, ξ0); так как ϕp —
элементарная положительно определенная функция, то представление
g → Ug неприводимо. Поэтому функция ϕp,y(g ) = (UgAyξ0, Ayξ0) так-
же является элементарной положительно определенной. Отсюда за-
ключаем, что ϕp,y(g ) принадлежит спектру ϕ и что ψy(g ) — три-
гонометрический многочлен с положительными коэффициентами λp.
Следовательно, остается только заметить, что функция ϕ равномерно
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аппроксимируется на каждом бикомпактном множестве G функциями
ϕy(g ) (см. конец доказательства леммы 1).

Те о р е м а 5 (Год м а н [3]). Всякая непрерывная функция на G

аппроксимируема равномерно на каждом бикомпактном множестве
тригонометрическими многочленами.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть f ∈ L(G); тогда f · f∗ — положительно
определенная функция. Следовательно, f · f∗ аппроксимируема триго-
нометрическими многочленами согласно теореме 4. При f1, f2 ∈ L(G)
функция f1 · f∗2 есть линейная комбинация функций (f1 ± f2) ·×
× (f1 ± f2)

∗, f1 ± if2) · (f1 ± if2)
∗, следовательно, теорема 4 распро-

страняется и на функции f1 · f∗2 , где f1, f2 ∈ L(G). Но функция f
равномерно аппроксимируется на G функциями f1 · f (см. замечание 2
к II п. 2 § 28); следовательно, теорема 5 верна для всех функций
f ∈ L(G). Отсюда следует, что эта теорема справедлива для всех
непрерывных функций, ибо всякая непрерывная функция f равномерно
аппроксимируется на бикомпактных множествах функциями f ∈ L(G).

§ 31. Гармонический анализ на коммутативной
локально бикомпактной группе

1. Максимальные идеалы группового кольца коммутативной
группы; характеры. Пусть теперь G — коммутативная локально би-
компактная группа. Легко видеть, что ее групповое кольцо R(G) также
коммутативно. Найдем все максимальные идеалы этого кольца. Одним
из таких максимальных идеалов является M0 = L1(G), из которого
R(G) получается путем присоединения единицы. Найдем все макси-
мальные идеалы M �= M0.

Если M �= M0, то существует функция b ∈ L1(G) такая, что b(M) �=
�= 0; путем нормировки можно добиться, чтобы b(M) = 1. Положим

bg0(g ) = b(g−1
0 g )

и
χ(g0) = bg0(M). (1)

Тогда (см. I п. 2 § 11)

|χ(g0)| � ‖bg0‖1 = ‖b‖1; χ(e) = 1. (2)

Кроме того,
bg1 · bg2 = b · bg1g2 . (3)
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Действительно, так как группа G коммутативна, то

(bg1 · bg2)(g ) =
∫
bg1(h) bg2(h

−1g ) dμ(h) =

=
∫
b(g−1

1 h) b(g−1
2 h−1g ) dμ(h) =

∫
b(h) b(g−1

2 h−1g−1
1 g ) dμ(h) =

=
∫
b(h) b(g−1

2 g−1
1 h−1g ) dμ(h) =

∫
b(h) bg1g2(h

−1g ) = (b · bg1g2)(g ).

Из (3) вытекает, что bg1(M) bg2(M) = b(M) bg1g2(M) = bg1g2(M), т. е.
согласно (1)

χ(g1)χ(g2) = χ(g1g2). (4)

Но тогда, применяя (2) к n = ±1, ±2, ±3, . . ., вместо g0, получаем, что
|χ(g0|m � ‖b‖1 при всех n = ±1, ±2, . . .; а это возможно, лишь когда

|χ(g )| = 1. (5)

Наконец, из соотношения

|χ(g ) − χ(g0)| � ‖bg − bg0‖1 → 0 при g → g0

вытекает, что χ(g ) — равномерно непрерывная на G функция.
Всякая непрерывная функция χ на G, удовлетворяющая условиям

(4) и (5), называется характером группы G. Очевидно, характер мож-
но рассматривать как унитарное, именно, одномерное представление
группы G.

Итак, мы по данному максимальному идеалу M �= M0 построили
характер χ = χM группы G.

I. 1). Характер χM не зависит от выбора функции b ∈ L1(G), для
которой b(M) = 1;

2). Если {zU} = {zU (g )} — множество, аппроксимирующее едини-
цу 1), и zU , g0 = zU (g−1

0 g ), то zU , g (M) сходится к χM (g ) при каждом
фиксированном M �= M0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть a, b ∈ L1(G) и a(M) = b(M) = 1.
Применяя гомоморфизм a → a(M) к легко проверяемому соотноше-
нию a · bg = ag · b, получаем, что a(M) bg (M) = ag (M) b(M), т. е.
bg (M) = ag (M); этим доказано утверждение 1). Из него, в частности,
следует, что zU , g (M) = χ(g ) zU (M). С другой стороны,

|zU (M) − 1| = |zU (M) a(M) − a(M)| � ‖zU · a− a‖1 → 0.

Покажем теперь, как по характеру χM (g ) восстановить идеал M ,
или, что то же, функцию x(M), a(M) при фиксированном M �= M0

есть ограниченный линейный функционал в L1(G) и потому

a(M) =
∫
a(g ) aM(g ) dμ(g ), (6)

1) См. п. 2 § 28; {zU} рассматривается как направленное книзу соотноше-
нием zU � zV при U ⊂ V .
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где αM (g ) ∈ L∞(G) (см. IX п. 5 § 27). Отсюда

a(M) = lim
U

∫
(a · zU )(g )αM (g ) dμ(g ) =

= lim
U

∫ ∫
a(g ′) zU (g ′−1g )αM (g ) dμ(g ) =

= lim
U

∫
a(g ′)χM (g ′) dμ(g ′) ·

∫
zU (g )αM (g ) dμ(g ) =

= lim
U
zU (M)

∫
a(g ′)χM (g ′) dμ(g ′)

и в силу утверждения 2) предложения I

a(M) =
∫
a(g ′)χ(g ′) dμ(g ′)

при χ = χM .
Следовательно, при x = λe+ a

x(M) = (λe+ a)(M) = λ+
∫
a(g )χ(g ) dμ(g ). (7)

Обратно, непосредственная проверка показывает, что при лю-
бом характере χ(g ) группы G формула (7) определяет гомоморфизм
x→ x(M) кольца R(G) в поле комплексных чисел, значит, максималь-
ный идеал этого кольца.

Мы доказали следующую теорему:
Те о р е м а 1. Существует взаимно однозначное соответствие

между совокупностью всех максимальных идеалов M �= L1(G) груп-
пового кольца R(G) коммутативной группы G и совокупностью всех
характеров χ этой группы. Это соответствие задается формулой

x(M) = (λe+ a)(M) = λ+
∫
a(g )χ(g ) dμ(g ).

Из формулы (1) в силу предложения I следует, что

χ(g ) =
ag (M)

a(M)

для любой функции a ∈ L1(G), удовлетворяющей условию a(M) �= 0.

С л ед с т в и е 1. Групповое кольцо коммутативной локально би-
компактной группы вполне симметрично.

До к а з а т е л ь с т в о. Так как χ(g−1) = χ(g ), то из (7) следует, что
x∗(M) = x(M) для любого максимального идеала M .

Выше мы видели (см. пример в) п. 4 § 29), что для некоммутатив-
ного группового кольца это утверждение вообще неверно.

С л е д с т в и е 2. Всякая элементарная нормированная положи-
тельно определенная функция на коммутативной группе есть ха-
рактер этой группы.
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До к а з а т е л ь с т в о. Элементарной нормированной положитель-
но определенной функции ϕ отвечает элементарный положительный
функционал

f(λe+ a) = λ+
∫
a(g )ϕ(g ) dμ(g ) (8)

в R(G). Так как R(G) коммутативно, то этот функционал определяется
некоторым максимальным идеалом 1) M в R(G) по формуле f(λe +
+ a) = λ+ a(M). Отсюда в силу (7)

f(λe+ a) = λ+
∫
a(g )χ(g ) dμ(g ),

а сравнение с (8) дает ϕ(g ) = χ(g ).

С л е д с т в и е 3. Для любых двух элементов g1 �= g2 группы G

существует характер χ0 такой, что χ0(g1) �= χ0(g2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение есть частный случай общей
теоремы полноты (теорема 2 п. 3 § 29). Его можно также доказать
непосредственно следующим образом. Положим g0 = g−1

2 g1; тогда
g0 �= e; в силу леммы Урысона существует функция x ∈ L(G) та-
кая, что x(g0) = 1, x(e) = 0, и потому полагая xg0(g ) = x(g−1

0 g ),
имеем xg0 �= x. Так как R(G) — полупростое кольцо (см. VII п. 2
§ 28), то существует максимальный идеал M0 кольца R(G) такой,
что xg0(M0) �= x(M0). Если положить x̂(χ) =

∫
x(g )χ(g ) dμ(g ), то это

означает, что xĝ0 (χ0) �= x̂(χ0), т. е. χ(g0)x̂(χ0) �= x̂(χ0), где χ0 —
характер группы G, отвечающий идеалу M0. Отсюда χ0(g0) �= 1, т. е.
χ0(g

−1
2 g1) �= 1, следовательно, χ0(g1) �= χ0(g2).

С л ед с т в и е 4. Всякая непрерывная функция f на коммутатив-
ной локально бикомпактной группе G аппроксимируется равномер-
но на каждом бикомпактном множестве линейными комбинациями
характеров этой группы.

Утверждение непосредственно вытекает из следствия 2 и теоремы 5
п. 5 § 30. Оно следует также из теоремы Стоуна (см. п. 10 § 2),
ибо в силу следствия 3 линейные комбинации характеров образуют
симметричное кольцо функций, отделяющих точки на G.

Пр и м е ры. а). Пусть G — аддитивная группа всех вещественных
чисел t, −∞ < t <∞. Тогда характерами будут непрерывные функции
χ(g ) = χ(t), удовлетворяющие условиям

χ(t1 + t2) = χ(t1)χ(t2), |χ(t)| = 1.

Но, как легко видеть, непрерывная функция χ(t), удовлетворяющая
этим условиям, должна иметь вид

χ(t) = eitα,

1) См. замечание к теореме 3 п. 2 § 20.
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где α может быть произвольным фиксированным вещественным чис-
лом. Кольцо L1(G) переходит в этом случае в кольцо L1(−∞, ∞) всех
суммируемых измеримых функций a(t), причем

‖a‖1 =

∞∫

−∞

|a(t)| dt, (a · b)(t) =

∞∫

−∞

a(t1) b(t− t1) dt1

и
a∗(t) = a(−t).

Теорема 1 утверждает, что в этом случае всякий максимальный идеал
M кольца R(G), отличный от M0 = L1(−∞, ∞), определяется форму-
лой

x(M) = (λe+ a)(M) = λ+

∞∫

−∞

a(t) eitα dt.

В частности,

a(M) =

∞∫

−∞

a(t) eitα dt,

так что переход от a(t) к a(M) есть в данном случае преобразование
Фурье. Поэтому вообще переход от a(g ) к a(M) можно рассматривать
как обобщение преобразования Фурье на случай произвольной комму-
тативной локально бикомпактной группы.

Применяя следствие 4 к аддитивной группе всех вещественных
чисел, мы приходим к следующей теореме.

Всякая непрерывная функция f(t), −∞ < t < ∞, аппроксимиру-
ется равномерно на каждом конечном интервале линейными комби-
нациями функций eiαt.

б). Пусть G — аддитивная (дискретная) группа всех целых чисел
n = 0, ±1, ±2, . . .; характерами будут функции χ(g ) = χ(n), удовле-
творяющие условиям

χ(n1 + n2) = χ(n1)χ(n2), |χ(n)| = 1.

Полагая χ(1) = eiα, легко видеть, что тогда χ(n) = einα, где α опреде-
лено с точностью до слагаемого, кратного 2π.

Групповое кольцо R(G) есть в этом случае совокупность всех
последовательностей an таких, что

∞∑
n=−∞

|an| <∞,

причем

(a · b) =
∞∑

p=−∞

apbn−p, (a∗)n = a−n, ‖a‖1 =
∞∑

n=−∞

|an|.
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Теорема 1 утверждает, что все максимальные идеалы этого кольца
определяются формулой

a(M) =
∞∑

n=−∞

ane
inα

(что, впрочем, можно доказать и непосредственно).
в). Пусть G — группа вращений окружности; тогда всевозможные

характеры на G задаются формулой

χ(g ) = eint, x = 0, ± 2, . . . ; 0 � t � 2π.

Применяя следствие 4 к группе вращений окружности, заключаем:
Всякая непрерывная функция f(t), 0 � t � 2π, удовлетворяющая

условию f(0) = f(2π), аппроксимируется равномерно в [0, 2π] линей-
ными комбинациями функций eint, n = 0, ±1, ±2, . . ..

2. Группа характеров. Если χ1, χ2 — характеры группы G, то
формула χ(g ) = χ1(g )χ2(g ) определяет характер χ группы G. Этот
характер называется произведением характеров χ1, χ2 и обозначается
через χ1χ2. Тем самым совокупность G всех характеров группы G

становится коммутативной группой; ее называют группой характеров
группы G.

Пусть M — пространство максимальных идеалов кольца R(G).
В п. 1 мы показали, что существует взаимно однозначное соответствие

между характерами χ ∈ G и максимальными идеалами M �= M0 кольца
R(G); это позволяет перенести на G топологию локально бикомпактно-
го пространства M −M0, для чего окрестностями в G следует считать
образы окрестностей в M −M0 при отображении M → χ. Тогда G

становится локально бикомпактным пространством. Отметим, что по
самому определению окрестностей в M окрестностью характера χ0 ∈ G

является совокупность всех характеров χ, удовлетворяющих неравен-
ствам

|xk(M) − xk(M0)| =
∣∣∣∫ ak(g )[χ(g )− χ0(g )] dμ(g )

∣∣∣ < ε (1)

(xk = λke+ ak) при фиксированных a1, . . . , an ∈ L1(G), и эти окрест-
ности образуют базу окрестностей в G.

I. Характер χ(g ) есть непрерывная функция по совокупности
переменных g ∈ G и χ ∈ G.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть χ1 — произвольный характер группы G

и M1 — соответствующий ему максимальный идеал. Так как M1 �= M0,
то существует a(g ) ∈ L1(G) такая, что a(M1) �= 0. Неравенство

|ag1(M) − ag2(M1)| � |ag1(M) − ag2(M)| + |ag2(M) − ag2(M1)| �

� ‖ag1 − ag2‖1 + |ag2(M) − ag2(M1)|
16 Наймарк М.А.
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показывает, что ag (M) есть непрерывная функция по совокупности

переменных g ∈ G, M ∈ M −M0. Следовательно, и χ(g ) =
ag (M)

a(M)
есть

непрерывная функция по совокупности переменных g , M , или, что то
же, по совокупности переменных g , χ в любой точке (g1, χ1).

II. Топология в G совпадает с топологией равномерной сходимо-
сти на бикомпактных множествах.

До к а з а т е л ь с т в о. Утверждение теоремы означает, что множе-
ства U(χ0; Q; ε) характеров χ, удовлетворяющих условию |χ(g ) −
− χ0(g )| < ε при g ∈ Q, где Q бикомпактно: 1) открыты и 2) образуют
базу окрестностей в G.

Утверждение 1 непосредственно следует из V п. 12 § 2. Для доказа-
тельства утверждения 2 рассмотрим окрестность U(χ0; a1, . . . , an; ε),
определенную неравенствами (1). Выберем бикомпактное множество Q
так, чтобы ∫

G−Q

|ak(g )| dμ(g ) <
ε

4
, k = 1, 2, . . . , n,

и затем возьмем
δ <

ε

2‖ak‖1 , k = 1, 2, . . . , n.

Тогда при χ ∈ U(χ0; Q; δ)∣∣∣∫ ak(g )[χ(g ) − χ0(g )] dμ(g )
∣∣∣ � ∫

Q

|ak(g )||χ(g )− χ0(g )| dμ(g ) +

+
∫

G−Q

|ak(g )||χ(g ) − χ0(g )| dμ(g ) < δ‖ak‖1 + 2
ε

4
< ε;

следовательно, U(χ0; Q; δ) ⊂ U(χ0; a1, . . . , an; ε) и утверждение 2 так-
же доказано.

III. При определенной выше в G топологии G есть топологиче-
ская группа.

До к а з а т е л ь с т в о. Если χ ∈ U
(
χ0; Q;

ε

2

)
, χ′ ∈ U

(
χ′
0; Q;

ε

2

)
, то

при g ∈ Q

|χ(g )χ′(g ) − χ0(g )χ′
0(g )| � |χ(g ) − χ0(g )||χ′(g )| +

+ |χ′(g ) − χ′
0(g )||χ0(g )| = |χ(g ) − χ0(g )| + |χ′(g ) − χ′

0(g )| < ε,

т. е. χχ′ ∈ U(χ0χ
′
0; Q; ε). Это означает, что произведение χχ′ непре-

рывно. Непрерывность перехода к обратному характеру χ−1(g ) = χ(g )
очевидна.

В дальнейшем под группой характеров G мы будем понимать таким
образом определенную топологическую группу.
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3. Положительно определенные функции на коммутативной
группе. Пусть ϕ — положительно определенная функция на коммута-
тивной локально бикомпактной группе G. Согласно теореме 2 п. 2 § 30
этой функции отвечает регулярный положительный функционал

f(λe+ a) = λϕ(e) +
∫
a(g )ϕ(g ) dμ(g ) (1)

в кольце R(G). С другой стороны, этот положительный функционал
представляется, и притом единственным образом, в виде

f(x) =
∫
x(M) dσ(M), (2)

где σ — мера на M, определенная функционалом f (см. следствие
1 п. 4 § 20). При этом σ(M0) = 0 (где по-прежнему M0 обозначает
идеал L1(G) в R(G)). Действительно, если σ(M0) > 0, то, записывая
формулу (2) в виде

f(x) =
∫

M−M0

x(M) dσ(M) + x(M0)σ(M0),

мы получим, что вырожденный функционал f0(x) = x(M0) = λ при
x = λe + a, a ∈ L1(G), подчинен функционалу f ; это, однако, про-
тиворечит регулярности функционала f . Таким образом, формулу (2)
можно переписать в виде

f(x) =
∫

M′

x(M) dσ(M), (2′)

где M′ = M −M0. В силу соответствия M ↔ χ, установленного в п. 1,
σ можно также рассматривать как меру на G. Но при x = λe+ a

x(M) = λ+
∫
a(g )χ(g ) dμ(g ).

Подставляя это выражение в формулу (2′) и сравнивая с (1), получим

λϕ(e) +
∫
a(g )ϕ(g ) dμ(g ) = λσ(G) +

∫ [∫
a(g )χ(g ) dμ(g )

]
dσ(χ).

Отсюда
σ(G) = ϕ(e)

и ∫
a(g )ϕ(g ) dμ(g ) =

∫ [∫
a(g )χ(g ) dμ(g )

]
dσ(χ). (3)

Меняя в правой части равенства (3) порядок интегрирования и учиты-
вая произвольность функции a(g ) = L1(G) и непрерывность функций
χ(g ) и

∫
χ(g ) dσ(χ), заключаем, что

ϕ(g ) =
∫
χ(g ) dσ(χ).

16*
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Легко видеть, что, обратно, всякая функция ϕ, определенная этой
формулой, будет положительно определенной. Тем самым доказана

Те о р е м а 2 (Д . А . Ра й к о в [3]). Всякая непрерывная поло-
жительно определенная функция ϕ на коммутативной локально
бикомпактной группе G представляется, и притом единственным
образом, в виде

ϕ(g ) =
∫
χ(g ) d

∑
i(χ), (4)

где σ — некоторая мера на G, удовлетворяющая условию

σ(G) = ϕ(e).

Обратно, при любой мере σ на G, удовлетворяющей условию
σ(G) < ∞, формула (4) определяет непрерывную положительно
определенную функцию ϕ на группе G.

При м е ры. а). Пусть G — аддитивная группа вещественных чисел;
непрерывными положительно определенными функциями на G в этом
случае будут непрерывные функции ϕ(t), −∞ < t <∞, удовлетворяю-
щие условию

n∑
p, q=1

ϕ(tp − tq)λpλq � 0 (5)

при любых вещественных t1, . . . , tn и любых комплексных λ1, . . . , λn
(n = 1, 2, 3, . . .). Но в данном случае G можно рассматривать как
аддитивную группу вещественных чисел, причем соответствие между
χ и α устанавливается формулой χ(t) = eitα. Применяя теорему 2, мы
приходим к следующей теореме Бохнера [1].

Всякую непрерывную функцию ϕ(t), удовлетворяющую условию
(5), можно представить в виде

ϕ(t) =

∞∫

−∞

eitα dσ(α),

где σ — некоторая мера на прямой, удовлетворяющая условию
σ(−∞, ∞) = ϕ(0).

б). Пусть G — аддитивная группа всех целых чисел; положительно
определенными функциями на G будут последовательности ϕ(n) = ϕn,
удовлетворяющие условию

n∑
p, q=−n

ϕp−qλpλq � 0 (6)

для всех комплексных λ1, . . . , λn (n = 1, 2, 3, . . .). Но в этом случае
G можно отождествить с точками единичной окружности или с точ-
ками α интервала [0, 2π), причем соответствие между χ и α задается
формулой

χ(n) = einα.
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Применяя теорему 2, мы получаем для ϕn представление вида

ϕn =

2π∫

0

einα dσ(α). (7)

Задача определения по данной последовательности ϕn меры σ, для
которой выполняется (7), называется тригонометрической проблемой
моментов. Таким образом, применение теоремы 2 приводит к следую-
щей теореме Герглотца [1].

Тригонометрическая проблема моментов для данной последова-
тельности ϕn разрешима тогда и только тогда, когда эта после-
довательность удовлетворяет условию (6).

4. Формула обращения и теорема Планшереля для коммутатив-
ной группы. Обозначим через P = P (G) совокупность всех непрерыв-
ных положительно определенных функций на данной коммутативной
локально бикомпактной группе G, а через [L1 ∩ P ] — линейную обо-
лочку функций из L1 ∩ P , где L1 = L1(G).

Л е мм а. [L1 ∩ P ] плотно в L1 = L1(G) и в L2 = L2(G).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим L = L(G); функции вида y∗ · x,
x, y ∈ L, образуют множество, плотное в L в смысле нормы в L1

(см. II п. 2 § 28). Но тогда они образуют также плотное множество
в L1, ибо L плотно в L1. С другой стороны, y∗ · x есть линейная
комбинация следующих четырех положительно определенных функций
(x ± y)∗ · (x ± y), (x ± iy)∗ · (x ± iy), и потому принадлежит [L1 ∩ P ];
следовательно, [L1 ∩ P ] плотно в L1. Аналогично доказывается, что
[L1 ∩ P ] плотно в L2.

Положим теперь для любой функции x ∈ L1 и любого характера
χ ∈ G

x̂(χ) =
∫
x(g )χ(g ) dμ(g ); (1)

этот интеграл существует и представляет непрерывную функцию x̂на
группе G. Функция x̂ называется преобразованием Фурье функции
x ∈ L1. В силу результатов п. 1 x̂(χ) есть просто x(M), где M —
максимальный идеал кольца R(G), отвечающий характеру χ. Отсюда
следует, что

(x1 + x2)̂(χ) = x1̂ (χ) + x2̂ (χ), (λx)̂(χ) = λx̂(χ),

(x∗)̂(χ) = x̂(χ), (x1 · x2)̂(χ) = x1̂ (χ)x2̂ (χ),

в частности,
(x∗x)̂(χ) = |x̂(χ)|2.

Впрочем, в справедливости этих формул можно также убедиться непо-
средственной проверкой.
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Если G есть аддитивная группа вещественных чисел t, то χ(g ) =
= χ(t) = eitα, и формула (1) переходит в обычное преобразование
Фурье

x̂(α) =

∞∫

−∞

x(t) eitα dt.

Обозначим через μ(χ) инвариантную меру на группе G, а через
L1(G) — пространство функций, суммируемых на G по мере μ(x).
Следующая теорема (обобщающая классическую теорему об интеграле
Фурье) показывает, как восстановить функцию x по ее преобразованию
Фурье x̂ .

Те о р е м а 3. Если x ∈ [L1 ∩ P ], то x L̂1(G) и

x(g ) =
∫
x̂(χ)χ(g )dμ(χ),

где μ(x) — надлежащим образом нормированная инвариантная мера
на группе G.

До к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через I совокупность всех функ-
ций x ∈ L1, равномерно непрерывных на группе G. Легко видеть, что
I — идеал в L1(G). Определим в I линейный функционал

f(x) = x(e) дляx ∈ I.

Этот функционал положителен на I, ибо при x = y∗ · y, y ∈ I,

x(g ) =
∫
y(g1) y(g1g ) dμ(g1),

и потому
x(e) =

∫
|y(g1)|2 dμ(g1) � 0.

К этому функционалу f можно применить теорему 5 п. 4 § 20, ибо
L1(G) — вполне симметричное коммутативное кольцо (см. следствие 1
п. 1), а I плотен в L1(G). На основании этой теоремы существует мера
μ, заданная на M′ = M −M0, а значит, и на G, такая, что p̂∈ L1(μ) и

f(px) =
∫
p̂(χ)x̂(χ) dμ(χ) (2)

для любой функции p ∈ I, положительной относительно f . Но такой
будет всякая функция из L1 ∩ P , ибо при p ∈ L1 ∩ P

f(px∗x) =
∫ ∫
p(g ′

1)x(g1)x(g1g
′
1) dμ(g1) dμ(g ′

1) =

=
∫ ∫
p(g−1

1 g2)x(g1)x(g2) dμ(g1) dμ(g2) � 0

(см. IV п. 2 § 30); кроме того, условие (3) п. 4 § 20 также выполнено,
ибо L1(G) содержит множество, аппроксимирующее единицу (II п. 2
§ 28), и f(px) =

∫
p(g−1)x(g ) dμ(g ) — непрерывный функционал от x

в L1(G) (см. V п. 2 § 10). Поэтому (2) имеет место для любой функции
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p ∈ L1 ∩ P , а значит, и для любой функции p ∈ [L1 ∩ P ]. Заменяя в (2)
x на x∗, подставляя вместо f(px∗) и x∗̂(χ) = x̂(χ) их выражения
и меняя в правой части (2) порядок интегрирования, получим

∫
p(g )x(g )dμ(g ) =

∫
x(g )

[∫
p̂(χ)χ(g )dμ(χ)

]
dμ(g ).

Отсюда ввиду произвольности функции x ∈ L1

p(g ) =
∫
p̂(χ)χ(g )dμ(χ).

В частности,
p(e) =

∫
p̂(χ) dμ(χ).

Остается доказать, что dμ(χ) — инвариантная мера на G. Для этого
заметим, что если p ∈ L1 ∩ P , то для любого χ0 ∈ G также pχ0 ∈ L1 ∩ P
и преобразование Фурье этой функции есть

∫
p(g )χ0(g )χ(g ) dμ(g ) =

∫
p(g )(χχ0)(g ) dμ(g ) = p̂(χχ0).

Отсюда ∫
p̂(χ) dμ(χ) = p(e) = p(e)χ0(e) =

∫
p̂(χχ0) dμ(χ). (3)

Так как функции p ∈ [L1 ∩ P ] образуют плотное множество в L1, то
их преобразования Фурье p̂образуют плотное множество в C0(G) (см.
следствие 3 п. 3 § 14); следовательно, из (3) вытекает, что dμ(χ) —
инвариантная мера в G, и теорема доказана.

С л ед с т в и е 1. Если p ∈ L1 ∩ P , то p̂(χ) � 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если p ∈ L1 ∩ P , то согласно теореме 3
p̂ ∈ L1(G) и p(g ) =

∫
χ(g ) p̂(χ) dμ(χ); поэтому для любой функции

x ∈ L1(G)

∫
x(g ) p(g ) dμ(g ) =

∫ (∫
x(g )χ(g )dμ(g )

)
p̂(χ) dμ(χ) =

=
∫
x̂(χ) p̂(χ) dμ(χ) =

∫
x̂(χ) p̂(χ) dμ(χ).

Заменив здесь x на x∗x, заключаем, что
∫
|x̂(χ)|2p̂(χ) dμ(χ) � 0, (4)

ибо f(x) =
∫
x(g ) p(g ) dμ(g ) — положительный функционал в L1(G)

(см. теорему 2 п. 2 § 30). Но функции x ,̂ x ∈ L1(G), образуют плотное
множество в C0(G); поэтому из (4) следует, что

∫
ϕ(χ) p̂(χ) dμ(χ) � 0

для любой неотрицательной функции ϕ ∈ C0(G). А это возможно,
лишь когда p̂(χ) � 0.
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С л е д с т в и е 2. Если ϕ ∈ L1(G), ϕ(χ) � 0 и функция x(g ) =
=

∫
χ(g )ϕ(χ) dμ(χ) принадлежит L1(G), то почти всюду на G

ϕ(χ) =
∫
x(g )χ(g ) dμ(g ) = x̂(χ).

Док а з а т е л ь с т в о. В силу теоремы 2 п. 3 x ∈ P , а значит, x ∈
∈ L1 ∩ P . На основании теоремы 3 заключаем, что

x(g ) =
∫
χ(g )x̂(χ) dμ(χ),

так что ∫
χ(g )ϕ(χ) dμ(χ) =

∫
χ(g )x̂(χ) dμ(χ).

Отсюда для любой функции y ∈ L1(G)

∫
ŷ(χ)ϕ(χ) dμ(χ) =

∫ (∫
y(g )χ(g )dμ(g )

)
ϕ(χ) dμ(χ) =

=
∫
y(g )

(∫
χ(g )ϕ(χ) dμ(χ)

)
dμ(g ) =

=
∫
y(g )

(∫
χ(g )x̂(χ) dμ(χ)

)
dμ(g ) =

∫
ŷ(χ)x̂(χ) dμ(χ).

Из этого равенства заключаем, что ϕ(χ) = x̂(χ) почти всюду на G,
ибо функции ŷ(χ) образуют плотное множество в C0(G).

Те о р ем а 4. Преобразование Фурье x→ x̂есть изометрическое
отображение множества, плотного в L2(G), на множество, плот-
ное в L2(G), и потому продолжается единственным образом до
изометрического отображения L2(G) на L2(G).

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть I, f , P — те же, что и выше. Полагая
в (2) x = q∗, где q ∈ [L1 ∩ P ], имеем

∫
p(g ) q(g )dμ(g ) = f(pq∗) =

∫
p(χ) q̂(χ) dμ(χ);

следовательно, преобразование Фурье p → p̂ есть изометрическое
отображение подмножества [L1 ∩ P ] пространства L2(G) в простран-
ство L2(G). Так как [L1 ∩ P ] плотно в L2(G), то это отображение
продолжается и притом единственным образом до изометрического опе-
ратора T , отображающего пространство L2(G) в пространство L2(G).

Остается показать, что T отображает L2(G) на L2(G), для чего до-
статочно установить, что образ пространства L2(G) при отображении T
плотен в L2(G). Найдем для этого оператор T ∗. Пусть

ϕ ∈ L1(G) ∩ L2(G) и x ∈ [L1 ∩ P ];

полагая ϕ′ = T ∗ϕ, имеем (Tx, ϕ) = (x, ϕ′), т. е.
∫ ∫
x(g )χ(g )ϕ(χ)dμ(g ) dμ(χ) =

∫
x(g )ϕ′(g ) dμ(g ).
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Отсюда, так как [L1 ∩ P ] плотно в L2(G),

ϕ′(g ) = (T ∗ϕ)(g ) =
∫
ϕ(χ)χ(g )dμ(χ). (5)

Предположим теперь, что ϕ, ψ ∈ L1(G) ∩ L2(G) и ϕ � 0. Тогда также
ϕ · ψ ∈ L1(G) ∩L2(G) (см. VI п. 2 § 28) и из формулы (5) легко следует,
что 1)

T ∗(ϕ · ψ) = ϕ′ψ′ ∈ L1(G) ∩ L2(G),

ибо ϕ′ = T ∗ϕ ∈ L2(G), ψ′ = T ∗ψ ∈ L2(G). Кроме того, ϕ · ψ ∈ L1(G)
и ϕ · ψ � 0; на основании следствия 2 отсюда заключаем, что ϕ · ψ =
= T (ϕ′ψ′) ∈ TL2(G).

Пусть теперь ϕ, ψ — произвольные функции из L1(G) ∩ L2(G).
Каждую из них можно представить в виде линейной комбинации
четырех неотрицательных функций ϕj , ψj ∈ L1(G) ∩ L2(G), а значит,
ϕ · ψ можно представить в виде линейной комбинации шестнадцати
неотрицательных функций ϕj · ψk, которые в силу предыдущего при-
надлежат TL2(G). Следовательно, также ϕ · ψ ∈ TL2(G). Но функции
ϕ · ψ образуют плотное множество в L2(G) (см. замечание 1 на с. 438),
следовательно, TL2(G) плотно в L2(G), и теорема полностью доказана.

Отметим, что равенство TL2(G) = L2(G) является также следстви-
ем континуального аналога леммы Шура (см. п. 5 § 26).

Теорема 4 обобщает теорему Планшереля о классическом интеграле
Фурье и потому называется теоремой Планшереля для коммутативной
группы G.

С л е д с т в и е 3. Множества S1 и S2 всех функций x из L1(G)
и L2(G) соответственно, для которых x̂ обращается в нуль вне
бикомпактного множества (своего для каждой функции), плотны
соответственно в L1(G) и L2(G).

Д о к а з а т е л ь с т в о. S2 содержит прообраз при изометрическом
отображении T множества L(G), плотного в L2(G); следовательно, S2

плотно в L2(G).
Пусть x ∈ L1(G), тогда 2) x = yz, где y, z ∈ L2(G). Следователь-

но, существуют y1, z1 ∈ S2 такие, что ‖y − y1‖2 < ε, ‖z − z1‖2 < ε;

тогда y1, z1 ∈ L2(G), следовательно, y1z1 ∈ L1(G) и, кроме того,
(y1z1)̂= y1̂ · z1̂ = 0 вне бикомпактного множества Q1 · Q2, если
y1̂ = 0 вне бикомпактного множества Q1, а z1̂ = 0 вне бикомпактного

1) Здесь и ниже в этом параграфе ϕ · ψ обозначает свертку, а ϕ′ψ —
произведение функций.

2) Например, можно положить y = |x|1/2, z =

{
0 при x = 0,

|x|− 1
2 x при x �= 0.
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множества Q2. Поэтому y1z1 ∈ S1 и на основании неравенства Коши–
Буняковского

‖yz − y1z1‖1 � ‖y‖2 ‖z − z1‖2 + ‖z1‖2 ‖y − y1‖2 < ε(‖y‖2 + ‖z‖2 + ε),

так что S1 плотно в L1(G).
Обозначим через B = B(G) совокупность всех конечных линейных

комбинаций функций x · y, где x, y ∈ L(G). Очевидно, B(G) — под-
кольцо в L1(G). В силу II и замечания 2 п. 2 § 28 B(G) плотно в L1(G)
и L(G) в смысле норм ‖x‖1 и ‖x‖∞ соответственно.

С л ед с т в и е 4. Образ TB кольца B при преобразовании Фурье T
плотен в L1(G).

До к а з а т е л ь с т в о. Согласно теореме 4 функции x̂= Tx, x ∈
∈ L(G), образуют плотное множество в L2(G); следовательно, функ-
ции x ŷ̂= T (x · y), принадлежащие TB, образуют плотное множество

в L2(G) (см. конец доказательства следствия 3).

5. Свойство отделимости множества [L1 ∩ P ]. Положим A =
= A(G) = [L1 ∩ P ]; тогда A — симметричное подкольцо кольца L1.
Действительно, если x, y = A, то x · y есть линейная комбинация при-
надлежащих L1 ∩ P функций (x∗ ± y)∗ · (x∗ ± y), (x∗ ± iy)∗ · (x∗ ± iy),
и потому x · y ∈ A .

Л емм а. Для любого бикомпактного множества F ⊂ G и откры-
того множества U ⊃ F в кольце A существует функция x, равная
единице на F и нулю вне U .

До к а з а т е л ь с т в о. Выберем симметричную окрестность V еди-
ницы такую, что μ(V ) <∞ и (см. III п. 3 § 27)

V 2F ⊂ U.

Пусть y, z — характеристические функции множеств V и V F соответ-

ственно; положим x =
1

μ(V )
y∗ · z. Тогда x ∈ A и

x(g ) =
1

μ(V )

∫
y(g1) z(g1g ) dμ(g1) =

=
1

μ(V )

∫

V

z(g1g ) dμ(g1) =
1

μ(V )

∫

V g

z(g1) dμ(g1); (1)

при g ∈ F имеем V g ⊂ V F и потому

x(g ) =
1

μ(V )

∫

V g

dμ(g1) =
1

μ(V )
μ(V g ) = 1.

Далее, при g /∈ U также g /∈ V 2F , и потому V g не пересекается V F ;
отсюда и из (1) заключаем, что x(g ) = 0 при g /∈ U . Следовательно,
функция x удовлетворяет поставленным требованиям.
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Из доказанной леммы, в частности, следует:
Для любых двух различных точек g1, g2 ∈ G существует функ-

ция x ∈ A, равная единице в g1 и нулю в g2.
Действительно, достаточно положить в предыдущей лемме F = g1,

U = G − g2.

6. Теорема двойственности. Пусть G — локально бикомпактная
коммутативная группа, а G — группа ее характеров. При фиксирован-
ном g ∈ G функция fg (χ) = χ(g ) удовлетворяет условиям

|fg (χ)| = 1, fg (χ1χ2) = (χ1χ2)(g ) = χ1(g )χ2(g ) = fg (χ1) fg (χ2)

и, следовательно, есть характер группы G. При этом

fg1g2(χ) = χ(g1g2) = χ(g1)χ(g2) = fg1(χ) fg2(χ);

следовательно, соответствие g → fg есть гомоморфизм группы G

в группу G, т. е. в группу характеров группы G.
Те о р е м а 5 (т е о р е м а д в о й с т в е н н о с т и Л.С. Пон т р я г и-

н а [2] и [6]). Соответствие g → fg есть изоморфизм и гомеомор-

физм группы G на группу G характеров группы G.

До к а з а т е л ь с т в о. 1). Согласно следствию 3 п. 1 при g1 �= g2
существует характер χ0 ∈ G такой, что χ0(g1) �= χ0(g2). Это означает,
что fg1(χ0) �= fg2(χ0), и потому соответствие g → fg взаимно одно-
значно. Следовательно, это соответствие есть изоморфизм группы G

в группу G и мы можем считать, что G ⊂ G, в соответствии с чем мы

положим χ(g ) = fg (χ) = g (χ). Нам надо доказать, что тогда G = G

и что топологии в G и G совпадают.
2). Обозначим снова через B кольцо всех линейных комбинаций

x · y, x, y ∈ L(G) (см. конец п. 4). Очевидно, B ⊂ A(G) (см. п. 5);
следовательно, на основании теоремы 3 каждая функция x ∈ L(G)
имеет вид

x(g ) =
∫
x̂(χ)χ(g )dμ(χ), (1)

где x̂∈ L1(G), x̂∈ B̂= TB. С другой стороны, на основании лем-
мы Урысона функции x ∈ L(G) отделяют точки на G и, кроме того,
для любой точки g0 ∈ G существует функция x ∈ L(G) такая, что
x(g0) �= 0. Так как B плотно в L(G) в смысле нормы ‖x‖∞, то этим
же свойством обладают функции из B; кроме того, так как B ⊂ L(G),
то все функции из B обращаются в нуль в бесконечно удаленной
точке. Отсюда заключаем, что слабая топология в G, определенная
кольцом B, совпадает с исходной топологией в G (см. II п. 11 § 2).

В силу (1) это означает, что множества U(g0; x1̂, . . . , xn̂; ε) в G,
определенные неравенствами вида∣∣∣∫ xĵ (χ)[χ(g )− χ(g0)] dμ(χ)

∣∣∣ < ε

(j = 1, 2, . . . , n, xĵ ∈ B ,̂ ε > 0),
(2)
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образуют базу окрестностей в G. Но неравенства (2) можно записать
в виде ∣∣∣∫ xĵ (χ)[g (χ) − g0(χ)] dμ(χ)

∣∣∣ < ε,

следовательно, по определению топологии в группе характеров (см.
п. 2), множества U(g0; x1̂, . . . , xn̂; ε) являются окрестностями в группе
G, рассматриваемой как подпространство топологического простран-

ства G, и они образуют там базу окрестностей, ибо B̂плотно в L1(G)
в силу следствия 4 п. 4.

Таким образом, G — локально бикомпактное подпространство в G.

3). Докажем, что G плотно в G. Если G не плотно в G, то в G суще-
ствует окрестность с бикомпактным замыканием, не пересекающаяся
с G, и на основании леммы п. 5 существует функция x(g ) = (y · z)(g ),

y, z ∈ L1(G) ∩ L2(G), y � 0, z � 0, не равная тождественно нулю и рав-
ная нулю на G. Повторяя рассуждение, проведенное в доказательстве

теоремы Планшереля (с G и G вместо G и G, см. п. 4), мы заключаем,
что

x(g ) =
∫
x̂(χ) g (χ) dμ(χ), (3)

где x̂∈ L1(G) ∩ L2(G); отсюда

x(g ) =
∫
x̂(χ)χ(g ) dμ(χ).

Но по условию x(g ) = 0 на G; следовательно,

x(g ) =
∫
x̂(χ)χ(g ) dμ(χ) = 0 для всех g ∈ G,

т. е. T ∗x̂ = 0. Отсюда x̂= 0 и в силу (3) x(g ) = 0, что противоречит

определению функции x(g ). Таким образом, G плотно в G.

4). Докажем, наконец, что G = G. По доказанному в 2) G —

локально бикомпактное подпространство в G; поэтому в G существует

такая окрестность единицы U , что U = U ∩ G имеет в G бикомпактное
замыкание Ũ .

Так как вложение G в G непрерывно, то Ũ бикомпактно, а значит,

и замкнуто в G. С другой стороны, U плотно в U , и потому U ⊂ Ũ .

Пусть теперь g0 — произвольный элемент из G. По доказанному в 3)

его окрестность g0U
−1

содержит элемент g ∈ G. Но тогда g0 ∈ gU ⊂
⊂ g0Ũ ⊂ G, и теорема полностью доказана.

Теорема двойственности была впервые установлена Понтрягиным
[2] на основании глубокого исследования структуры рассматриваемых
групп.Аналитическое доказательство, опирающееся на общую теорию
преобразования Фурье на коммутативной локально бикомпактной груп-
пе, было впервые дано Райковым [4].
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7. Унитарные представления коммутативной группы.
Те ор ем а 6. Всякое унитарное представление g → Tg коммута-

тивной локально бикомпактной группы G задается формулой

Tg =
∫
χ(g ) dP (χ),

где P (Δ) — некоторая спектральная мера на G.

До к а з а т е л ь с т в о. Унитарному представлению g → Tg группы G

в пространстве H отвечает представление x→ Tx ее группового кольца

R(G), а значит, и пополнения R̃(G) этого кольца в минимальной регу-
лярной норме. Но каждое такое представление записывается в виде 1)

Tx =
∫
x(M) dP (M), (1)

где P (Δ) — спектральная мера в пространстве M максимальных идеа-

лов кольца R̃(G), а значит, и R(G) (ибо R(G) — вполне симметричное
кольцо, см. следствие 1 в п. 1 § 31 и следствие в п. 2 § 20). При этом
P ({M0}) = 0 (где, как и выше, M0 = L1(G)), ибо в противном слу-
чае представление x → Tx содержало бы вырожденное представление.
В силу соответствия M ∼ χ между максимальными идеалами �= M0

и характерами P (Δ) можно также рассматривать как спектральную
меру на G и тогда формула (1) запишется в виде
∫
x(g )Tg dμ(g ) =

∫
x̂(χ) δP (χ) =

∫ [∫
x(g )χ(g )dμ(g )

]
dP (χ) =

=
∫
x(g )

[∫
χ(g ) dP (χ)

]
dμ(g ),

откуда Tg =
∫
χ(g ) dP (χ).

8. Теоремы тауберовского типа.
Те о р ем а 7. Групповое кольцо локально бикомпактной комму-

тативной группы регулярно.

До к а з а т е л ь с т в о. Так как M −M0 гомеоморфно группе G, то
достаточно установить, что для каждого бикомпактного множества F ⊂
⊂ G и каждой точки χ0 /∈ F существует функция x ∈ L1(G) такая,
что x̂= 1 на F и x̂= 0 в точке χ0. Мы докажем более сильное
утверждение, именно покажем, что если F — бикомпактное, а U —
открытое множество в G и если F ⊂ U , то существует функция x ∈
∈ L1(G) такая, что x̂= 1 на F и x̂= 0 вне U .

Действительно, согласно лемме п. 5, примененной к группе G, суще-
ствует функция x̂∈ A(G), обладающая этими свойствами. Но тогда,
согласно теоремам 3 и 5, x̂ есть преобразование Фурье функции
x ∈ L1(G), так что эта функция x удовлетворяет поставленным требо-
ваниям.

1) См. II п. 4 § 17.
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Те ор ем а 8. Если G — локально бикомпактная коммутативная
группа, то всякий замкнутый идеал в L1(G) содержится в макси-
мальном регулярном идеале.

Утверждение теоремы непосредственно вытекает из теоремы 7,
следствия 3 п. 4, следствия п. 5 § 15 и полупростоты кольца L1(G) (см.
VII п. 2 § 28 и (3) п. 5 § 7).

С л ед с т в и е 1. Если функция x ∈ L1(G) такова, что ее преоб-
разование Фурье x̂ нигде на G не обращается в нуль, то сдвиги
функции x порождают все L1(G).

До к а з а т е л ь с т в о. По предположению, x не принадлежит ника-
кому максимальному регулярному идеалу кольца L1(G). С другой сто-
роны, в силу IV п. 2 § 28 замкнутое подпространство L, порожденное
сдвигами функции x, есть идеал в L1(G) или все L1(G). Но если L —
идеал в L1(G), то согласно теореме 8 этот идеал, а значит, и функция
x, содержится в некотором максимальном регулярном идеале кольца
L1(G), что противоречит условию. Следовательно, L = L1(G).

С л е д с т в и е 2 (о б о бщ е н н а я т а у б е р о в с к а я т е о р е м а
Ви н е р а). Пусть G — локально бикомпактная, но не бикомпактная
коммутативная группа и пусть x — функция из L1(G) такая, что
x̂ нигде на G не обращается в нуль. Если тогда y ∈ L∞ такова,
что x · y обращается в нуль на бесконечности, то z · y обращается
в нуль на бесконечности для всех z ∈ L1(G).

До к а з а т е л ь с т в о. Множество I всех функций z ∈ L1(G), для
которых z · y обращается в нуль на бесконечности, есть, очевидно,
линейное подпространство в L1(G). Положим zg0 = z(gg0); тогда I
инвариантно при сдвигах z → zg0 , ибо если z · y обращается в нуль на
бесконечности, то этим же свойством обладает также zg0 · y = (z · y)g0 .
Кроме того, I замкнуто. Действительно, если z ∈ I, то для данного
ε > 0 существует функция z′ ∈ I, для которой

‖z − z′‖1 < ε

2(‖y‖∞)
.

Так как y · z′ обращается в нуль на бесконечности, то существует
бикомпактное множество Q ⊂ G такое, что

|(y · z′)(g )| < ε

2
вне Q.

Но
|(y · z)(g ) − (y · z′)(g )| � ‖y‖∞ · ‖z − z′‖1 < ε

2
;

поэтому также |(y · z)(g )| < ε вне Q. Следовательно, также y · z обра-
щается в нуль на бесконечности. Это означает, что z ∈ I; следователь-
но, I замкнуто.

Но тогда I есть идеал в L1(G) или I = L1(G). В силу теоремы 8
первая возможность исключается, ибо I содержит элемент x, не содер-
жащийся ни в каком максимальном регулярном идеале. Следовательно,
I = L1(G), чем и завершается доказательство.
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С л е д с т в и е 3 (т а у б е р о в с к а я т е о р е м а Ви н е р а [1]). Ес-
ли x(t) ∈ L1(−∞, ∞) и x̂(α) не обращается в нуль ни при ка-
ком α, а y(t) — функция из L∞(−∞, ∞) такая, что (x · y)(t) → 0
при t→ +∞, то (z · y)(t) → 0 при t → +∞ для каждой функции
z ∈ L1(−∞, ∞).

Это следствие нельзя рассматривать как частный случай след-
ствия 2, ибо в нем речь идет об одностороннем пределе. Однако
доказательство остается тем же, что и для следствия 2.

Теорема 8 означает, что оболочка h(I) замкнутого идеала I не
может быть пустым множеством. В связи с этой теоремой возникает
более тонкий и до сих пор полностью не решенный вопрос о клас-
сификации замкнутых идеалов в кольце L1(G), в частности вопрос
об условиях, при которых замкнутый идеал в кольце L1(G) равен
ядру своей оболочки 1) (см. п. 3 § 15). То, что это не всегда имеет
место, показывает пример Л. Шварца (см. п. 2 § 16). Для ответа на
поставленный вопрос докажем сначала следующую лемму.

Л емм а 1 2). Пусть в регулярном полупростом банаховом кольце
1) имеется множество, аппроксимирующее единицу;
2) совокупность R1 всех функций x(M) кольца R, равных нулю,

каждая вне некоторого бикомпактного множества, плотна
в R.

Тогда кольцо R удовлетворяет условию (D) 3) на бесконечности.

До к а з а т е л ь с т в о. Нам надо доказать, что для каждого x ∈ R
и каждого ε > 0 существует функция y = y(M) ∈ R1, для кото-
рой |xy − x| < ε. В силу условия 1 существует u ∈ R, для кото-

рого |xu− x| < ε

2
; далее, в силу условия 2 существует функция

y = y(M) ∈ R′, такая, что |y − u| < ε

2|x| . Тогда |xy − xu| < ε

2
, и потому

|xy − x| < ε.

С л ед с т в и е 4. Пусть R — то же, что и в предыдущей лемме.
Если замкнутый идеал I в R имеет бикомпактную оболочку, то I
содержит всякий элемент x ∈ R такой, что h(I) ⊂ inth((x)).

До к а з а т е л ь с т в о. Согласно предыдущей лемме существует y ∈
∈ R′, для которого |xy − x| < ε. Но в силу предложения III п. 4 § 15

1) Этот последний вопрос тесно связан с вопросом о возможности спек-
трального синтеза на группе, т. е. с вопросом об условиях, при которых инва-
риантное относительно сдвига пространство функций на группе порождается
содержащимися в нем «элементарными» (аналогами функций xr exp(−ixz) для
аддитивной группы R1) функциями (см., например, Рудин [12] и Эллиотт
[1, 2]). О структуре замкнутых идеалов в кольце L1(G) и в некоторых его
подкольцах см., например, Р. Вернер [1].

2) Конечно, эта лемма содержательна лишь для кольца R без единицы,
следовательно, для того случая, когда M не бикомпактно.

3) См. п. 4 § 15.
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из условия h(I) ⊂ inth((x)) заключаем, что x(M), а значит
и x(M) y(M), локально принадлежит идеалу I в каждой конечной
точке (см. п. 5 § 15); кроме того, x(M) y(M) обращается в нуль
в некоторой окрестности бесконечно удаленной точки и потому также
локально принадлежит идеалу I в бесконечно удаленной точке;
следовательно (см. теорему 3′′ п. 4 § 15), xy ∈ I. Так как I замкнут,
а ε — произвольное положительное число, то также x ∈ I.

Для проверки выполненности условия (D) в конечных точках дока-
жем следующую лемму.

Л емм а 2. Пусть G — коммутативная локально бикомпактная
группа. Для каждого бикомпактного множества Q ⊂ G и каждого
ε > 0 существует функция z ∈ L1(G) такая, что:

1) ẑ≡ 1 в некоторой окрестности единицы группы G;
2) ‖z‖1 < 2;
3) ‖z − zg‖1 < ε для всех g ∈ Q.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть U — симметричная окрестность еди-
ницы в G, замыкание которой бикомпактно, а V — другая такая
окрестность, замыкание которой содержится в U и которая удовлетво-

ряет условию
μ(U)

μ(V )
< 4. Пусть û, v̂ — характеристические функции

множеств U , V , а u, v — их прообразы в L2(G) относительно преобра-

зования Фурье. Тогда функция z(g ) =
u(g ) v(g )

μ(V )
принадлежит L1(G) и

‖z‖1 �
1

μ(V )
‖u‖2 ‖v‖2 =

1

μ(V )
‖û‖2 ‖v̂‖2 =

[
μ(U)

μ(V )

] 1
2

< 2.

Кроме того, если W — окрестность единицы в G такая, что то при
VW ⊂ U , то при χ ∈W

ẑ(χ) =
1

μ(V )
(û · v )̂(χ) =

1

μ(V )

∫
û(χ′) v̂(χ′−1χ) dμ(χ′) = 1.

Обозначим через U ′ совокупность всех χ ∈ G, удовлетворяющих усло-
вию

|1− χ(g )| < ε

4
для всех g ∈ Q.

Очевидно, U ′ — открытое множество (см. V п. 12 § 2), содержащее
единицу группы G, и потому можно выбрать U ⊂ U ′. Но тогда для всех
g ∈ Q

‖u− ug‖22 =

∫
|û(χ)[1− χ(g )]|2 dμ(χ) < μ(U)

(
ε

4

)2
,

и аналогично

‖v − vg‖22 < μ(V )
(

ε

4

)2
.
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Отсюда

‖z − zg‖1 =
1

μ(V )
‖u(v − vg ) + vg (u− ug )‖1 �

�
1

μ(V )
(‖u‖2 ‖v − vg‖2 + ‖vg‖2 ‖u− ug‖2) <

<
1

μ(V )
· ε

4
2[μ(U)μ(V )]

1
2 < ε

для всех g ∈ Q, так что построенная нами функция z(g ) удовлетворяет
всем поставленным требованиям.

С л е д с т в и е 5. Пусть U и z = zU те же, что и в лемме 2.
Если x ∈ L1(G) и x̂(e )̂ = 0, то x · zU → 0 при неограниченном
убывании U .

До к а з а т е л ь с т в о. При заданном δ > 0 выберем симметричное
множество Q и число ε > 0 в лемме 2 так, чтобы∫

G−Q

|x(g )| dg <
δ

8
, ε <

δ

2‖x‖1 .

Так как
x̂(e )̂ =

∫
x(g ) dμ(g ) = 0,

то

(x · z)(g ) =
∫
x(g ′) z(g ′−1g ) dμ(g ′) =

∫
x(g ′) [z(g ′−1g ) − z(g )] dμ(g ′).

Следовательно,

‖x · z‖1 �
∫
|x(g ′)| ‖zg ′−1 − z‖1 dμ(g ′) =

=
∫

Q

|x(g ′)| ‖zg ′−1 − z‖1 dμ(g ′) +
∫

G−Q

|x(g ′)| ‖zg ′−1 − z‖1 dμ(g ′) <

< ‖x‖1ε+
δ

8
· 4 < δ.

С л е д с т в и е 6. Существует равномерно ограниченная сеть
функций u ∈ L1(G) таких, что û≡ 0 в некоторой окрестности
точки ê и x · u→ x для всех x ∈ L1(G), удовлетворяющих условию
x̂(e )̂ = 0.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть v пробегает множество в L1(G), ап-
проксимирующее единицу; положим u = v − z · v, где z — то же, что
в лемме 2. Тогда ‖u‖1 � 3 и û= v̂− v ẑ̂= 0 в той окрестности, где
ẑ≡ 1. Кроме того (см. следствие 5),

‖x− x · u‖1 � ‖x− x · v‖1 + ‖x · z‖1 ‖v‖1 → 0.

Следствие 6 означает, что условие (D) выполняется в точке ê;
отсюда путем сдвига заключаем, что оно выполняется во всех других
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точках группы G. Согласно лемме 1 условие (D) также выполнено на
бесконечности. Таким образом, к L1(G) применима теорема Г. Е. Ши-
лова (см. теорему 5 п. 4 § 15), и мы приходим к следующему резуль-
тату.

Те о р е м а 9. Пусть I — замкнутый идеал в L1(G), а x —
функция из L1(G), принадлежащая kh(I). Если пересечение границы
множества h(x) с h(I) не содержит непустого совершенного мно-
жества, то x ∈ I.

С л е д с т в и е 7. Если I — замкнутый идеал в L1(G), оболочка
которого дискретна (т. е. состоит только из изолированных то-
чек), то I = kh(I).

9. Случай бикомпактной группы.
Те о р е м а 10. Коммутативная локально бикомпактная груп-

па G бикомпактна тогда и только тогда, когда G дискретна.

До к а з а т е л ь с т в о. Если G дискретна, то L1(G) содержит еди-
ницу (см. п. 1 § 28); но тогда группа G гомеоморфна пространству
всех максимальных идеалов банахова кольца с единицей и потому
бикомпактна. Обратно, если G бикомпактна, то функция x0̂ (χ) ≡ 1

принадлежит L1(G) ∩ P (G) и отвечающая ей функция x0 ∈ L1(G) яв-
ляется единицей в L1(G). Но в п. 1 § 28 мы видели, что это возможно,
лишь когда G дискретна. Утверждение теоремы теперь получается,
если, пользуясь теоремой двойственности, поменять G и G ролями.

Те о р е м а 11. Если коммутативная группа G бикомпактна
и инвариантная мера на ней нормирована так, что μ(G) = 1, то
в теореме обращения инвариантная мера на G должна быть нор-
мирована так, чтобы мера каждой точки равнялась единице.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть мера μ на G нормирована так, что мера
каждой точки равна c. Тогда функция

û(χ) =

{ 1

c
при χ = ê,

0 при χ �= ê
сеть единица в L1(G). Так как свертке в L1(G) отвечает умножение
функций x(g ), то соответствующая функция u(g ) ≡ 1; отсюда

û(χ) =

∫
χ(g ) dμ(g ) =

{ 1

c
при χ = ê,

0 при χ �= ê. (1)

В частности, при χ = ê
1

c
=

∫
dμ(g ) = μ(G).

Следовательно, μ(G) = 1 тогда и только тогда, когда c = 1.
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Из (1) при c = 1 вытекает, что

∫
χ1(g )χ2(g ) dμ(g ) =

∫
(χ1χ

−1
2 )(g ) dμ(g ) =

{
1 при χ1 = χ2,

0 при χ1 �= χ2.

Тем самым доказано:
С л е д с т в и е 1. Характеры коммутативной бикомпактной

группы образуют ортонормальную систему в L2(G).
Те о р е м а 12. Характеры χα коммутативной бикомпактной

группы образуют полную ортонормальную систему в L2(G) и раз-
ложение (обобщенный ряд Фурье)

x(g ) =
∑
α

(x, χα)χα(g ) (2)

функции x ∈ L2(G) есть обратное преобразование Фурье.

До к а з а т е л ь с т в о. Если x ∈ L2(G), то x̂∈ L2(G), и потому не
более чем счетное число значений x̂(χα), скажем, x̂(χ1), x̂(χ2), . . .,
отлично от нуля. Полагая

cn = x̂(χn) =
∫
x(g )χn(g ) dμ(g )

и применяя формулу Планшереля, имеем∫
|x(g )|2 dμ(g ) =

∫
|x̂(χ)|2 dμ(χ) =

∑
n

|cn|2.

Это означает (см. IX п. 4 § 5), что характеры χ(g ) образуют полную

систему в L2(G). Далее, непрерывная функция xn(g ) =
n∑
1

ckχk(g ) есть

обратное преобразование Фурье функции

χn̂ (χ) =

{
ck при χ = χk, k � n,

0 в остальных случаях.

Так как xn̂ (χ) → x̂(χ) в смысле нормы в L2(G), то xn → x в смысле

нормы в L2(G) и (2) есть обратное преобразование Фурье.

Если G есть группа вращений окружности, то характерами являют-
ся χn = eint, n = 0, ±1, ±2, . . ., и мы получаем, как частный случай,
теорему о полноте системы функций χn = eint, n = 0, ±1, ±2, . . .,
в L2(0, 2π).

С л е д с т в и е 2. Всякая непрерывная функция на коммутатив-
ной бикомпактной группе равномерно аппроксимируется конечными
линейными комбинациями характеров.

Утверждение непосредственно вытекает из следствия 4 п. I.
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10. Сферические функции. Одним из обобщений понятия ха-
рактера на некоммутативные группы являются сферические функции.
Пусть G — локально бикомпактная группа, а K — ее бикомпактная
подгруппа.

Сферической функцией на G, отвечающей подгруппе K, называется
всякая элементарная положительно определенная функция ϕ(g ) на G,
удовлетворяющая условию

ϕ(k1gk2) = ϕ(g ) для всех k1, k2 ∈ K. (1)

Если g → Ug — неприводимое унитарное представление группы G, для
которого ϕ(g ) = (Ug ξ0, ξ0), то, как легко видеть, соотношение (1) эк-
вивалентно условию Ukξ0 = ξ0 для всех k ∈ K. Таким образом, элемен-
тарная положительно определенная функция является сферической
тогда и только тогда, когда в пространстве соответствующего
неприводимого представления g → Ug не существует вектор ξ0 �= 0,
удовлетворяющий условию Ukξ0 = ξ0 для всех k ∈ K.

Сферическую функцию ϕ(g ) можно также рассматривать как функ-
цию на многообразии X правых смежных классов Kg группы G по
подгруппе K. Именно, положим

ϕ(x1, x2) = ϕ(g1g
−1
2 ) для x1, x2 ∈ X, x1 = Kg1, x2 ∈ Kg2. (2)

Из (1) вытекает, что это определение не зависит от выбора элементов
g1 ∈ x1, g2 ∈ x2.

Элементам g0 ∈ G отвечают преобразования Kg → Kgg0 в про-
странстве X, которые мы будем записывать в виде x → xg0. Из (2)
вытекает, что ϕ(x1g , x2g ) = ϕ(x1, x2) для всех g ∈ G; кроме того,
ϕ(x1, x2) — положительно определенное ядро 1). Если зафиксировать
точку x0 ∈ X, то функция ψ(x) = ϕ(x, x0) будет инвариантной отно-
сительно всех преобразований g , оставляющих на месте точку x0, т. е.
будет постоянной на «сферах» с «центром» в точке x0.

Наложим теперь на группы G и K дополнительное условие, именно,
потребуем, чтобы в группе G существовал автоморфизм g → g ′ (т. е.
изоморфизм группы G на группу G) такой, что: 1) g ′′ = g , 2) k′ = k
для всех k ∈ K. Всюду в дальнейшем в этом пункте мы будем считать
это условие выполненным 2).

В таком случае сферические функции описываются при помощи
максимальных идеалов следующего коммутативного кольца. Пусть

1) Это означает, что
n∑

j,k=1

ϕ(xj , xk) ξjξk � 0 для произвольных x1, . . . , xn ∈
∈ X, произвольных комплексных чисел ξ1, . . . , ξn и произвольного натураль-
ного n.

2) Это условие выполняется, например, если X — симметрическое риманово
пространство, а G — группа движении в X.
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R′
0 — совокупность всех функций x′ ∈ L1(G), удовлетворяющих усло-

вию
x(k1gk2) = x(g ) для всех k1, k2 ∈ K. (3)

Легко видеть, что при условии существования указанного выше ав-
томорфизма R′

0 — коммутативное 1) подкольцо кольца L1(G). Пусть
R0 — кольцо, полученное из R′

0 присоединением единицы. Существует
взаимно однозначное соответствие M → ϕM между совокупностью
всех отличных от R′

0 симметричных максимальных идеалов кольца R0

и совокупностью всех сферических функций, и это соответствие для
всех x ∈ R′

0 задается формулой x(M) =
∫
x(g )ϕM (g ) dμ(g ). Комби-

нируя этот результат с теоремой 3 п. 2 § 20, заключаем, что всякая
положительно определенная функция ϕ, удовлетворяющая условию
(1), представляется в виде

ϕ(g ) =
∫

M

ϕM (g ) dσ(M), (4)

где M — пространство симметричных максимальных идеалов коль-
ца R0, а σ — мера на M.

Обозначим через S множество двусторонних смежных классов
s = KgK группы G по подгруппе K, т. е. множеств s всех элементов
k1gk2 при фиксированных g ; в силу сказанного выше эти классы s
можно рассматривать как «сферы» в X. Условие (1) означает, что
функция ϕ должна быть постоянной на каждом классе, и потому ее
можно рассматривать как функцию ϕ(s) класса s.

Аналогично, каждую функцию f(g ) ∈ R′
0 можно рассматривать как

функцию f(s) на S.
Переходя от интеграла по G к интегралу по K ×K × S, заключаем,

что произведение f = f1 · f2 в кольце R0 должно задаваться формулой

f(s) =
∫

S

f1(s1) f2(s2) a(s1, s2, s) ds1 ds2, (5)

где a(s1, s2, s) — некоторая функция от s1, s2, s. Отсюда заключаем,
что для сферических функций ϕM имеет место следующий закон
умножения:

ϕM (s1)ϕM (s2) =
∫

S

a(s1, s2, s)ϕM (s) ds. (6)

Предположим теперь, что G — полупростая группа Ли; в этом слу-
чае сферические функции удовлетворяют дифференциальным уравне-
ниям, которые получаются следующим образом. Пусть e1, e2, . . . , en —
базис алгебры Ли Γ группы G, E1, E2, . . . , En — отвечающие

1) Доказательство этого факта, как и других сформулированных здесь пред-
ложений, является обобщением соответствующих рассуждений в примере в)
п. 4 § 29.
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e1, e2, . . . , en дифференциальные операторы в X (операторы Ли бес-
конечно малого сдвига). Обозначим через Q кольцо всех формальных
многочленов от e1, . . . , en с соотношениями, являющимися соотноше-
ниями коммутирования в Γ.

Рассмотрим элементы P (e1, e2, . . . , en) центра 1) кольца Q; тогда
P (E1, E2, . . . , En) — дифференциальные операторы в многообразии X,
перестановочные со всеми его преобразованиями x → xg . Так как
функции ϕM (x) определяют неприводимые представления группы G,
то отсюда вытекает, что P (E1, E2, . . . , En)ϕM (x) = λϕM (x), где λ —
число.

Среди элементов центра кольца Q имеется конечное число P1, . . .
. . . , Pm таких, что всякий другой элемент центра есть многочлен от
P1, . . . , Pm. Положив Δi = Pi(E1, . . . , En), i = 1, 2, . . . , m, мы полу-
чим, что функции ϕM (x) удовлетворяют следующим уравнениям:

ΔiϕM (x) = λiϕM (x), i = 1, 2, . . . , m. (7)

Если, например, G есть комплексная унимодулярная группа второго
порядка, а K — ее унитарная подгруппа, то сферические функции
совпадают со сферическими функциями, вычисленными в примере б)
п. 4 § 29; X можно в этом случае интерпретировать как плоскость
Лобачевского, а G — как группу движений в плоскости Лобачевского.
В этом случае все элементы центра выражаются через один из них,
и соответствующий оператор Δ есть оператор Лапласа на плоскости
Лобачевского.

11. Операция обобщенного сдвига. Пусть T — локально би-
компактное хаусдорфово пространство, μ — мера на T , а L1(T ) —
пространство L1, построенное по этой мере. Рассмотрим семейство
ограниченных линейных операторов As в L1(T ), обладающее следую-
щими свойствами 2):

1) для каждого t ∈ T существует оператор At∗ в L1(T ) такой, что
∫
At∗x(t) · y(t) dμ =

∫
x(t)Aty(t) dμ для всех x, y ∈ L(T );

2) числовые функции |Ai|, |At∗| μ-измеримы и ограничены на каж-
дом бикомпактном множестве;

3) Asx(t), As∗x(t) принадлежит L(T × T ) для любой функции x ∈
∈ L(T );

4) Asx(t) как функция от s принадлежит L1(T ) при x(t) ∈ L1(T )
для почти каждого t ∈ T ;

1) Можно показать, что центр кольца Q состоит из всех таких многочленов
P = a1 +

∑
aiei +

∑
aikeiek + . . . с симметричными коэффициентами aik,

aiki, . . ., для которых формы
∑

aiξi,
∑

aikξiξk, . . . инвариантны относительно
преобразований присоединенной группы.

2) По поводу обозначений L(T ), L(T × T ) см. пп. 1, 18 § 6.
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5) имеется последовательность вещественных функций xn(t) ∈
∈ L1(T ) такая, что для любой функции f ∈ L1(T ) существуют

lim
n→∞

∫
Asf(t)xn(t) dμ(t) = f(s),

lim
n→∞

∫
Asf(t)xn(s) dμ(s) = f(t),

lim
n→∞

∫
As∗f(t)xn(s) dμ(s) = f(t),

lim
n→∞

∫
As∗f(t)xn(t) dμ(t) ∈ L1(T );

мы положим:
f∗(s) = lim

n→∞

∫
As∗(t)xn(t) dμ(t); (1)

6) 1) AτsA
s
tx(t) = AstA

τ
t x(t);

7) AstA
τ
t x(t) = AτtA

s
tx(t);

8) As∗t A) tτx(t) = AτtA
s∗
t x(t),

причем соотношения 6–8 имеют место при каждых τ , s ∈ T для почти
всех t ∈ T .

Всякое семейство операторов Ai, удовлетворяющее условиям 1–6,
называется операцией обобщенного сдвига; если, кроме того, вы-
полнены условия 7–8, то операция сдвига называется соответственно
коммутативной и нормальной.

Простым примером операции обобщенного сдвига является тот
случай, когда T — локально бикомпактная группа, а μ — левоин-
вариантная мера на T ; тогда оператор левого сдвига Asx(t) = x(st)
будет удовлетворять условиям 1–6; при этом, как легко видеть,
As∗x(t) = x(s−1t). Если, кроме того, группа T коммутативна, то будут
также выполнены условия 7–8.

Менее тривиальный пример будет приведен ниже в конце этого
пункта.

В дальнейшем мы будем рассматривать только операции обобщен-
ного сдвига, удовлетворяющие условиям 7–8; кроме того, для простоты
изложения мы дополнительно предположим, что |As∗t | � C, где C —
некоторая постоянная. Тогда L1(T ) можно превратить в полное норми-
рованное симметричное кольцо, положив

|x| = C
∫
|x(t)| dμ(t), (x · y)(t) =

∫
As∗t x(t) y(s) ds (2)

и определив инволюцию по формуле (1); при этом ассоциативность
умножения следует из условия 6. Присоединив единицу, получим пол-
ное нормированное симметричное кольцо R с единицей; можно пока-
зать, что из условий 7 и 8 вытекает, что R — коммутативное вполне

1) Если x есть функция нескольких аргументов t, t1, t2, . . ., то нижний
индекс в As

t обозначает, что этот оператор применяется к x как функции
переменного t.
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симметричное кольцо. Повторяя рассуждения, проведенные в п. 1, мож-
но показать, что отличные от L1(T ) максимальные идеалы кольца R
задаются формулой

(λe+ x)(M) = λ+
∫
x(t)ϕ(t,M) dμ(t), (3)

где ϕ(t,M) — непрерывная на T × M функция, удовлетворяющая
условию

Astϕ(t,M) = ϕ(s,M)ϕ(t,M); (4)

обратно, всякая такая функция определяет по формуле (3) максималь-
ный идеал кольца R.

Непрерывная функция p(t) называется положительно определен-
ной относительно операций As, если

n∑
j,k=1

Atk∗tj p(tj) ξjξk � 0

для любых точек t1, . . . , tn ∈ T и любых комплексных чисел ξ1, . . . , ξn.
В этом случае формула F (λe + x) = λ +

∫
p(t)x(t) dμ(t) определяет

положительный функционал в R. Применяя к нему следствие 1 п. 4
§ 20 (см. аналогичные рассуждения в п. 3), заключаем:

Те о р е м а 13. Функция p(t) является непрерывной и положи-
тельно определенной относительно As тогда и только тогда, когда
она представляется в виде

p(t) =
∫

M

ϕ(t,M) dσ(M),

где σ — некоторая мера на M.

Положим теперьM0 = L1(T ) и M′ = M−M0; повторяя по существу
рассуждения, проведенные в п. 4, приходим к следующему результату.

Те о р е м а 14 (т е о р е м а П л а н ш е р е л я д л я о п е р а ци и
о б о бщен н о г о сд в и г а). На M′ существует единственная мера ν
такая, что формулы

F (M) =
∫

T

f(t)ϕ(t,M) dμ(t), f(t) =
∫

M′

F (M)ϕ(t,M) dν(M) (5)

осуществляют взаимно обратные изометрические отображения
L2
μ(T ) на L2

ν(M
′) и L2

ν(M
′) на L2

μ(T ), причем интегралы в (5) схо-
дятся по норме в L2

ν(M
′) и L2

μ(T ) соответственно.
Положим теперь

BN∗
M F (M) =

∫
ϕ(t,M)ϕ(t, N) f(t) dμ(t)

при f(t) =
∫

M′

F (M)ϕ(t,M) dμ(M), N ∈ M
′; (6)
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если BN∗
M и сопряженный к нему оператор BNM удовлетворяют усло-

виям 1–8 (с M′ и ν вместо T и μ) и если также |BN∗
M | � C1, то

в силу предыдущего по операции BNM можно построить нормированное
кольцо, которое обозначим через R1. При любом фиксированном t ∈ T
формула (λe+ F (M))(t) = λ+

∫
F (M)ϕ(t,M) dν(M) определяет мак-

симальный идеал в R1, следовательно, можно считать, что простран-
ство T1 максимальных идеалов кольца R1 содержит T . Пусть ν′ — мера
на T ′ = T − L1

ν(M
′), аналогичная мере ν на M′. Можно показать (см.

Левитан [4]), что если кольцо R1 регулярно и ν′(T ′ − T ) = 0, то T ′ = T ,
т. е. имеет место закон двойственности, обобщающий на этот случай
теорему двойственности для локально бикомпактных коммутативных
групп.

Нетривиальный пример обобщенной операции сдвига мы получим,
если обозначим через Ayxf(x) решение уравнения

∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
− [ρ(x) − ρ(y)]u = 0, 0 � x <∞, (7)

удовлетворяющее начальным условиям u(x, 0) = f(x), u′y(x, 0) = 0.
Можно показать (см., например, Повзнер [7]), что если ρ(x) веще-

ственна, непрерывна на полуоси 0 � x < ∞ и удовлетворяет условию

ρ(x) = O
(

1

x3+ε

)
, ε > 0, при x→ +∞, то все условия 1–8 будут выпол-

нены и |Ayx| � C, где С — некоторая постоянная. Следовательно, к опе-
ратору Ayx применимы все предыдущие результаты; соответствующая

функция ϕ(x,M) является решением уравнения
d2u

dx2
− ρ(x)u+ λu = 0

при некотором вещественном λ, удовлетворяющим начальным услови-
ям ϕ(0) = 1, ϕ′(0) = 0, а взаимно обратные формулы (5) в обобщенной
теореме Планшереля переходят в формулы

F (λ) =

∞∫

0

f(λ)ϕ(x, λ) dx, f(x) =

∞∫

−∞

F (λ)ϕ(x, λ) dν(λ), (8)

осуществляющие взаимно обратные изометрические отображения
L2(0, ∞) на L2

ν(−∞, ∞) и L2
ν(−∞, ∞) на L2(0, ∞) соответственно.

Отметим, что формулы (8) в действительности верны для более
широких классов функций ρ(x), именно для любой вещественной из-
меримой функции ρ(x), суммируемой в каждом конечном интервале
(0, c), c > 0. Но в настоящее время методами теории колец этот
общий результат не получается; это объясняется тем, что здесь вме-
сто симметричных нормированных колец надо было бы рассматривать
симметричные топологические кольца, теория которых, однако, пока не
столь хорошо разработана.
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§ 32. Представления бикомпактных групп

В случае бикомпактной группы G пространство L2(G) является
гильбертовым кольцом (см. ниже п. 1); применение к L2(G) общей
теории гильбертовых колец (см. п. 5 § 25) приводит к ряду результатов
об унитарных представлениях бикомпактной группы.

1. Кольцо L2(G). Пусть G — бикомпактная группа; тогда ин-
вариантная мера μ(G) всей группы конечна; мы будем ее считать
пронормированной так, что μ(G) = 1. Тогда

‖x‖1 � ‖x‖2 � ‖x‖∞
и

‖x · y‖∞ � ‖x‖2 ‖y‖2.
Из этих неравенств, в частности, вытекает, что L2(G) — банахово
кольцо, ибо

‖x · y‖2 � ‖x · y‖∞ � ‖x‖2 · ‖y‖2.
Легко непосредственно проверить, что L2(G) удовлетворяет всем
остальным аксиомам гильбертова кольца, так что к L2(G) применима
общая теория таких колец. Однако оказывается, что, кроме того, все
минимальные двусторонние идеалы кольца L2(G) конечномерны. Этот
результат получается из следующих лемм:

Л емм а 1. Непрерывная функция z тогда и только тогда нахо-
дится в центре кольца L2(G), когда z(g1g2) ≡ z(g2g1).

До к а з а т е л ь с т в о. Функция z тогда и только тогда принадлежит
центру L2(G), когда

∫
z(g1)x(g

−1
1 g ) dμ(g1) =

∫
x(g1) z(g

−1
1 g ) dμ(g1) (1)

для всех x ∈ L2(G). Заменив в первом интеграле g1 на gg1, а во втором
g1 на g−1

1 , получим

∫
[z(gg1) − z(g1g )]x(g−1

1 ) dμ(g1) = 0. (2)

В силу произвольности функции x ∈ L2(G) и непрерывности функции z
равенство (2) (а значит, и (1)) имеет место тогда и только тогда, когда
z(gg1) − z(g1g ) ≡ 0.

Л ем м а 2. Всякий отличный от (0) замкнутый двусторонний
идеал I ⊂ L2(G) содержит отличный от нуля элемент центра
кольца L2(G), являющийся непрерывной функцией на группе G.
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До к а з а т е л ь с т в о 1). Выберем отличный от нуля элемент y ∈ I
и положим x = y · y∗. Тогда функция x непрерывна на G. Положим

z(g ) =
∫
x(g1gg

−1
1 ) dμ(g1).

Тогда z непрерывна, z(e) = x(e) =
∫ |y(g )|2 dμ(g ) > 0, так что z(g ) �≡ 0.

Кроме того, из инвариантности меры вытекает, что z(g ′g ) = z(gg ′),
так что z принадлежит центру кольца L2(G).

С другой стороны, x(g ) ∈ I, а значит и xg1g1(g ) = x(g1gg
−1
1 ) ∈ I (см.

IV п. 2 § 28). Поэтому также

z =
∫
xg1g1 dμ(g1) ∈ I.

Применяя теперь теоремы 5 и 12 пп. 3 и 5 § 25 к минимальному
двустороннему идеалу I ⊂ L2(G) и учитывая лемму 2, заключаем:

Л емм а 3. Всякий минимальный двусторонний идеал I ∈ L2(G)
конечномерен.

Но в таком случае применение результатов п. 5 § 25 приводит
к следующей теореме.

Те о р е м а 1. Если G — бикомпактная группа, то L2(G) есть
прямая и в то же время ортогональная сумма своих минимальных
двусторонних идеалов Iα, каждый из которых конечномерен и, сле-
довательно, вполне изоморфен кольцу всех матриц фиксированного
конечного порядка (своего для каждого идеала).

2. Представления бикомпактной группы.
Те о р ем а 2. Если g → Tg — непрерывное представление биком-

пактной группы G в гильбертовом пространстве H, то в этом про-
странстве существует другое скалярное произведение, определяю-
щее норму, эквивалентную исходной, в котором все операторы Tg
унитарны.

До к а з а т е л ь с т в о. Положим для x, y ∈ H

(x, y)1 =
∫
(Tgx, Tgy) dμ(g ).

Легко видеть, что (x, y)1 удовлетворяет всем аксиомам скалярного
произведения, в частности, если

(x, x)1 =
∫
(Tgx, Tgx) dμ(g ) = 0,

то (Tgx, Tgx) ≡ 0, ибо (Tgx, Tgx) � 0 и непрерывно зависит от g .
Положив g = e, получим

(x, x) = (Tex, Tex) = 0, x = 0.

1) Излагаемое здесь доказательство принадлежит И. Сигалу [4].
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Далее, из инвариантности меры μ вытекает, что

(Tg0x, Tg0y)1 =
∫
(TgTg0x, TgTg0x) dμ(g ) =

=
∫
(Tgg0x, Tgg0x) dμ(g ) =

∫
(Tgx, Tgy) dμ(g ) = (x, y)1;

следовательно, при скалярном произведении (x, y)1 оператор Tg0 уни-
тарен. Положим 1)

C = sup
g∈G

|Tg |,

где |Tg | — норма оператора Tg в скалярном произведении (x, y). Тогда

|x|21 = (x, x)1 =
∫
|Tgx|2 dμ(g ) � C2|x|2

∫
dμ(g ) = C2|x|2.

С другой стороны, интегрируя по g обе части неравенства

|x|2 = |Tg−1Tgx|2 � C2|Tgx|2,
получим

|x|2 � C2|x|21.
Следовательно, нормы |x| и |x|1 эквивалентны.

В дальнейшем мы будем рассматривать только унитарные представ-
ления группы G. Согласно общей теории (см. п. 2 § 29), унитарные
представления группы G полностью описываются представлениями 2)

ее группового кольца, или, что то же, представлениями

x→ Ax, Ax =
∫
x(g )Ug dμ(g ) (1)

кольца L1(G). Но в случае бикомпактной группы G L2(G) ⊂ L1(G);
следовательно, всякое унитарное представление группы G порождает
также представление кольца L2(G). Обратно, всякое представление
x → Ax кольца L2(G), не содержащее вырожденного представления,
получается по формуле (1) из некоторого унитарного представления
группы G; чтобы в этом убедиться, достаточно повторить для кольца
L2(G) рассуждения, проведенные в п. 2 § 29. Поэтому достаточно
изучить представления кольца L2(G).

Те о р е м а 3. Всякое представление x → Ax гильбертова коль-
ца R, не содержащее вырожденного представления, разлагается
единственным образом в прямую сумму представлений, являющихся

1) C < ∞. Действительно, sup
g∈G

|Tgx| < ∞ при каждом x ∈ H, ибо |Tgx| —
непрерывная функция на бикомпактной группе G. Отсюда в силу известной
теоремы Банаха–Штейнгауза (см., например, Люстерник и Соболев [1]), сле-
дует, что C < ∞.

2) Напомним, что мы рассматриваем только симметричные представления
симметричных колец.
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взаимно однозначными представлениями некоторых минимальных
двусторонних идеалов Iα этого кольца.

До к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через H пространство рассматри-
ваемого представления, а через Hα — замыкание линейной оболочки
всех векторов A2ξ, ξ ∈ H, x ∈ Iα. Некоторые из Hα равны (0); отбра-
сывая их, мы можем, очевидно, рассматривать только Hα �= (0). Все
эти подпространства Hα взаимно ортогональны.

Действительно, пусть Iα, Iβ — два различных, а значит, ортого-
нальных, минимальных двусторонних идеала кольца R. Если x ∈ Iα,
y ∈ Iβ , то x∗y = 0 и потому при ξ, η ∈ H

(Axξ, Ayη) = (ξ, Ax∗yη) = 0.

Так как x → Ax не содержит вырожденного представления, то ин-
вариантное подпространство N ⊂ H всех векторов, на которых все
операторы Ax равны нулю, = (0). Поэтому H есть прямая сумма всех
Hα и, следовательно, исходное представление кольца R есть прямая
сумма представлений идеалов Iα в пространствах Hα. Эти представле-
ния являются изоморфизмами, ибо Iα — простые кольца.

Отметим, что если xα — проекции на Iα элемента x ∈ R, то Axξ =
= Axα

ξ при ξ ∈ Hα; действительно, при ξ = Ayη, y ∈ Iα, η ∈ H

Ax−xα
ξ = Ax−xα

Ayη = A(x−xα) yη = 0,

ибо (x − xα) y = 0. Так как линейная оболочка векторов Ayη плотна
в Hα, то Ax−xα

ξ = 0 для всех ξ ∈ Hα; следовательно, Axξ = Axα
ξ при

ξ ∈ Hα.

В доказанной теореме представления идеалов Iα в Hα, вообще
говоря, приводимы; поэтому мы займемся дальнейшим разложением
взаимно однозначного представления простого кольца Iα.

Пусть I — один из идеалов Iα. В соответствии с дальнейшим
применением к бикомпактным группам мы дополнительно предполо-
жим, что I конечномерен. Тогда в I существует ортогональный базис
элементов pjk, j, k = 1, 2, . . . , n, удовлетворяющий условиям

p∗jk = pkj , (pjk, pjk) = (p11, p11), pjkpj1k1 =

{
pjk при k = j1,

0 при k �= j1,
(2)

а левое регулярное представление

Tax→ ax, x ∈ Ip11

есть симметричный изоморфизм кольца I на кольцо B(Hn) всех линей-
ных операторов в конечномерном гильбертовом пространстве Hn = Ip11
(см. п. 5 § 25).

Следовательно, представление x → Ax кольца I можно также рас-
сматривать как представление кольца B(Hn).
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Но кольцо B(Hn) есть частный случай кольца всех вполне непре-
рывных операторов. На основании теоремы 2 п. 2 § 22 всякое представ-
ление этого кольца есть прямая сумма неприводимых представлений,
каждое из которых эквивалентно тождественному или нулевому пред-
ставлению.

Мы приходим к следующему результату.
Те о р ем а 4. Всякое неприводимое унитарное представление би-

компактной группы конечномерно; всякое унитарное представление
бикомпактной группы есть прямая ортогональная сумма ее непри-
водимых (следовательно, конечномерных) представлений.

Рассмотрим теперь одно из неприводимых представлений g → Ug

бикомпактной группы G. В силу сказанного выше представление x →
→ Ax кольца L2(G), порожденное унитарным представлением g → Ug ,
сводится к представлению некоторого минимального двустороннего
идеала I этого кольца, а значит, — к представлению кольца B(Hn), где
Hn = Ip11; это последнее представление в свою очередь эквивалентно
тождественному представлению кольца B(Hn). Следовательно, с точ-
ностью до унитарной эквивалентности, мы можем считать, что наше
представление кольца B(Hn) есть просто тождественное представление
этого кольца.

Это означает, что при a, x ∈ I, ξ = xp11

Aaξ = aξ,

следовательно,
Ug0Aaξ = ag0ξaξg0 , (3)

где ag0(g ) = a(g−1
0 g ), ξg0(g ) = ξ(g−1

0 g ).
Положим в (3) a = p, где p = p11 + p12 + . . . + pnn есть единица

в кольце I. Мы получим, что

Ug0ξ = ξg0 , т. е. Ug0ξ(g ) = ξ(g−1
0 g ); (4)

следовательно,
I. Всякое неприводимое представление бикомпактной группы G

можно реализовать как представление в некотором минимальном
левом идеале кольца L̃2(G), и притом так, что операторами пред-
ставления будут операторы левого сдвига.

Функции p11(g ), p21(g ), . . . , pn1(g ) образуют ортогональный базис
в Ip11, следовательно, функции

1

ω
p11(g ),

1

ω
p21(g ), . . . ,

1

ω
pn1(g ), где ω =

√
(p11, p11), (5)

образуют ортонормальный базис в Ip11.
Пусть ‖cjk(g )‖ — матрица оператора Ug в базисе (5), так что

в силу (4)
1

ω
pj1(g

−1
0 g ) =

n∑
k=1

ckj(g0)
1

ω
pk1(g ).
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Отсюда и из (2) заключаем, что

ckj(g0) =
1

ω2

∫
pj1(g

−1
0 g ) pk1(g ) dμ(g ) =

=
1

ω2

∫
pk1(g ) p1j(g−1g0) dμ(g ) =

1

ω2
pkj(g0). (6)

Найдем теперь ω. Для этого заметим, что в силу унитарности матрицы
‖cjk(g )‖

n∑
j=1

|ckj(g )|2 = 1,

т. е. в силу (6)
1

ω4

n∑
j=1

|pkj(g )|2 = 1.

Интегрируя обе части этого равенства и учитывая (2) и определение
числа ω, получим: ω−2n = 1, откуда ω2 = n. Таким образом,

II. Матричные элементы ckj(g ) неприводимого унитарного пред-
ставления g → Ug бикомпактной группы G в ортонормальном ба-

зисе n−
1
2 p11, n

−
1
2 p21, . . . , n

−
1
2 pn1 задаются формулой

ckj(g ) =
1

n
pkj(g ), j, k = 1, 2, . . . , n. (7)

Функция

χ(g ) = c11(g ) + c22(g ) + . . . + cnn(g ) =

=
1

n
[p11(g ) + p22(g ) + . . . + pnn(g )],

т. е. след матрицы ‖cjk(g )‖, называется характером данного непри-
водимого представления g → Ug . Из этого определения видно, что
унитарно эквивалентные представления имеют один и тот же харак-
тер и что характер χ принадлежит центру минимального двусторон-
него идеала I, определяющего данное неприводимое представление.
При этом

χ(e) = c11(e) + c22(e) + . . . + cnn(e) = 1 + 1 + . . . + 1 = n,

так что χ(g ) �≡ 0.
С другой стороны, два разных минимальных двусторонних идеала

Iα, Iβ ортогональны, следовательно, характеры χα, χβ соответству-
ющих неприводимых представлений также ортогональны, и потому
χα(g ) �≡ χβ(g ). Отсюда заключаем, что соответствующие неприводи-
мые представления не эквивалентны.

Мы доказали следующую теорему.
Те о р ем а 5. Если G — бикомпактная группа, то каждый мини-

мальный двусторонний идеал Iα в L2(G) определяет неприводимое
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унитарное представление g → U
(α)
g группы G и каждое неприво-

димое унитарное представление группы G эквивалентно одному
из представлений g → U

(α)
g . Представления g → U

(α)
g , отвечающие

различным идеалам Iα, не эквивалентны и соответствующие им
характеры ортогональны. Матричные элементы c

(α)
jk (g ) этих пред-

ставлений образуют полную ортогональную систему в L2(G).

Последнее утверждение теоремы следует из формул (7), ибо pkj
образуют ортогональный базис в соответствующем идеале Iα, а L2(G)
есть ортогональная сумма идеалов Iα. Отсюда также следует, что
для двух неэквивалентных неприводимых представлений g → ‖cjk(g )‖,
g → ‖c′jk(g )‖ ∫

cjk(g ) c′j′k′(g ) dμ(g ) = 0 (8)

и что ∫
cjk(g ) cj′k′(g ) dμ(g ) =

{
1

n
при j = j′, k = k′,

0 при j �= j′ или k �= k′,
(9)

где n — размерность представления.
Соотношения (8) и (9) называются соотношениями ортогонально-

сти.
Из этих соотношений и последнего утверждения теоремы 5 выте-

кает, что ∫
|x(g )|2 dμ(g ) =

∑
α

nα∑
j,k=1

nα

∣∣∣∣∫ x(g ) c
(α)
jk (g ) dμ(g )

∣∣∣∣2 (10)

для любой функции x ∈ L2(G). Но числа x
(α)
kj =

∫
x(g ) c

(α)
jk (g ) dμ(g )

являются матричными элементами оператора

T (α)
x =

∫
x(g )U

(α)∗
g dμ(g ) (11)

в базисе n
−

1
2

α p11, n
−

1
2

α p21, . . . , n
−

1
2

α pnα1; следовательно, сумма

nα∑
j,k=1

|x(α)
kj |2 =

nα∑
j,k=1

∣∣∣∣∫ x(g ) c
(α)
jk (g ) dμ(g )

∣∣∣∣2
есть след S(T

(α)
x T

(α)∗
x ) оператора T

(α)
x T

(α)∗
x , и формула (10) принимает

вид ∫
|x(g )|2 dμ(g ) =

∑
α

nαS(T (α)
x T (α)∗

x ). (12)

Формула (12) называется формулой Планшереля для бикомпактной
группы. Ее можно рассматривать как аналог формулы Планшереля
для коммутативной группы, причем роль преобразования Фурье играет

переход от функции x к оператору T
(α)
x по формуле (11).
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3. Тензорное произведение представлений. Пусть g → Ug , g →
→ U ′

g — представления группы G в конечномерных пространствах
Rn, R′

m размерностей n, m соответственно. Мы можем считать про-
странства Rn, R′

m реализованными в виде пространств всех си-
стем x = {x1, x2, . . . , xn}, y = {y1, y2, . . . , ym} комплексных чисел x1,
x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , ym с обычным определением операций в них,
а операторы наших представлений — в виде линейных преобразований

x′j =
n∑
k=1

ujk(g )xk; y′μ =
m∑
ν=1

u′μν(g ) yν ;

j = 1, 2, . . . , n; μ = 1, 2, . . . , m,

(1)

в этих пространствах.
Обозначим через Rn,m векторное пространство размерности nm,

состоящее из всех систем x = {xjμ} (j = 1, 2, . . . , n, μ = 1, 2, . . . , m)
комплексных чисел xjμ, в котором операции определены обычным
образом:

λx = {λxjμ}, x+ y = {xjμ + yjμ}
при x = {xjμ}, y = {yjμ}. Тензорным произведением Ug × U ′

g операто-
ров Ug , U

′
g (т. е. преобразований (1)) называется линейное преобразо-

вание

x′jμ =
n∑
k=1

m∑
ν=1

ujk(g )u′μν(g )xkν . (2)

Соответствие g → Ug × U ′
g есть представление группы G. Дей-

ствительно, произведению g1g2 отвечает последовательное применение
сначала преобразований (1), отвечающих g2, а затем преобразований
(1), отвечающих g1, а значит, и последовательное применение сначала
преобразования (2), отвечающего g2, а затем преобразования (2), от-
вечающего g1.

Представление g → Ug × U ′
g называется тензорным (или еще кро-

некеровским) произведением представлений g → Ug , g → U ′
g .

Пусть теперь представления g → Ug , g → U ′
g унитарны; не нарушая

общности, можно считать скалярные произведения в Rn, R′
m заданны-

ми формулами

(x, x′) =
n∑
k=1

xk x′k, (y, y′) =
m∑
μ=1

yμ y′μ.

Определим в Rn,m скалярное произведение формулой

(x, x′) =
n∑
k=1

m∑
μ=1

xkμ x
′
kμ;

простое вычисление показывает, что тогда тензорное представление
g → Ug ×U ′

g есть унитарное представление в пространстве Rn,m. Даже

17 Наймарк М.А.
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если представления g → Ug , g → U ′
g неприводимы, представление

g → Ug × U ′
g , вообще говоря, приводимо. Одной из важных задач,

имеющих применения в теоретической физике, является нахождение
для различных конкретных групп формул, осуществляющих разложе-
ние на неприводимые представления тензорного произведения двух
неприводимых представлений.

4. Теорема двойственности для бикомпактной группы. Пусть
теперь G — бикомпактная группа. Если g → U(g ) и g → V (g ) — два
конечномерных унитарных представления группы G, то их тензорное
произведение g → U(g ) × V (g ) есть также унитарное представление
этой группы. Отсюда следует, что линейная оболочка R матричных
элементов всех конечномерных унитарных представлений группы G

при обычном определении операций образует коммутативное кольцо
функций на G; это кольцо называется представляющей алгеброй 1)

группы G.
Если g → ‖ujk(g )‖ — унитарное представление группы G, задан-

ное в матричной форме, то соответствие g → ‖ujk(g )‖, где ujk(g ) —
функция, комплексно сопряженная к ujk(g ), есть также унитарное
представление группы G; следовательно, представляющая алгебра R
вместе с каждой функцией содержит также комплексно сопряженную
функцию.

Рассмотрим теперь все неприводимые представления g → U
(α)
g , или

в матричной форме g → ‖c(α)
jk (g )‖, построенные в п. 2. Всякое конеч-

номерное унитарное представление g → Ug эквивалентно прямой сум-

ме конечного числа представлений g → ‖c(α)
jk (g )‖; отсюда заключаем,

что матричные элементы c
(α)
jk (g ) образуют базис в R. В частности,

тензорное произведение g → U
(α)
g × V

(β)
g каких-нибудь двух из этих

неприводимых представлений эквивалентно прямой сумме некоторых

из представлений g → U
(α)
g . Символически это можно записать в виде

U
(α)
g × U

(β)
g = S−1(U

(α1)
g + U

(α2)
g + . . . + U

(αp)
g )S, (1)

где S — унитарная числовая матрица, а α1, α2, . . . , αp — некоторые
значения индекса α; при этом S, p и α1, . . . , αp зависят, вообще говоря,
от α и β. Из (1) вытекает, что

χα(g )χβ(g ) = χα1
(g ) + χα2

(g ) + . . . + χαp
(g ), (2)

1) Здесь мы придерживаемся обычно принятой в алгебре терминологии
и вместо термина «кольцо» применяем термин «алгебра» (см. сноску на с. 182).
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где χα(g ) — характер представления g → U
(α)
g ; интегрируя (2), полу-

чаем
∫
χα(g )χβ(g ) dμ(g ) =

∫
χα1

(g ) dμ(g ) +
∫
χα2

(g ) dμ(g ) + . . .

. . . +
∫
χαp

(g ) dμ(g ). (3)

Но, по доказанному в п. 2, левая часть (3) есть единица или нуль

в зависимости от того, имеют или не имеют место равенства c
(β)
jk (g ) =

= c
(α)
jk (g ); далее, интеграл

∫
χα(g ) dμ(g ) есть единица или нуль в зави-

симости от того, будет представление g → U
(α)
g единичным или нееди-

ничным. При этом представление g → Ug называется единичным, если
Ug есть единичный оператор в одномерном пространстве при любом
g ∈ G; очевидно, характер единичного представления тождественно
равен единице.

Из этих рассуждений вытекает, что в правой части формулы (1)
содержится единичное представление тогда и только тогда, когда

c
(β)
jk (g ) = c

(α)
jk (g ), и в этом случае оно содержится в формуле (1) точно

один раз.
Симметричное коммутативное кольцо R называется квадратной

блок-алгеброй, если в нем имеется базис, который можно разбить
на непересекающиеся множества Uα по n2

α элементов, расположенных

в виде квадратных матриц Uα = ‖u(α)
jk ‖, j, k = 1, 2, . . . , nα, и притом

так, что выполняются следующие условия:
1). Среди множеств Uα имеется множество, состоящее из одного

единичного элемента e.
2). Каждому множеству Uα отвечает числовая матрица Sα порядка

nα такая, что S−1
α ‖u(α)∗

jk ‖Sα есть также одно из множеств Uα.
3). Для любых двух множеств Uα, Uβ существует числовая унитар-

ная матрица Sαβ такая, что 1)

Uα × Uβ = S−1
αβ (Uα1

+ Uα2
+ . . . + Uαp

)Sαβ (4)

при некоторых α1, . . . , αp.
4). Множество {e} либо вовсе не содержится в правой части (4),

либо содержится в точности один раз: последний случай имеет место

тогда и только тогда, когда ‖u(β)
jk ‖ = S−1

α ‖u(α)∗

jk ‖Sα, где Sα — некоторая
числовая унитарная матрица.

5). Для любого множества Uα = ‖u(α)
jk ‖ выполняется условие

‖u(α)
jk ‖ ‖u(α)∗

kj ‖ = ‖δjke‖, (5)

1) Uα × Uβ обозначает матрицу ‖u(α)
jk u(β)

μν ‖; таким образом, формула (4) дает
правило умножения базисных элементов, а значит, и произвольных элементов
кольца R.

17*
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где

δjk =

{
1 при j = k,

0 при j �= k.

Множества Uα называются блоками данной квадратной блок-
алгебры

Предыдущие рассуждения показывают, что представляющая ал-
гебра локально бикомпактной группы есть квадратная блок-ал-
гебра.

Пусть теперь R — произвольная квадратная блок-алгебра. Функ-
ционал f на R называется элементарным, если он осуществляет
симметричный гомоморфизм алгебры R в поле комплексных чисел.

В силу условия (5) всякий элементарный функционал f порож-

дает отображение c
(α)
jk = f(u

(α)
jk ) блоков Uα в унитарные матрицы,

f(Uα) = ‖c(α)
jk ‖, удовлетворяющие тем же соотношениям (4), что и бло-

ки. Легко видеть, что, обратно, всякое отображение Uα → f(Uα) блоков
в унитарные матрицы тех же порядков nα, удовлетворяющие тому
же соотношению (4), что и блоки Uα, порождается некоторым эле-
ментарным функционалом. Мы можем поэтому определить произведе-
ние f1f2 двух элементарных функционалов, положив f = f1f2, если
f(Uα) = f1(Uα) f2(Uα) для всех блоков Uα. Легко проверить, что при
таком определении умножения совокупность G(R) всех элементарных
функционалов на R образует группу; при этом единицей группы G(R)
будет функционал f , относящий каждому блоку Uα единичную мат-
рицу порядка nα. В группе G(R) можно ввести топологию, считая
базой окрестностей всевозможные множества функционалов f ∈ G(R),
удовлетворяющих неравенствам

|f(Uαk
) − f0(Uαk

)| < ε, k = 1, 2, . . . , n,

при всевозможных фиксированных f0, ε > 0 и α1, α2, . . . , αn.
Легко проверить, что тогда G(R) становится топологической груп-

пой. Кроме того, из рассуждения, аналогичного доказательству теоре-
мы 2 п. 3 § 11, вытекает, что при таком определении топологии G(R)
есть бикомпактное пространство; следовательно, G(R) есть бикомпакт-
ная топологическая группа. Эта группа называется представляющей
группой блок-алгебры R.

Оказывается, что установленное таким образом соответствие между
бикомпактными группами и квадратными блок-алгебрами двойственно
в следующем смысле 1).

Те о р е м а 6 (т е о р е м а д в о й с т в е н н о с т и М . Кр е й н а [8]
и [9]). Если G — бикомпактная группа, а R — ее представляющая
алгебра, то представляющая группа G(R) алгебры R топологически

1) По поводу доказательства этой теоремы мы отсылаем читателя к работе
М. Крейна [9]; отметим, что первая часть теоремы 6 была получена ранее
Таннака [1].
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изоморфна исходной группе и изоморфизм между G и G(R) задает-
ся формулой

f(Uα) = {c(α)
jk (g )},

где g → ‖c(α)
jk (g )‖ — неприводимое представление группы G, отве-

чающее блоку Uα алгебры R.
Если R — некоторая квадратная блок-алгебра, а G = G(R) —

ее представляющая группа, то между алгеброй и представляющей
алгеброй R(G) группы G можно установить симметричный изо-
морфизм, при котором блоки Uα алгебры R переходят в полную
систему g → ‖c(α)

jk (g )‖ неприводимых представлений группы G.

Теорему 6 можно рассматривать как аналог теоремы двойственно-
сти Понтрягина (см. п. 6 § A) для коммутативной локально бикомпакт-
ной группы.

Дальнейшее обобщение теоремы двойственности на произвольные
(не обязательно коммутативные) группы было затем получено Стайн-
спрингом [2]. Общая теория двойственности разработана Г. Кацом
[1, 3]. В этой теории построен класс Ω объектов (так называемые
кольцевые группы), обладающий следующими свойствами:

1) Ω содержит все локально бикомпактные группы;
2) вместе с каждым объектом ω класс Ω содержит также двойствен-

ный объект ω∗;
3) ω∗∗ изоморфен ω.

По поводу теории двойственности см. также Келли [4], Такесаки [1]
и Татсуума [1].

Результаты § 28, 29 и пп. 1, 2 § 30 принадлежат в основном
Гельфанду, Райкову и Наймарку (см. Гельфанд и Райков [2], Гельфанд
и Наймарк [2–4, 6], Наймарк [2]), некоторые из них были позже
независимо получены Годманом [3], некоторые — И. Сигалом [4]. Ре-
зультаты пп. 3–5 § 30 принадлежат Гельфанду и Райкову [2], Райкову
[8] и Годману [3], пп. 1–3 и 6 § 31 — Гельфанду и Райкову [1], Райкову
[2, 3, 6], п. 10 § 31 — Гельфанду [8, 9], п. 4 § 31 — М. Крейну [7], п. 4
§ 32 — Таннака [1] и М. Крейну [8, 9]. Независимо и несколько раньше
результаты п. 4 § 31 были также получены А. Вейлем [1], который,
однако, в их доказательстве использовал тонкие теоремы Понтряги-
на–ван Кампена о структуре коммутативных локально бикомпактных
групп (см. также Повзнер [1, 4]).

Теорема Планшереля была обобщена в работах Гельфанда и Най-
марка [4, 5, 7] сначала на случай группы всех комплексных унимоду-
лярных 1) матриц второго порядка, а затем n-го порядка. В дальнейшем
этот результат Гельфанда и Наймарка обобщался и на другие неком-
мутативные группы (см. Гельфанд и Граев [1], Хариш-Чандра [2, 5],
И. Сигал [9]).

1) То есть определитель которых равен единице.
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М.Г. Крейну [9] принадлежит теория положительно определенных
ядер и порожденных ими колец, обобщающая теорию положитель-
но определенных функций. Обобщение ряда результатов Гельфанда
и Райкова на группы, являющиеся прямым произведением бикомпакт-
ной группы на локально бикомпактную коммутативную группу, дано
в работе Г. Я. Любарского [1].

Теория операций обобщенного сдвига (п. 11 § 31) принадлежит
Левитану [1, 10], ее применение к дифференциальным операторам
Штурма–Лиувилля (п. 11 § 31) — Левитану и Повзнеру (см. Левитан
[1–8], Левитан и Повзнер [1] и Повзнер [2, 3, 7]). Понятие операции
обобщенного сдвига было введено Дельсартом [1, 2].

Теорема 6 п. 7 § 31 принадлежит Наймарку [1]; независимо
и несколько позже она была получена во многих других работах (см.,
например, Эмброз [1]).

Теоремы тауберовского типа получены Годманом [2] путем приме-
нения результатов Гельфанда и Шилова (см. § 15).

Теория представлений бикомпактных групп была разработана Пете-
ром и Г. Вейлем [1].

В заключение отметим, что много дополнительных сведений к ма-
териалу глав II–VI читатель найдет в монографиях Гельфанда, Райкова
и Шилова [1], Диксмье [20], Хьюита–Росса [1] и Риккарта [6].



Гл а в а VII

КОЛЬЦА ОПЕРАТОРОВ В ГИЛЬБЕРТОВОМ

ПРОСТРАНСТВЕ

§ 33. Различные топологии в кольце B(H)

Пусть B(H), как обычно, обозначает кольцо всех ограниченных
линейных операторов в фиксированном гильбертовом пространстве H.
В B(H) можно по-разному задавать топологию, при которой оно ста-
новится топологическим кольцом.

Рассмотрим наиболее важные из этих топологий.

1. Слабая топология. Напомним (см. пример 2 п. 3 § 8), что
слабой окрестностью U(A0; f1, . . . , fn, ϕ1, . . . , ϕn; ε) называется со-
вокупность всех операторов A ∈ B(H), удовлетворяющих неравенствам

|((A−A0) fk, ϕk)| < ε, k = 1, 2, . . . , n,

при фиксированном ε > 0 и фиксированных f1, . . . , fn, ϕ1, . . . , ϕn ∈ H.
Топология, в которой базу окрестностей образуют всевозможные
окрестности U(A0; f1, . . . , fn, ϕ1, . . . , ϕn; ε) называется слабой топо-
логией в B(H).

Легко проверить, что в этой топологии B(H) — топологическое
кольцо.

Так как |((A − A0) fk, ϕk)| = |((A∗ − A∗
0)ϕk, fk)|, то переход от A

к A∗ непрерывен в слабой топологии.

Замыкание множества S ⊂ B(H) в слабой топологии обозначим S
1
.

2. Сильная топология. Пусть ϕ1, . . . , ϕs — элементы про-
странства H, а ε — положительное число. Сильной окрестностью
V (A0; ϕ1, . . . , ϕs; ε) оператора A0 называется совокупность всех
операторов A, удовлетворяющих неравенствам

|(A−A0)ϕk| < ε, k = 1, . . . , s.

Топология в кольце B(H), в которой базу окрестностей образуют
всевозможные окрестности V (A0; ϕ1, . . . , ϕs; ε), называется сильной
топологией.

Замыкание множества S ⊂ B(H) в сильной топологии обозна-

чим S
2
.

Сходимость последовательности An к оператору A в этрй топологии
означает, что |Anf − Af | → 0 для любого вектора f ∈ H. Такого рода
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сходимость называется сильной сходимостью, и оператор A называ-
ется в этом случае сильным пределом последовательности An. Также
и в этой топологии B(H) — хаусдорфово топологическое пространство,
а выражения αA, A + B, AB непрерывны (последнее — по каждому
из множителей при фиксированном другом), следовательно, и в этой
топологии B(H) — топологическое кольцо. Однако в этой топологии
переход от A к A∗ уже не всегда непрерывен.

Чтобы в этом убедиться, достаточно показать, что существует по-
следовательность операторов An, которая сильно сходится к нулю,
в то время как A∗

n не сходится сильно к нулю. Пусть, например,
H сепарабельно. Для построения такой последовательности выберем
в H ортонормальный базис {ϕ1, ϕ2, ϕ3, . . .}. Определим ограниченный
линейный оператор U равенством

Uϕn = ϕn−1, n = 2, 3, 4, . . . ; Uϕ1 = 0,

и положим An = Un. Если тогда f — произвольный вектор из H, то мы
можем написать

f =
∞∑
k=1

αkϕk, αk = (f , ϕk),
∞∑
k=1

|αk|2 <∞;

следовательно,

|Anf |2 =

∣∣∣∣∣ ∞∑
k=1

αkU
nϕk

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣ ∞∑
k=n+1

αkϕk−n

∣∣∣∣∣
2

=
∞∑

k=n+1

|αk|2 → 0.

Таким образом, последовательность An сильно стремится к нулю.
С другой стороны, очевидно, U∗ϕn = ϕn+1, следовательно,

|A∗
nf |2 =

∣∣∣∣∣ ∞∑
k=1

αkU
∗nϕk

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ ∞∑
k=1

αkϕk+n

∣∣∣∣∣
2

=
∞∑
k=1

|αk|2 = |f |2 > 0,

если f �= 0.

(1)

Эти соотношения показывают, что A∗
nf не стремится сильно к нулю.

Следовательно, переход от A к A∗ не непрерывен в сильной топологии.

С другой стороны, он непрерывен в слабой топологии, поэтому
сильная топология отлична от слабой. Более того, сильная топо-
логия сильнее слабой топологии, ибо всякая слабая окрестность
содержит некоторую сильную окрестность. В самом деле, если
U(A0; ϕ1, . . . , ϕs, ψ1, . . . , ψs; ε) — заданная слабая окрестность опера-
тора A0, то она содержит сильную окрестность

V (A0; ϕ1, . . . , ϕs; δ), δ =
ε

max(|ψ1|, . . . , |ψs|) ,
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этого оператора. Именно, соотношение A ∈ V (A0; ϕ1, . . . , ϕs; δ) озна-
чает, что |(A−A0)ϕk| < δ, k = 1, . . . , s. Но тогда

|((A−A0)ϕk, ψk)| � |(A−A0)ϕk| |ψk| < δmax(|ψ1|, . . . , |ψs|) = ε,

т. е.
A ∈ U(A0; ϕ1, . . . , ϕs, ψ1, . . . , ψs; ε).

Из доказанного утверждения следует, что всякая сильная точка
прикосновения является также точкой прикосновения в слабой тополо-

гии, и потому S
2 ⊂ S

1
(см. пп. 1–3 § 2).

Обратное утверждение неверно, ибо слабая топология не совпадает
с сильной.

Последовательностью An, рассмотренной выше, можно также вос-
пользоваться для того, чтобы доказать, что произведение AB не непре-
рывно в слабой топологии по совокупности обеих переменных A, B.
Действительно, в противном случае последовательность AnA∗

n должна
была бы слабо стремиться к 0, в то время как AnA∗

n = 1.
Покажем, кроме того, что и в сильной топологии произведение AB

не непрерывно по совокупности обеих переменных A, B.
Выберем для этого элемент f с нормой, равной единице (|f | = 1),

и сильную окрестность нуля V (0; f ; ε), 0 < ε < 1. Положим, далее,

An, δ =
1

δ
An, Bn, δ = δA∗

n, δ > 0.

Тогда

|An, δBn, δf | = |AnA∗
nf | = |f | = 1 > ε, т. е. An, δBn, δ /∈ V (0; f ; ε)

при любых n и δ. С другой стороны, каковы бы ни были
окрестности V (0; ϕ1, . . . , ϕp; ε1), V (0; ψ1, . . . , ψq; ε2), полагая

δ <
ε2

max(|ψ1|, . . . , |ψq|) , имеем при любом n

|Bn, δψk| = δ|A∗
nψk| = δ|ψk| < ε2

max(|ψ1|, . . . , |ψq|) |ψk| � ε2,

т. е.
Bn, δ ∈ V (0; ψ1, . . . , ψq; ε2).

Далее, выбирая n так, чтобы было

|Anϕk| < ε1δ (k = 1, 2, . . . , p),

имеем
|An, δϕk| < ε1 (k = 1, 2, . . . , p),

т. е.
An, δ ∈ U(0; ϕ1, . . . , ϕp; ε1).

Таким образом, в любых двух сильных окрестностях нулевого операто-
ра существуют An, δ, Bn, δ такие, что An, δBn, δ не находится в заданной
окрестности 0, т. е. AB не непрерывно при A = 0, B = 0.
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3. Сильнейшая топология. Пусть f1, f2, . . . — заданные элементы

в H такие, что
∞∑
k=1

|fk|2 < ∞, а ε — положительное число. Сильней-

шей окрестностью W (A0; f1, f2, . . . ; ε) оператора A0 называется со-

вокупность всех операторов A, удовлетворяющих неравенству
∞∑
k=1

|(A−
−A0) fk|2 < ε2. Топология в кольце B(H), в которой базу окрестностей
образуют всевозможные окрестности W (A0; f1, f2, . . . ; ε), называется
сильнейшей топологией. Замыкание множества S в сильнейшей топо-
логии обозначим S

3
. В этой топологии кольцо B(H) также оказывается

хаусдорфовым пространством. Также и в этой топологии выражения
αA, A+ B, AB непрерывны относительно α, A, B, причем AB непре-
рывно только по каждому из множителей при фиксированном другом.
Тот факт, что AB не непрерывно по совокупности обоих множителей
и в сильнейшей топологии, можно установить, рассматривая снова
операторы An, δ и Bn, δ.

Сильнейшая топология мажорирует сильную топологию, т. е.
всякая сильная окрестность содержит некоторую сильнейшую
окрестность.

Действительно, если V (A0; f1, . . . , fs; ε) — заданная сильная
окрестность оператора A0, то

W (A0; f1, . . . , fs, fs+1, . . . , ; ε) ⊂ V (A0; f1, . . . , fs; ε),

ибо из неравенства
∞∑
k=1

|(A−A0) fk|2 < ε2 вытекает, что

|(A−A0) fk| < ε (k = 1, 2, 3, . . . ).

Следовательно,
S
3 ⊂ S

2
.

Легко убедиться в том, что сильнейшая топология не совпадает
с сильной и потому сильнее последней.

4. Равномерная топология. Равномерной топологией в B(H)
называется топология, определенная нормой оператора. Следова-
тельно, всевозможные открытые шары, определенные неравенствами
|A−A0| < ε, ε > 0, образуют базу окрестностей в равномерной
топологии.

С нормой, равной норме оператора, B(H) есть нормированное коль-
цо, и потому произведение AB непрерывно в равномерной топологии
по совокупности обоих множителей. Следовательно, равномерная топо-
логия отлична от предыдущих топологий и, как легко видеть, сильнее
каждой из них.

Таким образом, обозначая через S
4
замыкание в сильнейшей топо-

логии, имеем:
S
4 ⊂ S

3 ⊂ S
2 ⊂ S

1
.
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§ 34. Слабо замкнутые подкольца кольца B(H)

1. Основные понятия. Пусть H — гильбертово пространство; со-
вокупность B(H) всех ограниченных линейных операторов в H есть
банахово симметричное кольцо, если в нем определить действия как
действия с операторами, норму — как норму оператора и инволюцию —
как переход к сопряженному оператору. Симметричное подкольцо коль-
ца B(H) называется слабо замкнутым кольцом 1), если оно замкнуто
в слабой топологии в B(H).

В дальнейшем мы главным образом будем рассматривать слабо
замкнутые кольца.

Пересечение всех слабо замкнутых колец, содержащих данное мно-
жество S ⊂ B(H), есть минимальное слабо замкнутое кольцо, содер-
жащее S; оно обозначается R(S).

Пусть S — произвольное множество из B(H); обозначим через S∗

совокупность всех операторов A∗, A ∈ S, а через S′ — совокупность
всех операторов из B(H), перестановочных со всеми операторами из
S ∪ S∗. В силу V п. 1 § 8 S′ — слабо замкнутое кольцо, содержащее
единицу 2); оно называется коммутантом данного множества S.

Операция перехода от S к S′ обладает, очевидно, следующими
свойствами 3):

1) S′ = (Ra∗(S))′ = (T (S))′;
2) если S1 ⊂ S2, то S

′
1 ⊃ S′

2;
3) S ⊂ S′′.
Последнее соотношение показывает, что S′′ — слабо замкнутое

кольцо, содержащее множество S; оно содержит поэтому минимальное
такое кольцо R(S), т. е. R(S) ⊂ S′′. Далее, применяя соотношение 3
к множеству S′, имеем S′ ⊂ S′′′. С другой стороны, применяя операцию
к обеим частям соотношения 3 и пользуясь свойством 2, получаем, что
S′ ⊃ S′′′, так что S′ = S′′′. Подстановка S′, S′′, . . . вместо S дает тогда

S′′ = SIV = . . . , S′ = S′′′ = SV = . . . .

2. Главная единица. Пусть S — произвольное подмножество
кольца B(H), N — совокупность всех элементов пространства H, на
которых операторы A и A∗ обращаются в нуль, коль скоро A ∈ S.
Оператор E0 проектирования на H � N называется главной единицей
множества S. Таким образом, по определению, равенства Af = A∗f = 0
для всех A ⊂ S и E0f = 0 эквивалентны.

1) Такие кольца называются еще кольцами или алгебрами фон Неймана.
2) Здесь и в дальнейшем в этой главе единицей называется единичный

оператор.
3) Напомним, что Ra∗(S) обозначает минимальное симметричное кольцо,

содержащее данное множество S (см. п. 1 § 10).
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Если S — кольцо, содержащее единицу, то, очевидно, N = (0), так
что главная единица равна 1. Далее, главная единица E0 множества S
удовлетворяет равенствам

E0A = AE0 = A (1)

для любого оператора A ∈ S. Действительно, по определению главной
единицы A(1 − E0) f = A∗(1 − E0) f = 0 для любого вектора f ∈ H,
т. е. A(1 − E0) = 0, A∗(1 − E0) = 0. Применяя операцию инволюции
к обеим частям последнего равенства, получаем (1 − E0)A = 0, так
что 1)

A−AE0 = A− E0A = 0, т. е. AE0 = E0A = A.

Лемм а. Главная единица множества S принадлежит S′ и S′′.

До к а з а т е л ь с т в о. Первое утверждение следует из (1). Пусть,
далее, B ∈ S′; если E0f = 0, то Af = A∗f = 0 для всех A ∈ S. Но тогда

ABf = BAf = 0, A∗Bf = BA∗f = 0,

так что E0Bf = 0. Взяв f = (1− E0) g , g ∈ H, мы получим, что

E0B(1− E0) = 0, E0B = E0BE0.

Подставляя в последнее равенство B∗ вместо B и применяя операцию
инволюции к полученному равенству, мы придем к равенству BE0 =
= E0BE0, следовательно,

E0B = BE0 = E0BE0.

Итак, оператор E0 перестановочен с любым оператором B ∈ S′; следо-
вательно, E0 ∈ S′′.

Мы воспользуемся теперь этой леммой для доказательства следую-
щей основной теоремы.

Те о р ем а. Пусть S — произвольное подмножество кольца B(H),
E0 — главная единица множества S. Тогда R(S) есть сильнейшее
замыкание кольца Ra∗(S); R(S) состоит из тех и только тех
элементов A ∈ S′′, которые удовлетворяют условию

E0A = AE0 = A. (2)

До к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через S1 совокупность всех эле-
ментов кольца S′′, удовлетворяющих условию (2); пусть A ∈ S1; до-
кажем, что A — сильнейшая точка прикосновения кольца Ra∗(S),
т. е. что любая сильнейшая окрестность W (A; F 0

1 , F
0
2 , . . . ; ε) содержит

элементы кольца Ra∗(S). Для этой цели составим счетную прямую
сумму

H
′ = H ⊕ H ⊕ H ⊕ . . . ;

1) Отсюда следует, что если M — произвольное симметричное подкольцо
в B(H), а E0 — его главная единица, то на пространстве E0H M есть кольцо
с единицей, а на (1− E0)H все операторы из M обращаются в нуль.
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очевидно, f0 = {f01 , f02 , . . .} ∈ H′. Для произвольного ограниченного ли-

нейного оператора B имеем
∞∑
k=1

|Bf0k |2 � |B|2
∞∑
k=1

|f0k |2, так что и вектор

f ′B = {Bf01 , Bf02 , . . .} ∈ H
′.

Мы назовем f ′B образом оператора B в пространстве H′.
Пусть E′ — совокупность всех образов операторов кольца Ra∗(S),

а E
′
— замыкание множества E′ по норме в H′. Очевидно, E′ линейно,

так что E
′
линейно и замкнуто. Пусть E′ — оператор проектирования

в H′ на E′; тогда имеет место соответствие E′ ∼ ‖Ets‖, t, s = 1, 2, 3, . . .
(см, п. 15 § 5). Если C — произвольный элемент кольца Ra∗(S), то
C ′ ∼ ‖δtsC‖, где t, s = 1, 2, 3, . . . и

δts =

{
1 при t = s,

0 при t �= s,

— оператор в H′ и C ′f ′B = {CBf01 , CBf02 , . . .} = f ′CB . Если поэтому
B ∈ Ra∗(S), то f ′CB ∈ E′, так что оператор C ′ отображает E′ в E′,

а значит, E
′
в E

′
. Так как E′f ′ ∈ E

′
при любом f ′ ∈ H′, то отсюда

следует, что C ′E′f ′ ∈ E
′
, т. е.

C ′E′ = E′C ′E′. (3)

Подставляя в (3) C∗ вместо C (C∗ также ∈ Ra∗(S)) и пользуясь
соотношением C∗′

= C ′∗ (см. п. 15 § 5), получаем, что

C ′∗E′ = E′C ′∗E′, E′C ′ = (E′C ′∗E′)∗ = E′C ′E′ = C ′E′.

Это последнее соотношение равносильно соотношениям CEts = EtsC,
t, s = 1, 2, 3, . . .; так как C — произвольный элемент кольца Ra∗(S),
то Ets ∈ (Ra∗(S))′ = S′.

Вернемся теперь к заданному элементу A и докажем, что

f ′A ∈ E
′
.

Так как по определению f ′B ∈ E′, коль скоро B ∈ Ra∗(S), то E′f ′B = f ′B ,
т. е.

Bf0t =
∞∑
s=1

EtsBf
0
s =

∞∑
s=1

BEtsf
0
s , B

(
f0t −

∞∑
s=1

Etsf
0
s

)
= 0

для всех B ∈ Ra∗(S). Но тогда, по определению главной единицы 1) E0,
также

E0

(
f0t −

∞∑
s=1

Etsf
0
s

)
= 0,

1) Множество S и кольцо Ra∗(S) имеют, очевидно, одну и ту же главную
единицу.
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следовательно, в силу условия (2)

A
(
f0t −

∞∑
s=1

Etsf
0
s

)
= AE0

(
f0t −

∞∑
s=1

Etsf
0
s

)
= 0.

Так как A ∈ S′′, то последнее равенство можно переписать в виде

Af0t −
∞∑
s=1

EtsAf
0
s = 0, т. е. E′f ′A = f ′A,

так что f ′A ∈ E
′
. Но тогда, каково бы ни было ε > 0, в E′ существует

элемент, отстоящий от f ′A меньше чем на ε. Как элемент простран-
ства E′, он представи́м в виде f ′B , B ∈ Ra∗(S); поэтому, вспоминая
определение расстояния в пространстве H′, получаем

∞∑
k=1

|Af0k −Bf0k |2 = |f ′A − f ′B |2 < ε2,

т. е.
B ∈W (A; f01 , f

0
2 , . . . ; ε).

Итак, совокупность S1 всех элементов A ∈ S′′, удовлетворяющих
условию (2), содержится в сильнейшем замыкании кольца Ra∗(S),
а значит, и в его слабом замыкании R(S). С другой стороны, очевид-
но, S ⊂ S1, и потому также Ra∗(S) ⊂ S1. Так как кольцо S1 слабо
замкнуто 1), то отсюда следует, что и R(S) ⊂ S1. Таким образом,

R(S) = S1 = Ra∗(S)3, и теорема доказана.

С л ед с т в и е 1. Если R — симметричное надкольцо кольца B(H),
то его слабое, сильное и сильнейшее замыкания совпадают:

R1 = R2 = R3. (4)

Действительно, согласно предыдущей теореме R1 = R3; с другой сто-

роны, R1 ⊃ R2 ⊃ R3.

С л ед с т в и е 2. Если M — слабо замкнутое кольцо, содержащее
единицу, то M ′′ = M .

В самом деле, полагая S = M , имеем E0 = 1, следовательно, S1 =
= M ′′, M = R(M) = S1 = M ′′.

С л е д с т в и е 3. Совокупность всех коммутантов совпадает
с совокупностью всех слабо замкнутых колец, содержащих единицу.

В самом деле, всякое кольцо S′ содержит единицу; с другой сторо-
ны, всякое слабо замкнутое кольцо M , содержащее единицу, предста-
вимо в виде M = (M ′)′.

С л ед с т в и е 4. Каково бы ни было множество S ⊂ B(H),

S′′ = R(S, 1).

1) В силу слабой непрерывности произведений AE0, E0A при переменном A.
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В самом деле, так как кольцо R(S, 1) содержит единицу, то в си-
лу 1) п. 1 и следствия 2

R(S, 1) = (R(S, 1))′′ = ((S, 1)′)′ = (S′)′ = S′′.

С л ед с т в и е 5. Пусть H — ограниченный эрмитов оператор,
P (λ) — его спектральная функция 1). Для того чтобы оператор H
принадлежал данному слабо замкнутому кольцу M , необходимо
и достаточно, чтобы все операторы P (λ) при λ < 0 и 1− P (λ) при
λ � 0 принадлежали кольцу M .

До к а з а т е л ь с т в о. Достаточность следует из соотношений

H =

β∫
α

λ dE(λ) = lim
λk−λk−1→0

n∑
k=1

λk[P (λk) − P (λk−1)],

P (λk) − P (λk−1) ∈M при λk �= 0,

где (α, β) — интервал, содержащий весь спектр оператора A, α = λ0 <
< λ1 < . . . < λn = β, 0 — одна из точек λj , если αβ � 0, а предел
существует в смысле равномерной топологии в B(H). Обратно, если
H ∈ M , то по свойствам спектральной функции P (λ) ∈ R(H)′′. Пусть
E0 — главная единица кольца R(H); тогда H(1−E0) = 0, следователь-
но,

0 = |H(1− E0) f |2 =

β∫

α

λ2 d|P (λ)(1− E0) f |2,

так что и P (Δ)(1− E0) = 0, коль скоро интервал Δ = (α′, β′) не со-
держит точки 0. Применяя операцию инволюции к обеим частям этого
равенства, получаем, что также (1 − E0)P (Δ) = 0, так что, согласно
предыдущей теореме, P (Δ) ∈ R(H) ⊂ M . Отсюда при α′ = λ > 0,
β′ > β следует, что 1− P (λ) ∈ M , и по непрерывности функции P (λ)
справа это соотношение верно при λ � 0; при α′ < α, β′ = λ < 0
получается, что P (λ) ∈M .

С л ед с т в и е 6. Если MP — совокупность всех операторов про-
ектирования из слабо замкнутого кольца M , то R(MP ) = M .

До к а з а т е л ь с т в о. Так как MP ⊂ M , то R(MP ) ⊂ M , так что
[R(MP )]P ⊂ MP . С другой стороны, очевидно, что [R(MP )]P ⊃ MP ,
так что [R(MP )]P = MP . Таким образом, кольца R(M)P и M со-
держат одни и те же операторы проектирования, а значит, соглас-
но следствию 5 — одни и те же эрмитовы операторы. Но всякий

элемент A ∈ M представи́м в виде A = H1 + iH2, где H1 =
A + A∗

2
,

1) Здесь и в дальнейшем мы считаем спектральные функции непрерывными
справа.
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H2 =
A − A∗

2i
— эрмитовы операторы из кольца M . Следовательно,

кольца M и R(MP ) совпадают.

С л е д с т в и е 7. Совокупность MU всех унитарных операторов
из слабо замкнутого кольца M не пуста тогда и только тогда,
когда M содержит единицу, и в этом случае R(MU ) = M .

До к а з а т е л ь с т в о. Если U ∈ MU , то 1 = U∗U ∈ M , так что M
содержит единицу. Обратно, если M содержит единицу, то из P ∈MP

следует 2P − 1 ∈MU . В самом деле, 2P − 1 ∈M , и, в силу соотноше-
ния (2P − 1)∗(2P − 1) = (2P − 1)(2p− 1)∗ = 4P 2 − 4P + 1 = 1, 2P − 1
есть унитарный оператор. Отсюда

P =
1

2
[(2P − 1) + 1] ∈ R(MU ), MP ⊂ R(MU ), M = R(MP ) ⊂ R(MU ).

С другой стороны, из MU ⊂ M следует R(MU ) ⊂ M , так что

R(MU ) = M .

С л ед с т в и е 8. Главная единица E0 слабо замкнутого кольца M
принадлежит M ∩M ′.

В самом деле, E0 ∈M ′′ и A ∈ E0 удовлетворяет условию (2), так что
E0 ∈ M согласно предыдущей теореме; кроме того, E0 ∈ M ′ согласно
предыдущей лемме.

3. Центр. Напомним (см. п. 3 § 7), что центром ZM кольца M
называется совокупность всех элементовM , перестановочных с любым
элементом из M . Очевидно, ZM = M ∩M ′, так что ZM — кольцо,
и притом коммутативное. Если кольцо M содержит единицу, то ZM
не пусто, именно, содержит кольцо всех произведений α1, где α —
скаляры. Это последнее кольцо мы будем называть кольцом скаляров
и обозначать (α1).

Если M — слабо замкнутое кольцо, то ZM = M ∩ M ′ есть
также слабо замкнутое кольцо. Слабо замкнутое кольцо M на-
зывается фактором, если ZM состоит только из (α1), т. е. если
M ∩M ′ = (α1). Примером фактора является кольцо B(H). В самом де-
ле, так как (α1)′ = B(H), то в силу следствия 2 B(H)′ = (α1)′′ = (α1),
B(H) ∩ B(H′) = (α1). Другим примером фактора является кольцо
скаляров (α1). В дальнейшем будут рассмотрены менее тривиальные
примеры факторов. Если M — фактор, то M ′ — также фактор, ибо
равенство M ∩M ′ = (α1) можно написать в виде M ′′ ∩M ′ = (α1).

Другим крайним случаем является коммутативное кольцо. Если
M — коммутативное кольцо, то ZM = M . Обратно, если ZM = M ,
то кольцо M коммутативное, ибо совпадает с коммутативным коль-
цом ZM .

4. Факторизация. Объединением R(M1,M2, . . .) слабо замкнутых
колец 1) M1. M2, . . . называется минимальное слабо замкнутое кольцо,

1) Эта совокупность колец не предполагается счетной.
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порожденное теоретико-множественной суммой M1 ∪M2 ∪ . . .. Легко
видеть, что

(R(M1,M2, . . .))
′ = M ′

1 ∩M ′
2 ∩ . . . , (1)

и если кольцо R(M1,M2, . . .) содержит единицу, то

R(M1,M2, . . .) = (M ′
1 ∩M ′

2 ∩ . . .)′. (2)

Действительно, согласно соотношению 1) п. 1 (R(M1,M2, . . .))
′ =

= (M1 ∪M2 ∪ . . .)′ = M ′
1 ∩M ′

2 ∩ . . .. Соотношение же (2) получается
в силу следствия 2 из первого применением к обеим частям операции ′.

Совокупность M1, M2, . . . отличных от (0) слабо замкнутых ко-
лец называется факторизацией, если элементы разных колец этой
совокупности перестановочны и их объединение R(M1,M2, . . .) сов-
падает с кольцом B(H). Отдельные кольца M1, M2, . . . факторизации
называются ее элементами. Легко видеть, что элементы факториза-
ции — факторы. В самом деле, если {M1,M2, . . .} — факторизация, то
Mi ⊂M ′

k, i �= k, следовательно, в силу (1),

Mi ∩M ′
i ⊂M ′

i

⋂
k �=i

M ′
k =

⋂
i

M ′
i = (R(M1,M2, . . .))

′ = (α1).

Если поэтому E0 — главная единица кольца Mi, то согласно след-
ствию 8 E0 = α1, так что α = 1 или α = 0. Но в последнем случае
E0 = 0, и для любого оператора A ∈Mi будет A = E0A = 0, Mi = (0),
что противоречит условию. Поэтому α = 1, кольцо Mi содержит еди-
ницу и Mi ∩M ′

i = (α1). Обратно, если M — фактор, то {M ,M ′} —
факторизация, ибо

R(M ,M ′) = (R(M ,M ′))′′ = (M ∪M ′)′′ =

= (M ′ ∩M ′′)′ = (M ′ ∩M)′ = (α1)′ = B(H).

Факторизация вида {M ,M ′} называется парной.

Мюррей и фон Нейман [1] показали, что не всякая факторизация
{M1,M2} является парной, и нашли некоторые достаточные условия,
при соблюдении которых можно утверждать, что {M1,M2} — парная
факторизация.

§ 35. Относительная эквивалентность

1. Операторы и подпространства, присоединенные к кольцу.
Пусть M — слабо замкнутое кольцо, содержащее единицу, S —
подмножество пространства H, а R — оператор в H (не обязательно
ограниченный). Будем говорить, что множество S и оператор R при-
соединены к кольцу M , и писать SηM , RηM , если соответственно
множество S инвариантно по отношению к любому унитарному опера-
тору из M ′, а оператор R перестановочен с любым таким оператором.
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Если R ∈ B(H), т. е. оператор R ограничен, то соотношение RηM
эквивалентно соотношению R ∈ M , ибо соотношение RηM означает
тогда, что R ∈ (M ′U )′ = (M ′)′ = M . Если же R — замкнутый линейный
оператор с областью определения, плотной в H, и R = WH — его
каноническое разложение (см. II п. 1 § 21), то в силу единственности
этого разложения равенство U∗RU = U∗WUU∗HU есть каноническое
разложение оператора U∗RU , следовательно, равенство U∗RU = R
означает, что U∗WU = W , U∗HU = H, т. е. что W ∈M , HηM .

Далее, если множество S линейно и замкнуто, то соотношение
SηM эквивалентно соотношению PS ∈ M , где PS — оператор про-
ектирования на S. Действительно, соотношение SηM означает, что
US ⊂ S, каков бы ни был унитарный оператор U ∈ M ′. Подставляя
сюда U∗ вместо U , имеем U∗S ⊂ S, откуда S ⊂ US, так что S = US.
Но тогда также U(H � S) = H � S, и потому

PSUx = Ux = UPSx при x ∈ S,

PSUx = 0 = UPSx при x ∈ H � S.

Следовательно, PSU = UPS для всех U ∈ M ′. Это означает, что
PSηM , PS ∈M .

Таким образом, для замкнутого подпространства M соотношение
MηM означает, что оператор PM перестановочен со всеми операторами
из M ′, т. е. что M приводит все операторы из M ′.

Простой пример замкнутого подпространства, присоединенного
к кольцу M , мы получим, если, взяв фиксированный элемент f ∈ H,
применим к нему все операторы A ∈ M ′ и возьмем затем замыкание
по норме в H совокупности Sf всех таких элементов Af . В самом
деле, если U — унитарный оператор, принадлежащий M ′, то UA ∈M ′,
следовательно, UAf ∈ Sf . Отсюда US ⊂ Sf , USf ⊂ Sf .

Введем обозначение Sf = MM ′

f , P
Sf

= EM
′

f . Аналогично опре-

деляются MM
f и EMf ; они получаются, если M заменить фактором

M ′, а значит, M ′ — фактором M ′′ = M . Очевидно, f ∈ MM ′

f , ибо

достаточно положить A = 1. Таким образом, MM ′

f — минимальное
среди замкнутых подпространств, которые приводят все операторы из
M ′ и содержат f . Отсюда следует, что если M — замкнутое под-
пространство, MηM и f ∈ M, то также MM ′

f ⊂ M. Аналогичное

предложение имеет место для MM
f и M ′.

2. Основная лемма. В дальнейшем нам понадобится следующая
Лем м а. Если M — фактор и A ∈ M , A′ ∈ M ′, то равенство

AA′ = 0 возможно, лишь когда A = 0 или A′ = 0.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть M — множество всех элементов f ∈ H,
для которых AXf = 0, каков бы ни был оператор X ∈M . В частности,
Af = 0 при f ∈ M. Очевидно, M — замкнутое подпространство в H.
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Пусть P — оператор проектирования на M; докажем, что P переста-
новочен со всеми элементами из M и из M ′, т. е. что M приводит все
операторы из M и из M ′.

Так как кольца M и M ′ вместе с каждым A содержат и A∗, то до-
статочно показать, что подпространство M инвариантно относительно
всех операторов из M и из M ′. Пусть f ∈ M; для любого оператора
B ∈ M также XB ∈ M , следовательно, AXBf = 0; это означает, что
Bf ∈ M, так что подпространство M инвариантно относительно всех
операторов из M . Если же f ∈ M, B ∈ M ′, то, так как оператор B
перестановочен с операторами A и X, AXBf = BAXf = 0. Отсюда
заключаем, что M инвариантно также относительно всех операторов
из M ′. Но тогда P ∈M ∩M ′ = (α1), так что либо P = 0, либо P = 1,
т. е. либо M = (0), либо M = H.

Так как AA′ = 0, то при произвольных f ∈ H, X ∈M

AXA′f = AA′Xf = 0,

следовательно, A′f ∈ M. Отсюда в первом случае A′f = 0, каков бы
ни был элемент f ∈ H, т. е. A′ = 0. Далее, при произвольных g ∈ H,
f ∈ M

(A∗g , f) = (f , Af) = 0,

так что A∗g ⊥ M. Отсюда во втором случае A∗g = 0, A∗ = 0, а значит,
и A = 0.

3. Определение относительной эквивалентности. В дальнейшем
мы всюду в этом параграфе будем предполагать, что M — фактор.

Замкнутые подпространства M и N называются эквивалентными
относительно M , если в кольце M существует частично изомет-
рический оператор U с начальной областью M и конечной N (см.
п. 14 § 5). Мы будем в этом случае писать M ∼ N(. . .M), а также
PM ∼ PM(. . .M). Если M ∼ N(. . .M), то, очевидно, M и N имеют оди-
наковую размерность. Обратное a priori неверно, ибо нужно не просто
изометрически отобразить M на N, а произвести это отображение при
помощи оператора из кольца M . Из M ∼ N(. . .M) следует, что MηM
и NηM , ибо PM = U∗U , PN = UU∗, так что понятие эквивалентности
имеет смысл только для подпространств, присоединенных к кольцу M .
Далее, очевидно, что если M, N, PηM , то M ∼ M; M ∼ N, коль
скоро N ∼ M; из M ∼ N, N ∼ P следует M ∼ P. Наконец, из со-
отношений Mα ∼ Nα, α ∈ A, Mα ⊥ Mβ , Nα ⊥ Nβ при α �= β следу-
ет, что

⊕
α∈A

Mα ∼ ⊕
α∈A

Nα, ибо если Uα — частично изометрический

оператор из кольца M с начальной областью Mα и конечной Nα,
то U =

∑
α∈A

Uα — частично изометрический оператор из кольца M

с начальной областью
⊕
α∈A

Mα и конечной
⊕
α∈A

Nα.



532 Гл. VII. Кольца операторов в гильбертовом пространстве

Примерами замкнутых подпространств, эквивалентных относитель-
но M , являются замыкания областей изменения 1) R(X), R(X∗) опера-
торов X и X∗, где X — любой замкнутый линейный оператор с плотной
в H областью определения, присоединенный к кольцу M . В самом
деле, если X = WH —каноническое разложение оператора X, то W —
частично изометрический оператор из кольца M с начальной областью
R(X∗) и конечной R(X) (см. п. 1 и II п. 1 § 21).

4. Сравнение замкнутых подпространств. Мы воспользуемся те-
перь понятием эквивалентности для того, чтобы упорядочить множе-
ство всех замкнутых подпространств MηM .

Пусть M и N —два замкнутых подпространства, присоединенных
к фактору M ; будем говорить, что подпространство M не больше
подпространства N относительно M , и писать M � N(. . .M) (или
PM � PN(. . .M)), если M эквивалентно части подпространства N.
Будем говорить, что подпространство M меньше подпространства N,
и писать M < N(. . .M), PM < PN(. . .M), если M � N и M не эквива-
лентно N. В дальнейшем термин «подпространство» будет обозначать
замкнутое подпространство.

I. Каковы бы ни были подпространства M и N, присоединенные
к фактору M , всегда либо M � N(. . .M), либо N � M(. . .M).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Мы можем, очевидно, предполагать, что
M �= (0) и N �= (0). Докажем, что в этом случае в M и N существуют
отличные от (0) подпространства M1 и N1, также присоединенные
к кольцу M и эквивалентные относительно M . Для этой цели вы-
берем в M элемент f �= 0. Тогда EMf ∈ M ′, EMf �= 0; так как, кроме

того, PN ∈ M , PN �= 0, то согласно лемме п. 2 также PNEMf �= 0.

Но PNE
M
f есть оператор проектирования на N ∩ MM

f , следователь-

но, N ∩ MM
f �= (0). Выберем в пространстве N ∩ MM

f элемент g , по

норме равный единице. Так как g ∈ MM
f , то в кольце M существу-

ет оператор A такой, что |g − Af | < 1, следовательно, и подавно
|PNg − PNAf | < 1. Но PNg = g , PMf = f , поэтому последнее неравен-
ство можно переписать в виде |g − PNAPMf | < 1. Это неравенство по-
казывает, что оператор X = PNAPM �= 0, ибо в противном случае было
бы |g | < 1, в то время, как по условию |g | = 1. Положим M1 = R(X∗),
N1 = R(X); тогда M1 �= (0), N1 �= (0) и M1 = R(PMA∗PN) ⊂ M,

N1 = R(PNAPM) ⊂ N. Так как X = PNAPM ∈M , то подпространства
M1 и N1 эквивалентны относительно M (см. п. 3).

В силу соотношений

PM	M1
= PM − PM1

∈M , PN	N1
= PN − PN1

∈M

1) Нам удобно изменить в этой главе обозначения и писать D(X) и R(X)
вместо DX и RX .
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подпространства M � M1, N � N1 также присоединены к кольцу M .
Если они еще оба отличны от (0), то, применяя к ним предыдущий
результат, получим, что в M � M1 и N � N1 существуют отличные
от (0) подпространства M2 и N2, эквивалентные относительно M .
При этом, очевидно, M1 ⊥ M2 и N1 ⊥ N2. Повторяя это рассуждение
и применяя лемму Цорна, мы можем построить отличные от (0) под-
пространства Mα, Nα такие, что Mα ∼ Nα(. . .M) и либо

⊕
α

Mα = M,

либо
⊕
α

Nα = N. Так как
⊕
α

Mα ∼⊕
α

Nα(. . .M), то в первом случае

M � N, а во втором N � M.

II. Если M � N и N � M, то M ∼ N.
Доказательство этого предложения аналогично доказательству тео-

ремы Бернштейна о сравнении мощности. Пусть

M ∼ N
′ ⊂ N, (1)

N ∼ M
′ ⊂ M, (2)

и пусть U ∈M — частично изометрический оператор с начальной обла-
стью N и конечной M′. Он изометрически отображает подпространство
N′ ⊂ N на некоторое подпространство M′′ ⊂ M′. Поэтому UPN′ —
частично изометрический оператор из кольца M с начальной областью
N′ и конечной M′′, так что N′ ∼ M′′. Отсюда и из (1) следует, что
M ∼ M′′. Пусть V — частично изометрический оператор из кольца
M с начальной областью M и конечной M′′; положим M(2ν) = V νM,
M(2ν+1) = V νM′ (так что M(0) = M, M(1) = M′, M(2) = M′′). Легко
видеть, что M(0) ⊃ M(1) ⊃ M(2) ⊃ . . . и что M(ν) ηM , ν = 0, 1, 2,
3, . . .; кроме того, оператор V изометрически отображает простран-
ство M(p) на пространство M(p+2), пространство M(p+1) на про-
странство M(p+3) и, следовательно, пространство M(p) � M(p+1) на
пространство M(p+2) � M(p+3). Отсюда, как и выше, следует, что
M(p) � M(p+1) ∼ M(p+2) � M(p+3)(. . .M). Поэтому подпространства на
нечетных местах в равенстве

M
(0) = [M(0) � M

(1)] ⊕ [M(1) � M
(2)] ⊕ [M(2) � M

(3)] ⊕ . . .

. . .⊕ M
(0) ∩ M

(1) ∩ M
(2) ∩ . . . (3)

эквивалентны подпространствам на четных местах в равенстве

M
(1) = [M(1) � M

(2)] ⊕ [M(2) � M
(3)] ⊕ [M(3) � M

(4)] ⊕ . . .

. . .⊕ M
(1) ∩ M

(2) ∩ M
(3) ∩ . . . , (4)

подпространства же на четных местах в равенстве (3) равны, а сле-
довательно, и эквивалентны подпространствам на нечетных местах
в равенстве (4). Кроме того, M(0) ∩ M(1) ∩ M(2) ∩ . . . = M(1) ∩ M(2) ∩
∩ M(3) ∩ . . .. Следовательно, M(0) ∼ M(1), т. е. M ∼ M′. С другой
стороны, в силу (2) M′ ∼ N. Поэтому M ∼ N.
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III. Для всякой пары подпространств M и N, присоединенных
к фактору M , имеет место одно и только одно из трех соотноше-
ний:

M ∼ N(. . .M), M < N(. . .M), M > N(. . .M).

Действительно, в силу предложения I либо M ∼ N′ ⊂ N, либо
N ∼ M′ ⊂ M. Если имеют место оба соотношения, то в силу предложе-
ния II M ∼ N. Если же имеет место только первое или только второе,
то M < N или соответственно N < M.

IV. Если M ∼ N, то соотношения M < P, M ∼ P, M > P экви-
валентны соответственно соотношениям N < P, N ∼ P, N > P.

В самом деле, соотношение M � P означает, что M ∼ P′ ⊂ P.
Но тогда также N ∼ P′ ⊂ P, т. е. N � P. Если при этом N ∼ P,
то и M ∼ P; поэтому из соотношения M < P следует соотношение
N < P. Далее, соотношение P � M означает, что P ∼ M′ ⊂ M; в силу
соотношения N ∼ M отсюда следует, что в N существует подпростран-
ство N′, эквивалентное подпространствуM′. Но тогда P ∼ N′ ⊂ N, т. е.
P � N. Снова, как и выше, отсюда заключаем, что соотношение P < N

эквивалентно соотношению P < M.

V. Если M < N, N < P, то M < P.
Из соотношений M < N, N ∼ P′ ⊂ P в силу предложения IV

вытекает, что M < P′ ⊂ P, т. е. M ∼ P′′ ⊂ P′ ⊂ P. Таким образом,
M � P; если бы было M ∼ P, то в силу предложения IV было бы
P < N, что противоречит условию. Поэтому M < P.

Отметим еще следующие простые предложения.
VI. а) Если M, NηM и M ⊂ N, то M � N;

б) (0) � M, причем (0) ∼ M, лишь когда M = (0);
в) M � H.

VII. Если M, NηM , то 1) M � NηM и

(M � N) � N � M. (5)

Предложение VI очевидно; для доказательства предложения VII
заметим, что пространство (M � N) � N есть замыкание совокупности
всех элементов вида

PH	N(f + g ) = PH	Nf = PH	NPMh, f ∈ M, g ∈ N, h ∈ H.

Таким образом,

(M � N) � N = R(PH	NPM) ∼ R((PH	NPM)∗) = R(PMPH	N) ⊂ M,

1) В отличие от обозначения в § 25 мы всюду в этой главе через M � N

будем обозначать минимальное замкнутое подпространство, содержащее M

и N; это будет, очевидно, совокупность всех элементов f + g , f ∈ M, g ∈ N,
и их сильных пределов.
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откуда и следует соотношение (5). Таким образом, (M � N) � NηM ,
следовательно, также M � NηM .

5. Конечные и бесконечные подпространства. Подпространство
M, присоединенное к фактору M , называется бесконечным, если оно
эквивалентно некоторой своей правильной части, и конечным — в про-
тивном случае. Оператор проектирования P ∈ M называется конеч-
ным, если PH конечно, и бесконечным, если PH бесконечно.

Очевидно, подпространство (0) конечно. Далее,
I. Если M � N и N конечно, то M также конечно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть M ∼ N′ ⊂ N и U ∈ M — частично
изометрический оператор с начальной областью M и конечной N′. Если
подпространство M бесконечно, то M ∼ M′ � M; поэтому, полагая

UM′ = N′′, имеем N′′ ∼ M′ ∼ M ∼ N′, N′′ � N′. Отсюда

N = N
′ ⊕ [N � N

′] ∼ N
′′ ⊕ [N � N

′] � N;

следовательно, N бесконечно, в противоречие с условием.
Таким образом, либо все подпространства MηM (в частности, все

пространство H) конечны, либо существуют бесконечные подпростран-
ства MηM , и тогда все пространство H бесконечно. Всякое же конеч-
ное подпространство меньше любого бесконечного.

Для дальнейшего изучения подпространств ηM воспользуемся при-
емом, аналогичным откладыванию равных отрезков.

II. Если M и N — подпространства, присоединенные к факто-
ру M , то подпространство M можно представить в виде

M =
(⊕
α∈A

Nα

)
⊕ P, (1)

где A — некоторое множество индексов, Nα ∼ N для всех α ∈ A

и P < N.

До к а з а т е л ь с т в о. Если M < N, то мы получаем (1), положив
A = ∅ и P = M; если же M ∼ N, то мы получим (1), положив
A = {1}, N1 = M, P = (0). Поэтому будем в дальнейшем считать,
что N < M. Тогда N ∼ N1 � M; если N > M � N1, то представление
M = N1 ⊕ [M � R1] уже является искомым (A = {1}, P = M � N1).
В противном случае N ∼ N2 ⊂ M�N1. Применяя лемму Цорна, мы за-
ключаем, что существует максимальная система {Nα, α ∈ A} взаимно
ортогональных подпространств Nα в M, эквивалентных подпростран-
ству N. Полагая P = M− ⊕

α∈A

Nα и учитывая максимальность системы

{Nα, α ∈ A}, имеем P < N и M =
( ⊕
α∈A

Nα

)
⊕ P.

III. Если множество A бесконечно, то в равенстве (1) можно
положить P = (0).
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Действительно, пусть A′ = A − {1}; так как множества A′ и A

имеют одинаковую мощность, то

M =
(⊕
α∈A

Nα

)
⊕ P ∼

( ⊕
α∈A′

Nα

)
⊕ P �

( ⊕
α∈A′

Nα

)
⊕ N1 � M.

Отсюда M ∼ ⊕α∈ANα; пусть U — частично изометрический оператор
из кольца M с начальной областью M и конечной

⊕
α∈A

Nα. Полагая

Nα = U∗Nα, имеем N′
α ⊥ N′

β при α �= β, N′
α ∼ Nα ∼ N(. . .M),

M =
⊕
α∈A

N
′
α.

IV. Всякое бесконечное подпространство M можно представить
в виде

M =
⊕
α∈A

Nα,

где подпространства Nα �= (0) и эквивалентны между собой, а мно-
жество A бесконечно.

До к а з а т е л ь с т в о. По условию M ∼ M′ � M; пусть U — частич-
но изометрический оператор из кольца M с начальной областью M

и конечной M′. Положим

M
(n) = UnM; N

′
n = M

(n) � M
(n+1), n = 0, 1, 2, . . . .

Тогда
M

(n+1) � M
(n), N

′
n+1 = UN

′
n;

следовательно, N′
n �= (0), все подпространства N′

n эквивалентны между
собой и

M =

(
∞⊕
n=1

N
′
n

)
⊕ M

(0) ∩ M
(1) ∩ M

(2) ∩ . . . .

Применяя предложение II к подпространствам M(0) ∩ M(1) ∩ M(2) ∩ . . .
и N′

0 (вместо M и N), получаем, что

M
(0) ∩ M

(1)
M

(2) ∩ . . . =
( ⊕
α∈A′

N
′
α

)
⊕ P

′, P
′ < N

′
0,

и
M =

(⊕
α∈A

N
′
α

)
⊕ P

′, A = {0, 1, 2, 3, . . .} ∪ A
′.

Так как множество A бесконечно, то согласно предложению III мы
имеем

M =
⊕
α∈A

Nα, где Nα ∼ Nβ для всех α, β ∈ A.

V. Во всяком бесконечном подпространстве M имеется такое
подпространство N, что M ∼ N ∼ M � N.
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До к а з а т е л ь с т в о. Разбивая множество A в предложении IV на
два бесконечных подмножества A1 и A2 одинаковой мощности и пола-
гая N =

⊕
α∈A1

Nα, имеем

⊕
α∈A

Nα ∼
⊕
α∈A1

Nα ∼
⊕
α∈A2

Nα, т. е. M ∼ N ∼ M � N.

VI. Если H сепарабельно, то все бесконечные подпространства
эквивалентны между собой.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть подпространства M и M′ бесконечны;
представляя M согласно предложению IV, имеем M =

⊕
α∈A

Nα, где мно-

жество A счетно. Применяя, далее, предложение II к подпространствам
M′ и Nα, имеем

M
′ =

( ⊕
α∈A′

Nα

)
⊕ P

′,

где множество A′ конечно (возможно пусто) или счетно и P′ < Nα.
Если множество A′ конечно, то очевидно, что M′ � M, если же A′

счетно, то можно считать P′ = (0), так что M′ ∼ M. Итак, в любом
из этих случаев M′ � M. Меняя ролями M и M′, заключаем, что
M′ ∼ M.

VII. Прямая сумма конечного числа конечных подпространств
конечна.

Доказательство этого предложения разобьем на следующие пункты.
1◦. Если замкнуты подпространства M, N, PηM и если M ⊥ N,

P ⊂ M ⊕ N, то P можно представить в виде P = M′ ⊕ N′ ⊕ P′, где
M′, N′, P′ — взаимно ортогональные и присоединенные к кольцу M
подпространства, M′ ⊂ M, N′ ⊂ N, а P′ — область изменения
оператора 1 + A, где A — присоединенный к кольцу M замкнутый
линейный оператор с областью определения, ортогональной к M′,
и областью изменения, ортогональной к N′, такой, что равенство
Af = 0 возможно только при f = 0, причем P′ ∼ D(A) ∼ R(A).

Положим M′ = M ∩ P, N′ = N ∩ P, P′ = P � [M′ ⊕ N′]. Если f ∈
∈ P′, то f ∈ P ⊂ M ⊕ N, так что элемент f можно представить в виде
f = g + h, где g ∈ M, h ∈ N. Так как f ⊥ M′, h ∈ H ⊥ M′, то и g =
= f − h ⊥ M′; аналогично h ⊥ N′. Положим h = Ag ; это равенство
определяет оператор A однозначно. Действительно, из равенства g = 0
следует, что h = f ∈ P′ и потому h ∈ P ∩ N = N′; так как, с другой
стороны, h ⊥ N′, то h = 0. Аналогично из равенства h = 0 следует, что
также g = 0.

Из того, что множество P′ линейно, замкнуто и ηM , легко следует,
что оператор A обладает теми же свойствами. Положим M′′ = D(A),
N′′ = R(A), A1 = (1 + A)PM′′ . Тогда оператор A1ηM и определен
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на множестве, плотном в H, следовательно 1),

P
′ = R(1 +A) = R(A1) ∼ R(A∗

1) = H � {f : A1f = 0} =

= H � {f : PM′′f = 0} = H � (H � M
′′) = M

′′.

Аналогично P′ ∼ N′′.

2◦. Если подпространства M, N, P — те же, что и в предложе-
нии 1◦, то либо P � M, либо (M ⊕ N) � P � N.

Применив предложение 1◦ к M, N, P, получим подпространства
M′

1, M′′
1 , N′

1, N′′
1 , P′

1 и оператор A1; применив затем предложение 1◦

к M, N, (M ⊕ N) � P, получим подпространства M′
2, M′′

2 , N′
2, N′′

2 , P′
2

и оператор A2.
Легко видеть, что M′

1 ⊥ M′
2, N′

1 ⊥ N′
2. Положим

M0 = M � (M′
1 ⊕ M

′
2), N0 = N � (N′

1 ⊕ N
′
2).

Если f ∈ D(A1), то f + A1f ∈ P′
1 ⊂ P, f + A1f ⊥ M′

2 ⊂
⊂ (M ⊕ N) � P. С другой стороны, A1f как элемент подпространства
N также ортогонален к M′

2 ⊂ M. Отсюда f ⊥ M′
2, следовательно,

M′′
1 ⊥ M′

2 и M′′
1 ⊂ M0. Аналогично M′′

2 ⊂ M0 и N′′
1 , N′′

2 ⊂ N0.
Рассмотрим подпространства N′

1 и M′
2; для них имеет место одно

из соотношений N′
1 � M′

2, M′
2 � N′

1. В первом случае существует
подпространство M2 ⊂ M′

2 такое, что N′
1 ∼ M2 ⊂ M′

2; следовательно,

P = M
′
1 ⊕ N

′
1 ⊕ P

′
1 ∼ M

′
1 ⊕ M2 ⊕ M

′′
1 ⊂ M

′
1 ⊕ M

′
2 ⊕ M0 = M,

P � M;

во втором случае существует подпространство N1 ⊂ N′
1 такое, что

M′
2 ∼ N1 ⊂ N′

1; следовательно,

(M ⊕ N) � P = M
′
2 ⊕ N

′
2 ⊕ P

′
2 ∼ N1 ⊕ N

′
2 ⊕ N

′′
2 ⊂ N

′
1 ⊕ N

′
2 ⊕ N0 = N,

(M ⊕ N) � P � N.

3◦. Прямая сумма двух взаимно ортогональных конечных под-
пространств конечна.

Пусть M ⊥ N и M, N конечны. Если M ⊕ N бесконечно, то соглас-
но предложению V в нем существует подпространство P такое, что
M ⊕ N ∼ P ∼ (M ⊕ N) � P. Согласно предложению 2◦ либо P � M,
либо (M ⊕ N) � P � N; следовательно, либо M, либо N не меньше
бесконечного подпространства M ⊕ N, что невозможно, ибо M и N по
условию конечны.

4◦. Прямая сумма M + N двух конечных подпространств M и N

конечна.

1) Выражение {f : A1f = 0} обозначает здесь нулевое подпространство опе-
ратора A1, т. е. совокупность всех тех элементов f , для которых A1f = 0.
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Положим P = (M � N) � N; согласно VII п. 4 P � M, следова-
тельно, P конечно. С другой стороны, P ⊥ N и M � N = P ⊕ N,
следовательно, M � N конечно в силу предложения 3◦.

Теперь предложение VII легко получается из 4◦ по индукции.

§ 36. Относительная размерность

1. Целая часть отношения двух подпространств. Покажем те-
перь, что каждому конечному подпространству можно поставить в со-
ответствие неотрицательное число, обладающее свойствами размерно-
сти. При этом окажется, что в некоторых случаях размерность может
принимать любые (даже иррациональные) значения.

Напомним прежде всего (предложение II п. 5 § 35), что при задан-
ных подпространствах M, NηM (N �= 0)) имеет место представление

M =
(⊕
α∈A

Nα

)
⊕ P,

где Nα ∼ N и P < N (если M < N, то множество A пусто). Предпо-
ложим теперь, что подпространство N конечно, и посмотрим, каким
должно быть множество A, чтобы подпространство M также было
конечным.

Л емм а. Если подпространство N конечно и �= (0), то в пред-
ставлении

M =
(⊕
α∈A

Nα

)
⊕ P, Nα ∼ N, P < N, (1)

множество A конечно тогда и только тогда, когда подпростран-
ство M конечно. В этом последнем случае число элементов множе-
ства A не зависит от выбора представления вида (1).

До к а з а т е л ь с т в о. Необходимость есть непосредственное след-
ствие предложения VII п. 5 § 35. Обратно, пусть подпространство
M конечно. Если бы множество A было бесконечно, то, полагая
M′ = N1 ⊕ N2 ⊕ N3 ⊕ . . ., мы имели бы:

M
′ = N1 ⊕ N2 ⊕ N3 ⊕ . . . ⊂ M,

M
′ = N1 ⊕ N2 ⊕ N3 ⊕ . . . ∼ N2 ⊕ N3 ⊕ . . . � M

′,

т. е. M′ было бы бесконечным подпространством, которое � конечного
подпространства M, что невозможно в силу предложения I п. 5 § 35.

Пусть k — число этих подпространств и

M = N
′
1 ⊕ N

′
2 ⊕ . . .⊕ N

′
l ⊕ P

′ (2)
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— второе такое представление; если, например, k < l, то в силу
условия P < N ∼ N′

k+1 существует подпространство K такое, что
P ∼ K ⊂ N′

k+1; отсюда

M = N1 ⊕ . . .⊕ Nk ⊕ P ∼ N
′
1 ⊕ . . .⊕ N

′
k ⊕ K � M,

что противоречит конечности подпространства M.

Представление (1) мы будем в этом случае символически записы-
вать в виде

M = kN � P, (3)

а число k назовем целой частью отношения M к N и обозначим
[
M

N

]
.

Отметим, что равенство (3) имеет смысл и при M � N; если M ∼ N,
то k = 1, P = (0); если же M < N, то k = 0, P = M.

Отметим также следующие, почти очевидные неравенства:[
N

M

]
·
[
M

P

]
�
[
N

P

]
�
([

N

M

]
+ 1

)([
M

P

]
+ 1

)
(4)

и при N ⊥ M [
M

P

]
+
[
N

P

]
�
[
M ⊕ N

P

]
�
[
M

P

]
+
[
N

P

]
+ 1; (5)

их доказательство мы предоставляем читателю.

2. Случай существования минимального подпространства.
Предположим, что в подпространстве H существует минимальное
подпространство, присоединенное к фактору M , т. е. такое
подпространство M0 �= (0) и ηM , что из N < M0, NηM следует
N = (0). Если мы в соотношении (3) заменим подпространство N таким
минимальным подпространством M0, то в силу условия P < M0 будет
P = (0), т. е. M = kM0. Число k мы будем называть отношением M

к M0 и обозначать
M

M0

. Если M и N �= (0) — произвольные конечные

подпространства, то их отношение определим равенством

M

N
=

M

M0

N

N0

.

Легко тогда проверить справедливость следующих утверждений:

1◦.
M

N
=

M
′

N
тогда и только тогда, когда M ∼ M′;

2◦.
M

N
<

M
′

N
тогда и только тогда, когда M < M′;

3◦.
M

N
= 0 тогда и только тогда, когда M = (0);

4◦.
M

N
= 1 тогда и только тогда, когда M ∼ N;

5◦.
M

N
· N

P
=

M

P
;
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6◦.
M ⊕ P

N
=

M

N
+

P

N
при M ⊥ P.

3. Случай отсутствия минимального подпространства. Предпо-
ложим теперь, что в пространстве H нет минимального, но существуют
конечные подпространства. Мы построим тогда последовательность

конечных подпространств M1, M2, M3, . . . такую, что
[

Mk

Mk+1

]
� 2.

Будем для этого исходить из произвольного конечного подпростран-
ства M1. Так как M1 не минимально, то существует отличное от (0)
подпространство N < M1, т. е. N ∼ P � M1. В силу предложения III
п. 4 § 35 либо N � M1 � P, либо M1 � P � N. В первом случае

полагаем M2 = N, во втором M2 = M1 �P; тогда
[
M1

M2

]
� 2. Применяя

к подпространству M2 тот же прием, получим M3 и т. д., и таким
путем построим последовательность M1, M2, M3, . . ..

Пусть M, N — произвольные конечные подпространства, отличные
от (0). Докажем, что существует

lim
n→∞

[
M

Mn

]
[

N

Mn

] .
Из неравенств (см. (4) п. 1)[

N

Mn+1

]
�
[

N

Mn

] [
Mn

Mn+1

]
� 2

[
N

Mn

]
вытекает, что либо

[
N

Mn

]
= 0, n = 1, 2, 3, . . ., либо lim

n→∞

[
N

Mn

]
= ∞.

В первом случае N < Mn, n = 1, 2, 3, . . .; но тогда из неравенств[
Mn

Mn+m

]
�
[

Mn

Mn+1

] [
Mn+1

Mn+2

]
. . .
[
Mn+m−1

Mn+m

]
� 2m

мы заключаем, что M1 � 2m−1Mm � 2m−1N, а значит,
[
M1

N

]
� 2m−1

при любом натуральном m, что невозможно. Итак, lim
n→∞

[
N

Mn

]
= ∞

и аналогично lim
n→∞

[
M

Mn

]
= ∞. Но тогда из неравенств (см. (4) п. 1)[

M

Mn+m

]
[

N

Mn+m

] �

[
M

Mn

]
+ 1[

N

Mn

] ·

[
Mn

Mn+m

]
+ 1[

Mn

Mn+m

] �

[
M

Mn

]
+ 1[

N

Mn

] · 2
m + 1

2
m

следует, что

lim
n→∞

[
M

Mn

]
[

N

Mn

] = lim
m→∞

[
M

Mn+m

]
[

N

Mn+m

] �

[
M

Mn

]
+ 1[

N

Mn

] . (1)
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Так как lim
n→∞

[
N

Mn

]
= ∞, то из неравенства (1) следует, что

lim
n→∞

[
M

Mn

]
[

N

Mn

] = lim
n→∞

[
M

Mn

]
+ 1[

N

Mn

] � lim
n→∞

[
M

Mn

]
[

N

Mn

] .
Поэтому

lim
n→∞

[
M

Mn

]
[

N

Mn

] = lim
n→∞

[
M

Mn

]
[

N

Mn

] (2)

и lim
n→∞

[
M

Mn

]
[

N

Mn

] существует. Этот предел конечен (в силу (1)) и � 0; так

как конечность не должна нарушиться при перестановке M и N, то

равенство нулю исключается. Таким образом, 0 < lim
n→∞

[
M

Mn

]
[

N

Mn

] <∞.

Мы будем этот предел называть отношением M к N и обозначать
M

N
. Если M = (0), то полагаем

M

N
= 0.

Ниже мы покажем, что отношение
M

N
не зависит от выбора после-

довательности M1, M2, M3, . . .; пока же мы будем рассматривать все
такие отношения, фиксируя каким-нибудь образом эту последователь-
ность. Как и в случае существования минимального подпространства,

отношение
M

N
обладает свойствами 1◦–6◦ п. 2; они легко следуют из

аналогичных свойств выражения
[
M

N

]
и неравенств (4), (5) п. 1.

4. Существование и свойства относительной размерности.
Результаты пп. 2 и 3 мы можем сформулировать в виде следующей

основной теоремы.
Те ор ем а 1. Существует функция D(M), определенная для всех

замкнутых подпространств, присоединенных к фактору M , и удо-
влетворяющая следующим условиям:

1*) D(M) = 0, если M = (0), D(M) > 0, если M �= (0);
2*) D(M) = ∞ тогда и только тогда, когда M бесконечно;
3*) если M ∼ N, то D(M) = D(N);
4*) если M ⊥ N, то D(M ⊕ N) = D(M) +D(N);
5*) если M < N и M конечно 1), то D(M) < D(N).

1) Отметим, что в случае сепарабельного пространства H из соотношения
M < N уже вытекает, что M конечно (см. VI п. 5 § 35).
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Условия 1*, 3*, 4* определяют функцию D(M) единственным
образом с точностью до постоянного множителя, если только она
принимает хоть одно конечное положительное значение.

До к а з а т е л ь с т в о. Если в пространстве H нет конечных под-
пространств, отличных от (0), то функция D(M) принимает только
два значения, а именно, D(M) = 0 при M = (0) и D(M) = ∞ при
M �= (0). Очевидно, условия 1*–5* будут тогда выполнены. Отбрасывая
этот тривиальный случай, предположим, что в H существуют конечные
подпространства �= (0). Пусть N — одно из них. Тогда для конечного M

мы полагаем D(M) =
M

N
, а для бесконечного M полагаем D(M) = ∞.

Полученная функция D(M) удовлетворяет всем условиям 1*–5*.
Пусть теперь D(M) — произвольная функция, удовлетворяющая

условиям 1*, 3*, 4*. Тогда D(M) = ∞, если M бесконечно. Действи-
тельно, если M бесконечно, то существует подпространство M1 � M,
эквивалентное пространству M; отсюда и из условий 4*, 3* и 1*
заключаем, что D(M) = D(M1) +D(M � M1) = D(M) +D(M � M1),
где D(M � M1) > 0. Но это возможно, только когда D(M) = ∞. Пусть
теперь M конечно, и пусть N — подпространство, для которого D(N)
конечно и > 0. В силу только что доказанного N конечно; в силу
условия 1* N �= (0). Применяя к разложению (3) п. 1 свойства 1*, 3*
и 4*, получаем

D(M) � kD(N) +D(P) � (k + 1)D(N);

следовательно, D(M) конечно. Поэтому из условий 1*, 3*, 4* следу-
ет 2*.

Если в пространстве H существует минимальное подпространство
M0, то для любого конечного M

M = M1 ⊕ . . .⊕ Mk, где Mj ∼ M0 (j = 1, 2, . . . , k) и k =
M

M0

.

Отсюда в силу 4* и 3*

D(M) = D(M1) + . . . +D(Mk) = kD(M0) =
M

M0

D(M0),

следовательно (принимая во внимание 1*),
D(M)

D(M0)
=

M

M0

и

D(M)

D(N)
=

M

M0

N

M0

=
M

N
. (1)

Предположим теперь, что в пространстве H нет минимального
элемента; выберем последовательность M1, M2, M3, . . . такую, что[

Mn

Mn+1

]
� 2 (n = 1, 2, 3, . . .). Тогда для любых конечных и отличных
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от (0) подпространств M и N будет

M =
[

M

Mn

]
Mn + Pn, N =

[
N

Mn

]
Mn + Kn, Pn < Mn, Kn < Mn;

следовательно, в силу условия 4*

D(M) =
[

M

Mn

]
D(Mn) +D(Pn), D(N) =

[
N

Mn

]
D(Mn) +D(Kn). (2)

С другой стороны, из соотношения Pn < Mn вытекает, что Pn ∼
∼ M′

n � Mn; поэтому в силу 4*, 1* и 3*

D(Mn) = D(M′
n) +D(Mn � M

′
n) > D(M′

n) = D(Pn),

так что в силу (2)

D(M) <
([

M

Mn

]
+ 1

)
D(Mn), D(N) >

[
N

Mn

]
D(Mn),

и

D(M)

D(N)
<

[
M

Mn

]
+ 1[

N

Mn

] .

Переходя к пределу при n→ ∞, получаем, что

D(M)

D(N)
�

M

N
.

Так как, аналогично,
D(N)

D(M)
�

N

M
, то, слеловательно, (на основании 5◦

и 4◦ п. 2 1))
D(M)

D(N)
=

M

N
.

Таким образом, равенство (1) имеет место и в случае отсутствия
минимального подпространства. Отсюда заключаем, во-первых, что

отношение
M

N
не зависит от выбора минимального подпространства

или последовательности M1, M2, M3, . . .. Во-вторых, если D1(M)
и D2(M) — две различные функции, удовлетворяющие условиям 1*,
3*, 4*, то для конечных M и N

D1(M)

D1(N)
=

D2(M)

D2(N)
=

M

N
,

откуда
D1(M)

D2(M)
=

D1(N)

D2(N)
= const.

Таким образом, доказано, что условия 1*, 3*, 4* определяют функ-
цию D(M) с точностью до постоянного множителя.

Функция D(M), определенная условиями 1*, 3*, 4*, называется
относительной размерностью. Если нужно будет подчеркнуть, что

1) См. последний абзац п. 3.
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размерность берется по отношению к фактору M , то мы будем писать
DM (M). Выбор постоянного множителя будем называть нормировкой
функции D(M).

Относительную размерность можно также рассматривать как функ-
цию, определенную на операторах проектирования P ⊂ M , полагая
D(P ) = D(M) при P = PM. Условия 1*–5* примут тогда следующий
вид:

1**) D(P ) = 0 при P = 0; D(P ) > 0 при P �= 0;
2**) D(P ) = ∞ тогда и только тогда, когда P бесконечен;
3**) если P1 ∼ P2, то D(P1) = D(P2);
4**) если P1P2 = 0, то D(P1 + P2) = D(P1) +D(P2);
5**) если P1 < P2 и P1 конечен, то D(P1) < D(P2).
I. Если M1, M2, . . . — бесконечная последовательность взаимно

ортогональных подпространств, присоединенных к кольцу M , то

D(M1 ⊕ M2 ⊕ . . .) = D(M1) +D(M2) + . . . . (3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим сначала тот случай, когда
M1 ⊕ M2 ⊕ . . . — конечное подпространство. Мы можем, очевидно,
считать, что все D(Mk) > 0. Так как

M1 ⊕ M2 ⊕ . . .⊕ Mn < M1 ⊕ M2 ⊕ . . . ,

то
D(M1) +D(M2) + . . . +D(Mn) < D(M1 ⊕ M2 ⊕ . . .);

следовательно,

D(M1) +D(M2) + . . . � D(M1 ⊕ M2 ⊕ . . .) (4)

и ряд в левой части неравенства (4) сходится. Остается доказать, что
в (4) имеет место знак равенства.

Предположим противное; пусть

ε = D(M1 ⊕ M2 ⊕ . . .) − [D(M1) +D(M2) + . . .] > 0. (5)

Так как ряд слева в неравенстве (4) сходится, то D(Mn) → 0, сле-
довательно, существует номер ν такой, что 0 < D(Mν) < ε. Положим
Mν = N. Далее мы можем написать

ε = D(M1 ⊕ . . .⊕ Mn) +D(Mn+1 ⊕ Mn+2 ⊕ . . .) −
− [D(M1) + . . . +D(Mn)] − [D(Mn+1 +D(Mn+2) + . . .] =

= D(Mn+1 ⊕ Mn+2 ⊕ . . .) − [D(Mn+1) +D(Mn+2) + . . .]);

следовательно,

D(N) < D(Mn+1 ⊕ Mn+2 ⊕ . . .) − [D(Mn+1) +D(Mn+2) + . . .] <

< D(Mn+1 ⊕ Mn+2 ⊕ . . .). (6)

18 Наймарк М.А.
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С другой стороны, мы можем выбрать номер n настолько большим.
чтобы было

D(Mn+1) +D(Mn+2) + . . . < D(N). (7)

Тогда, в частности, D(Mn+1) < D(N), следовательно, Mn+1 � N;
поэтому существует подпространство Nn+1 ⊂ N такое, что Mn+1 ∼
∼ Nn+1 � N, и неравенство (7) перепишется в виде

D(Nn+1) +D(Mn+2) +D(Mn+3) + . . . < D(Nn+1) +D(N � Nn+1);

откуда
D(Mn+2) +D(Mn+3) + . . . < D(N � Nn+1).

Повторяя тот же прием, построим подпространства Nn+2, Nn+3, . . .

такие, что Nk ∼ Mk, k = n+ 1, n+ 2, . . ., и
∞⊕

k=n+1

Nk ⊂ N. Но тогда

∞⊕
k=n+1

Mk ∼
∞⊕

k=n+1

Nk ⊂ N,

и потому
D(Mn+1 ⊕ Mn+2 ⊕ . . .) � D(N), (8)

что противоречит неравенству (6). Таким образом, неравенство (5)
невозможно; следовательно, имеет место равенство (3).

Из этого рассуждения следует, что ряд
∞∑
k=1

D(Mk) расходится, если

подпространство
∞⊕
k=1

Mk бесконечно. Действительно, если этот ряд

сходится, то из неравенства (7), как и выше, приходим к неравенству

(8), откуда следует, что подпространство
∞⊕

k=n+1

Mk, а значит, и под-

пространство
∞⊕
k=1

Mk, конечно.

II. Если M1 ⊂ M2 ⊂ M3 ⊂ . . . и MkηM , k = 1, 2, 3, . . ., то 1)

D

(
∞∑
k=1

·Mk

)
= lim
n→∞

D(Mn).

Док а з а т е л ь с т в о. Полагая N1 = M1, Nk = Mk − Mk−1, k = 2,
3, . . ., имеем

∞∑
k=1

·Mk = N1 ⊕ N2 ⊕ . . . ; Mk = N1 ⊕ . . .⊕ Nk.

1) Здесь и ниже
∞∑

k=1

·Mk обозначает замкнутую линейную оболочку множе-

ства
∞⋃

k=1

Mk.
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Отсюда

D

(
∞∑
k=1

·Mk

)
= D(N1) +D(N2) + . . . = lim

n→∞

n∑
k=1

D(Nk) =

= lim
n→∞

D(N1 ⊕ . . .⊕ Nk) = lim
n→∞

D(Mn).

III. Если M1 ⊃ M2 ⊃ M3 ⊃ . . ., M1 конечно и все MnηM , то

D(M1 ∩ M2 ∩ M3 ∩ . . .) = lim
n→∞

D(Mn).

Это предложение сводится к предыдущему, ибо

M1 � M2 ⊂ M1 � M3 ⊂ . . . .

IV. Если подпространства Nk, k = 1, 2, 3, . . ., конечны
и ряд D(N1) + D(N2) + . . . сходится, то подпространство
N1 � N2 � N3 � . . . конечно и

D(N1 � N2 � N3 � . . .) � D(N1) +D(N2) +D(N3) + . . . .

Док а з а т е л ь с т в о. Прежде всего, в силу предложения VI п. 4
§ 35 D(N1 � N2) −D(N2) � D(N1), следовательно,

D(N1 � N2) � D(N1) +D(N2).

По индукции получаем отсюда, что

D(N1 � . . . � Nn) � D(N1) + . . . +D(Nn)

для любого натурального n. Положим теперь Mn = N1 � N2 � . . .� Nn.
Согласно предложению II

D(N1 � N2 � N3 � . . .) =

= lim
n→∞

D(Mn) � lim
n→∞

[D(N1) +D(N2) + . . . +D(Nn)] =

= D(N1) +D(N2) + . . . .

5. Область изменения относительной размерности; классифи-
кация факторов. Обозначим через Δ область изменения относитель-
ной размерности D(M). Посмотрим, каким должно быть множество Δ.
Во всяком случае Δ содержит число 0 и состоит из неотрицательных
чисел. Если в пространстве H нет конечных подпространств, отличных
от (0), то Δ = {0, ∞}. Отбрасывая пока этот тривиальный случай, от-
метим, что множество Δ обладает еще следующими двумя свойствами:

1◦. Если α, β ∈ Δ, α > β, то α− β ∈ Δ.
2◦. Если αk, α ∈ Δ и (конечная или счетная сумма)∑

k

αk � α, то
∑
k

αk ∈ Δ.

18*
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Действительно, если D(N) = α, D(M) = β, то из неравенства
D(N) > D(M) следует, что M < N, т. е. что M ∼ N′ � N. Но тогда

α = D(N) = D(N′) +D(N � N
′) = β +D(N � N

′),

так что
α− β = D(N � N

′) ∈ Δ.

Если, далее, αk, α ∈ Δ, то берем произвольное M1ηM такое, что
D(M1) = α1, и MηM такое, что α = D(M). Повторяя далее рассуж-
дение, проведенное в конце доказательства предложения I п. 4, строим
подпространства M2, M3, . . . так, что Mj ⊥ Mk при j �= k, D(Mk) = αk
и
⊕
k

Mk ⊂ M. Согласно I п. 4 отсюда следует, что∑
k

αk −
∑
k

D(Mk) = D
(⊕

k

Mk

)
∈ Δ.

Предположим сначала, что в множестве Δ есть наименьший по-
ложительный элемент ε. Если α ∈ Δ и α �= ∞, то при некотором n
будет nε � α < (n+ 1) ε. Полагая в свойстве 2◦ α1 = α2 = . . . = αn = ε,
получаем, что nε ∈ Δ, следовательно, в силу свойства 1◦ α − nε ∈ Δ.
Но α − nε < ε, так что в силу минимальности положительного числа
ε ∈ Δ должно быть α − nε = 0, α = nε. Если mε ∈ Δ, то согласно 2◦

также все kε, k = 1, 2, . . . , m− 1, принадлежат Δ. Поэтому множество
Δ состоит из всех чисел вида kε, k = 1, 2, . . . , m, где m — натуральное
число или ∞.

Предположим теперь, что в множестве Δ нет наименьшего поло-
жительного элемента. Пусть ε = inf x, x ∈ Δ, x > 0. Докажем, что
ε = 0. Действительно, если ε > 0, то в Δ существует положительный
элемент α, меньший 2ε. Очевидно, α > ε, ибо в случае α = ε чис-
ло ε было бы наименьшим положительным элементом множества Δ.
Но из неравенства α > ε следует, что в Δ существует положительный
элемент β, меньший α. Мы имеем, таким образом, ε < β < α < 2ε;
следовательно, α − β < ε, α − β > 0, α − β ∈ Δ (в силу свойства 1◦),
что противоречит определению числа ε.

Итак, ε = 0. Но тогда при любом δ > 0 существует элемент α ∈ Δ
такой, что 0 < α < δ. Пусть β — произвольный положительный эле-
мент множества Δ и пусть 0 < γ1 < γ2 < β; докажем, что между γ1
и γ2 имеется по крайней мере один элемент множества Δ. Для этой
цели положим δ = γ2 − γ1; тогда при некотором n = 0, 1, 2, 3, . . .
будет nα � γ1 < (n + 1)α < γ2. Как и выше, отсюда следует, что
(n+ 1)α ∈ Δ, так что (n+ 1)α — искомый элемент. Докажем, далее,
что любое число γ между 0 и β принадлежит множеству Δ. В самом
деле, выбирая последовательность β1 < β2 < β3 < . . . так, чтобы было
βn → γ, βn < β, и затем числа γk ∈ Δ так, чтобы было βk−1 < γk < βk,
имеем γk → γ, т. е.

γ = γ1 + (γ2 − γ1) + (γ3 − γ2) + . . . < β.
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Согласно свойству 2◦ отсюда следует, что γ ∈ Δ.
Итак, возможны только такие случаи:
а). Пространство H конечно; тогда α = D(H) — наибольший эле-

мент множества Δ и Δ есть интервал [0, α]. Нормируя функцию D(M)
так, чтобы было D(H) = 1, мы получим, что Δ = [0, 1].

б). Пространство H бесконечно; пусть N — произвольное отличное
от (0) конечное замкнутое подпространство. В силу IV п. 5 § 35 тогда
H =

⊕
α∈A

Nα, где Nα ∼ Nα и A бесконечно. Отсюда заключаем, что

в Δ есть сколь угодно большие числа D(Nα1
⊕ . . . ⊕ Nαn

) = nD(N);
следовательно, Δ = [0, ∞].

Таким образом, доказана следующая теорема.
Те о р е м а 2. Область изменения относительной размерности

есть одно из следующих множеств:
(In) совокупность всех чисел kε, k = 1, 2, . . . , n;
(I∞) совокупность всех kε, k = 1, 2, 3, . . . , ∞;
(II1) интервал [0, α];
(II∞) интервал [0, ∞];
(III) числа 0, ∞.

Будем говорить, что M — фактор класса (In), (I∞), (II1), (II∞),
(III), если соответственно для множества Δ имеет место случай, таким
образом обозначенный. Классы (In), (I∞) называются дискретными,
(II1), (II∞) — непрерывными, (In), (II1) — конечными, (I∞), (II∞) —
бесконечными. Класс (III) называется вполне бесконечным. Ни один
из этих классов не является пустым, т. е. существуют факторы любого
из этих классов: примеры факторов различных классов будут даны
ниже (см. § 38).

Отметим еще, что в случаях In, I∞, II1 можно пронормировать
функцию D(M) так, чтобы было ε = 1, α = 1. Такого рода нормировку
функции D(M) будем называть стандартной.

6. Инвариантность класса фактора по отношению к симмет-
ричному изоморфизму.

Те ор ем а 3. Классы (In), (I∞), (II1,), (II∞), (III) и функция D(M)
с точностью до множителя, а также понятия эквивалентности,
конечности, бесконечности и минимальности для операторов про-
ектирования, инвариантны относительно любого симметричного
изоморфизма колец.

До к а з а т е л ь с т в о. Соотношение E ∼ F (. . .M) означает, что су-
ществует оператор U ∈M такой, что

UU∗U = U , U∗U = E, UU∗ = F ; (1)

далее, бесконечность оператора проектирования E означает, что суще-
ствует оператор F ∈M такой, что

F 2 = F ∗ = F ; EF = F , F �= E, F ∼ E, (2)
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а минимальность оператора E — что нет оператора F ∈M , удовлетво-
ряющего условиям

F 2 = F ∗ = F , EF = F , F �= 0, F �= E. (3)

Так как соотношения (1), (2), (3) инвариантны по отношению
к симметричному изоморфизму колец, то то же верно и в отношении
понятий эквивалентности, конечности, бесконечности и минимально-
сти. Отсюда следует инвариантность классов. Так как, далее, DM (E)
характеризуется в терминах соотношений E = 0, E ∼ F , G = E + F ,
EF = 0, то функция DM (E) также инвариантна с точностью до мно-
жителя. Теорема доказана.

Возникает вопрос, являются ли перечисленные понятия полной
системой инвариантов фактора по отношению к симметричному изо-
морфизму. Ответ на этот вопрос — положительный в случае фактора
класса (In) или (I∞) и отрицательный в случае фактора класса (II1)
или (II∞) (см. пп. 3 и 6 § 38). Вопрос о полной системе инвариантов
для факторов класса (II1) или (II∞) до сих пор не решен.

§ 37. Относительный след

1. Определение следа. Следом оператора в конечномерном про-
странстве называется сумма всех его собственных значений, причем
каждое собственное значение считается столько раз, какова его крат-
ность.

Результаты предыдущего параграфа дают возможность обобщить
это понятие на произвольные факторы конечного класса. Пусть M —
фактор конечного класса, A — эрмитов оператор из M , P (λ) —
спектральная функция оператора A. Тогда P (λ) ∈ M , следовательно,
DM (P (λ)) имеет смысл и является неубывающей функцией λ. Если
|A| < C, то функция P (λ), а следовательно, и DM (P (λ)), постоянна
вне интервала [−C, C]. Поэтому существует

+∞∫

−∞

λ dDM (P (λ)) =

C∫

−C

λ dDm(P (λ)).

Это число мы будем называть относительным следом оператора A
и обозначать TM (A). При этом мы будем брать функцию DM (E) в ее
стандартной нормировке.

Если, например, M — фактор дискретного класса, то функция
P (λ), будучи при каждом значении λ суммой минимальных взаимно
ортогональных операторов проектирования, может возрастать только
скачками, и точками ее роста являются собственные значения опера-
тора A. Поэтому TM (A) =

∑
n
knλn, где kn — соответствующий скачок

функции DM (P (λ)). Если, в частности, M — кольцо всех операторов
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в конечномерном (именно, N -мерном) пространстве, то kn есть умно-

женная на
1

N
кратность собственного значения λn и TM (A) совпадает

с обычным следом, умноженным на
1

N
.

Для вывода основных свойств следа отметим прежде всего следую-
щую лемму.

Л емм а. Если D(M) > D(N), то M ∩ (H � N) �= 0.

До к а з а т е л ь с т в о. В силу предложения VII п. 4 § 35

D([N � (H � M)] ∩ M) =

= D([N � (H � M)] � (H � M)) � D(N) < D(M),

так что пространство [N � (H � M)] ∩ M есть правильная часть про-
странства M. Отсюда

(0) �= M � {[N � (H � M)] ∩ M} = M ∩ (H � [N � (H � M)]) =

= M ∩ [(H � N) ∩ M] = (H � N) ∩ M.

2. Свойства следа. Всюду в дальнейшем в этом параграфе мы
будем предполагать, что M — фактор конечного класса, а функция
D(M) пронормирована так, что D(H) = 1. Введем обозначение

ε = ε(α) = inf λ, 0 � α � 1,

при условии
DM (P (λ)) � α,

где P (λ) — спектральная функция некоторого эрмитова оператора A
из M . Число ε(α) мы будем называть собственным значением опера-
тора A с номером α.

Если, например, H есть n-мерное пространсто, а M — совокупность
всех линейных операторов в H, то P (λ), а значит, и ε(α) изменяются
скачками. Возможными значениями функции DM (P (λ)) являются при

этом числа 0,
1

n
,

2

n
, . . . , 1, а ε

(
k

n

)
есть k-е (учитывая кратность)

собственное значение (в обычном смысле) оператора A. Таким образом,
в этом случае наше определение собственного значения совпадает

с обычным, а номер равен произведению обычного номера на
1

n
.

Однако в непрерывном случае (II1) номером собственного значения
может быть любое число из интервала [0, 1].

В теории конечных эрмитовых матриц доказывается, что собствен-
ные значения оператора A связаны определенным образом с макси-
мумом формы (Af , f) при условии |f | = 1 (так называемый принцип
минимакса; см., например, Ку р а н т и Ги л ь б е р т [1], т. I, гл. I).
Мы покажем, что это свойство обобщается на все факторы конечного
класса.
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I. Если A — эрмитов оператор из M , то

ε(α) = inf
DM (M)�α

{
sup

|f |=1, f∈M

(Af , f)

}
. (1)

До к а з а т е л ь с т в о. Обозначим правую часть равенства (1) через
λ0; по определению числа ε = ε(α), при λ > ε имеет место неравенство
DM (P (λ)) � α. Следовательно, в силу непрерывности функции P (λ)
справа, также DM (P (ε)) � α. Положим P (ε)H = M0; тогда при f ∈ M0,
|f | = 1

(Af , f) =

ε∫

−∞

λ d(P (λ) f , f) � ε|f |2 = ε;

отсюда, по определению числа λ0, следует, что λ0 � ε. Предположим
теперь, что λ0 < ε. Тогда существует подпространство MηM такое, что

DM (M) � α и sup
|f |=1, f∈M

(Af , f) < ε.

Выбирая поэтому число ε1 так, чтобы sup
|f |=1, f∈M

(Af , f) < ε1 < ε, пола-

гая M1 = P (ε1)H и учитывая определение функции ε = ε(α), имеем

DM (M1) = DM (P (ε1)) < α � DM (M).

Согласно лемме п. 1 в M существует элемент f0 с нормой, равной
единице, ортогональный к M1. Для него

(Af0, f0) =

+∞∫

ε1

λ d(P (λ) f0, f0) � ε1|f0|2 = ε1.

Но это противоречит выбору ε1. Тем самым предложение I доказано.

След TM (A) выражается через функцию ε(α) по формуле

TM (A) =

1∫

0

ε(α) dα. (2)

Действительно, пусть [a, b] — произвольный интервал, содержащий
внутри себя интервал [−|A|, |A|]. Рассмотрим какое-нибудь разбиение
интервала (a, b] на подынтервалы (λk−1, λk], k = 1, 2, . . . , n, где a =
= λ0 < λ1 < . . . < λn−1 < λn = b, и положим αk = DM [P (λk)]. Мы
получим разбиение интервала (0, 1] на интервалы (αk−1, αk], k = 1,
2, . . . , n; при этом, если P (λ) постоянна на интервале (λk−1, λk], то
соответствующий «интервал» (αk−1, αk] — пустое множество.

Пусть (λk−1, λk] — интервал, на котором P (λ) �= const; тогда
DM (P (λk)) � DM (P (λ)) при λk−1 < λ � λ − k, причем знак > имеет
место для некоторых из этих чисел λ. Отсюда, учитывая определение
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функции ε(α), заключаем, что λk−1 < ε(αk) � λk, и потому левая часть
равенства

n∑
k=1

ε(αk) [DM (P (λk)) −DM (P (λk−1))] =
n∑
k=1

ε(αk)(αk − αk−1) (3)

есть интегральная сумма для
∞∫
−∞

λ dDM (P (λ)). С другой стороны, если

все λk − λk−1 < δ, то∣∣∣∣ 1∫
0

ε(α) dα−
n∑
k=1

ε(αk)(αk − αk−1)

∣∣∣∣ �

�
n∑
k=1

αk∫
αk−1

|ε(α) − ε(αk)| dα < δ
n∑
k=1

αk∫
αk−1

dα = δ;

следовательно, переходя в (3) к пределу при max
k

(λk − λk−1) → 0,

получим соотношение (2).

Формула (2) является обобщением определения следа оператора
в конечномерном пространстве как суммы всех его собственных значе-
ний.

II. След TM (A) есть непрерывная функция оператора A в смысле
равномерной топологии 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего отметим, что если
(A1f , f) � (A2f , f) для всех f ∈ H, то TM (A1) � TM (A2). Действи-
тельно, в силу равенства (1) в этом случае ε1(α) � ε2(α), где ε1(α),
ε2(α) — собственные значения операторов A1, A2 с номером α, так что
наше утверждение следует из равенства (2). Аналогично доказываем,
что TM (A + λ1) = TM (A) + λ, где λ — произвольное вещественное
число. Если теперь |A − B| < ε, то (Af , f) � ((B + ε1) f , f), следо-
вательно, TM (A) � TM (B + ε1) = TM (B) + ε, TM (A) − TM (B) < ε.
Переставляя A и B, получаем, что также TM (B) − TM (A) < ε, так что
|TM (A) − TM (B)| < ε.

Те о р ем а 1. Пусть M — фактор конечного класса; тогда суще-
ствует одна и только одна функция T (A), определенная для всех
эрмитовых операторов A из M и удовлетворяющая следующим
условиям:

1◦. T (1) = 1;
2◦. T (αA) = αT (A) для всех вещественных α;

1) Можно также доказать (см. Мюррей и фон Нейман [1], II, теорема IV),
что след TM (A) есть непрерывная функция оператора A в смысле слабой
топологии.
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3◦. T (A+B) = T (A) + T (B), если A и B перестановочны;
4◦. T (A) � 0, если A — положительно определенный оператор;
5◦. T (U−1AU) = T (A), если U — унитарный оператор из M .
Эта функция есть относительный след TM (A).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего след TM (A) удовлетворяет
условиям 1◦–5◦. В самом деле, условия 1◦, 4◦ следуют из определения,
2◦ при α � 0 — из равенств (1) и (2), а тогда при α < 0 — из
соотношений

TM (−A) =

∞∫

−∞

λ dDM (1− P (−λ− 0)) =

= −
∞∫

−∞

λ dDM (P (−λ− 0)) = −
∞∫

−∞

λ dDM (P (λ)) = −TM (A),

где P (λ) — спектральная функция оператора A и, следовательно, как
легко видеть, 1 − P (−λ − 0) — спектральная функция оператора −A.
Наконец, 5◦ следует из равенств

TM (U−1AU) =

∞∫

−∞

λ dDM (U−1P (λ)U) =

∞∫

−∞

λ dDM (P (λ)) = T (A).

Остается показать, что функция TM (A) удовлетворяет условию 3◦.
Если операторы A, B перестановочны и E(λ), F (λ) — их спектральные
функции, то и E(λ), F (μ) перестановочны. Кроме того, из равенств

A =
+∞∫
−∞

λ dE(λ), B =
+∞∫
−∞

λ dF (λ) следует, что операторы A и B явля-

ются пределами в равномерной топологии сумм вида

A1 =
∑
k

akE(λk), B1 =
∑
k

F (μk),

где ak, bk — вещественные числа. В силу предложения II достаточно
поэтому доказать, что 3◦ имеет место для операторов A1 и B1. Другими
словами, достаточно доказать, что

TM

(
p∑
k=1

ckEk

)
=

p∑
k=1

ckTM (Ek), (4)

если все операторы проектирования Ek попарно перестановочны,
а ck — вещественные числа.

Рассмотрим все члены Fj произведения

[E1 + (1− E1)] [E2 + (1− E2)] . . . [Ep + (1− Ep)];
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они взаимно ортогональны, их сумма равна 1 и каждый оператор Ek
есть сумма таких операторов Fj ; поэтому достаточно доказать равен-
ство (4) для операторов Fj или, что то же, можно предположить, что
операторы Ek взаимно ортогональны и их сумма равна 1. Но тогда
равенство (4) непосредственно вытекает из определения следа, ибо

спектральная функция G(λ) оператора
p∑
k=1

ckEk определяется равен-

ством G(λ) =
∑
λk�λ

Ek.

Итак, след TM (A) удовлетворяет условиям 1◦–5◦. Обратно, пусть
произвольная функция T (A), определенная на всех эрмитовых опера-
торах A ∈ M , удовлетворяет условиям 1◦–5◦. Положим D(P ) = T (P )
для оператора проектирования P ∈ M . Из условия 3◦ вытекает, что
функция D(P ) удовлетворяет условию 4* теоремы 1 п. 4 § 36. Кроме
того, D(P ) � 0. Из равенства 2◦ следует, что D(P ) = 0 при P = 0.
Далее, если E ∼ F (. . .M), то в M существует унитарный 1) оператор U
такой, что F = U−1EU . Но тогда согласно условию 5◦ D(F ) = D(E),
так что условие 3* теоремы 1 п. 4 § 36 также выполнено. Остается
проверить, что из равенства D(P ) = 0 следует также P = 0. Но если
P �= 0, то, производя разложение 1 = P1 + P2 + . . . + Pk + P0, Pk ∼ P ,
P0 � P , PiPk = 0 при i �= k, мы получили бы T (1) = D(1) = 0, что про-
тиворечит условию 1◦. Согласно теореме 1 п. 4 § 36 D(P ) = aDM (P ).
Полагая P = 1, получаем, что a = 1; следовательно, D(P ) = DM (P ).
Далее, пусть A, B — перестановочные эрмитовы операторы из M
такие, что |A − B| < ε; тогда оператор ε1 − (A − B) неотрицателен,
следовательно,

T (ε1− (A−B)) � 0.

Отсюда

ε− [T (A) − T (B)] � 0,

и аналогично ε− [T (B) − T (A)] � 0, следовательно, T (A) − T (B)| < ε;
таким образом, функция T (A) непрерывна в равномерной топологии на
каждом множестве перестановочных между собой эрмитовых операто-
ров. Если теперь A — произвольный эрмитов оператор из кольца M ,
а P (λ) — его спектральная функция, то

A =

∞∫
−∞

λ dP (λ) = lim
λk−λk−1→0

∑
k

λk[P (λk) − (λk−1)],

1) Ибо DM (1− E) = 1− DM (E) = DM (1− F ).
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так что

T (A) = lim
λk−λk−1→0

∑
λk[T (P (λk)) − T (P (λk−1))] =

= lim
λk−λk−1→0

∑
λk[DM (P (λk)) −DM (P (λk−1))] =

=

∞∫

−∞

λ dDM (P (λ)) = TM (A).

Те о р ем а 2. Если существует функция T (A), определенная для
всех эрмитовых операторов из фактора M , удовлетворяющая усло-
виям 1◦–4◦ предыдущей теоремы и дополнительным условиям:
5′. T (AB) = T (BA), если A, B ∈M , AB и BA — эрмитовы опера-

торы;
6′. P = 0, если T (P ) = 0 и P — оператор проектирования,

то M — фактор конечного класса, а T (A) — относительный след
в M .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим для оператора проектирования
P ∈M , D(P ) = T (P ). Из условия 5′ при A = U−1H, B = U , где U —
унитарный, а H — эрмитов оператор из M , заключаем, что

T (U−1HU) = T (H), (5)

т. е. функция T (A) удовлетворяет условию 5◦ теоремы 1. Но тогда
функция D(P ) удовлетворяет условиям 1*, 3*, 4* теоремы 1 п. 4 § 36,
так, что согласно этой теореме D(P ) — относительная размерность.
Так как по условию D(1) = T (1) = 1, тоM — фактор конечного класса.
В силу теоремы 1 отсюда и из (5) вытекает, что T (A) — относительный
след в M .

Можно доказать (см. Мюррей и фон Нейман [1], II, теорема III),
что след T (A) в кольце M задается формулой

T (A) =
m∑
k=1

(Agk, gk),

где gk — фиксированные элементы 1) из H. Отсюда, в частности, следу-
ет, что T (A+B) = T (A) + T (B) даже и в том случае, когда операторы
A и B не перестановочны.

Простое доказательство этого последнего результата было затем
дано Кейдисоном [8] (см. также Кейдисон [9], где это доказательство
перенесено на слабо замкнутые кольца, не обязательно являющиеся

1) Число m этих элементов gk определяется условием
1
m

< C � 1, где C —

константа в излагаемой ниже теореме 4 п. 7 § 38; в частности, при C � 1
существует элемент g ∈ H такой, что T (A) = (Ag , g ).
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факторами). Другое доказательство было также дано Диксмье (см.,
например, Диксмье [12]).

Если теперь A — произвольный оператор из M , то мы можем поло-
жить A = H1 + iH1, T (A) = T (H1) + iT (H2), где H1, H2 — эрмитовы
операторы из M . Полученная таким образом функция T (A) определена
для всех операторов A ∈M и удовлетворяет следующим условиям:
1◦. T (λA + μB) = λT (A) + μT (B) для любых комплексных чи-

сел λ, μ;
2◦. T (A∗A) � 0;
3◦. T (AB) = T (BA).

3. След в факторах классов (I∞) и (II∞).Можно определить след
T (A) также в факторах M класса (I∞) или (II∞), но только функция
T (A) будет определена не для всех операторов A ∈ M (см. Мюррей
и фон Нейман [1]). Для этого введем понятие ранга оператора.

Рангом r(A) оператора A ∈M называется число r(A) = DM (R(A)).
Так как R(A) ∼ R(A∗) (см. п. 3 § 35), то r(A) = r(A∗).

Пусть A — оператор конечного ранга; тогда существует конечное
подпространство M, например R(A) � R(A∗), такое, что R(A) и R(A∗)
содержатся в M. Мы полагаем тогда

TM (A) = D(M)TM(M)
(A(M)), (1)

где A(M) — сужение оператора A на M, а M(M) — совокупность
сужений на M всех операторов из M , приводимых пространством M

(подробнее об этом см. ниже в п. 1 § 38). Можно доказать, что правая
часть в (1) не зависит от выбора подпространства M.

Тем самым след TM (A) определен для всех операторов A конечного
ранга. Определим для таких операторов новую норму ‖A‖, положив

‖A‖ =
√
TM (A∗A)

(если A — конечного ранга, то и A∗A — конечного ранга). Предельным
переходом по этой норме можно распространить функцию TM (A) на
более широкий класс операторов A ∈M ; такие операторы называются
нормируемыми. При этом оператор проектирования нормируем тогда
и только тогда, когда он конечен.

§ 38. Структура и примеры некоторых классов
факторов

1. Отображение M → M(M). Пусть M — отличное от (0) подпро-
странство; рассмотрим те операторы из кольца M , которые приводятся
подпространством M; их сужение на M обозначим через A(M), а со-
вокупность всех операторов A(M) — через M(M). Отметим следующие
свойства перехода от M к M(M).
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I. Если MηM , E = PM, то (M ′)(M) есть совокупность тех
(ограниченных) линейных операторов в пространстве M, которые
перестановочны со всеми операторами

C = EB в M, B ∈M. (1)

До к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что всякий оператор из (M ′)(M)

перестановочен с любым оператором C вида (1); поэтому предположим,
что некоторый оператор A в пространстве M перестановочен с любым
оператором C вида (1), и докажем что A ∈ (M ′)(M). Положим α = |A|,
H =

√
α21−A∗A; тогда оператор H также перестановочен со всеми

операторами C вида (1). Если поэтому B1, . . . , Bn — произвольные
операторы из кольца M , а f1, . . . , fn — произвольные элементы из M,

то 1)∣∣∣∣∣ n∑
j=1

BjHfj

∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣ n∑
j=1

BjAfj

∣∣∣∣∣
2

=

=

(
n∑
j=1

BjHfj ,
n∑
k=1

BkHfk

)
+

(
n∑
j=1

BjAfj ,
n∑
k=1

BkAfk

)
=

=
n∑

j,k=1

((HEB∗
kBjH +A∗EB∗

kBjA) fj , fk) =

=
n∑

j,k=1

(EB∗
kBj(H

2 +A∗A) fj , fk) =

= α2
n∑

j,k=1

(B∗
kBjfj , fk) = α2

∣∣∣∣∣ n∑
j=1

Bjfj

∣∣∣∣∣
2

.

Отсюда ∣∣∣∣∣ n∑
j=1

BjAfj

∣∣∣∣∣ � α

∣∣∣∣∣ n∑
j=1

Bjfj

∣∣∣∣∣ . (2)

Положим

A0

n∑
j=1

Bjfj =
n∑
j=1

BjAfj ; (3)

если
n∑
j=1

Bjfj = 0, то в силу неравенства (2) также
n∑
j=1

BjAfj = 0;

поэтому оператор A0 определен равенством (3) однозначно на сово-

купности S всех элементов вида
n∑
j=1

Bjfj . В силу неравенства (2)

1) Так как Hfk ∈ M, то EHfk = Hfk.
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он ограничен; его можно поэтому продолжить по непрерывности на
замыкание M0 совокупности S. Далее, A0ηM

′, ибо если B ∈M , то

A0B
n∑
j=1

Bjfj = A0

n∑
j=1

BBjfj =
n∑
j=1

BBjAfj =

= B
n∑
j=1

BjAfj = BA0

n∑
j=1

Bjfj

и по непрерывности аналогичное равенство имеет место во всем про-
странстве M0. Отсюда, в частности, M0ηM

′, так что A1 = A0PM0
∈M ′.

С другой стороны, M0 ⊃ M; поэтому A1 (M) = A, A ∈ (M ′)(M).
Очевидно, совокупность операторов C вида (1) совпадает с M(M),

поэтому совокупность всех ограниченных линейных операторов в про-
странстве M, перестановочных со всеми операторами C, есть (M(M))

′.
Таким образом,

II. Если MηM , то (M(M))
′ = (M ′)(M).

В частности, отсюда следует, что M(M) и (M ′)(M) — слабо замкну-
тые кольца.

III. Если M и E — те же, что в предложении I, то соответствие
A→ A(M) есть симметричный изоморфизм между:
1◦. Кольцом всех операторов A из M таких, что EA = AE = A,

и кольцом M(M);
2◦. Кольцами M ′ и (M ′)(M).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если A ∈ M и EA = AE = A, то A = 0
на H � M; поэтому операторы A и A(M) связаны соотношением
A = A(M)E. Отсюда следует 1◦.

Если, далее, A, B ∈ M ′, то равенство A(M) = B(M) означает, что
(A − B)E = 0; но тогда согласно основной лемме п. 2 § 35, A − B =
= 0, A = B, т. е. соответствие между кольцами M ′ и (M ′)(M) взаимно
однозначно. Отсюда легко следует 2◦.

Из 2◦ заключаем, что (M ′)(M), а следовательно, и M(M) = (M ′
(M))

′

(см. II) — факторы.
IV. Если M и E — те же, что и в предложении I, а F пробегает

все операторы проектирования из M такие, что FE = EF = F ,
и F ′ — все операторы проектирования из M ′, то:
1◦. F(M) пробегает все операторы проектирования из M(M), при-

чем соотношение F(M) ∼ G(M)(. . .M(M)) равносильно соотно-
шению F ∼ G(. . .M);

2◦. F ′
(M) пробегает все операторы проектирования из (M(M))

′,

причем соотношение F ′
(M) ∼ G′

(M)(. . . (M(M))
′) равносильно со-

отношению F ′ ∼ G′(. . .M ′).

До к а з а т е л ь с т в о. Утверждение 2◦ сразу следует из того, что
кольца M ′ и (M ′)(M) симметрически изоморфны. Далее, первая часть
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утверждения 1◦ следует из утверждения 1◦ предложения III; для дока-
зательства второй части заметим, что соотношения

F ∼ G(. . .M) (4)

и
F(M) ∼ G(M)(. . .M(M)) (5)

означают соответственно существование частично изометрических опе-
раторов и U ∈M и U(M) ∈M(M) таких, что

F = U∗U , G = UU∗, F(M) = U∗
(M)U(M), G(M) = U(M)U

∗
(M); (6)

при этом оператор U однозначно определяется по оператору U(M),
если UE = EU = U , и тогда в силу утверждения 1◦ предложения III
также F = U∗U , G = UU∗. Таким образом, из соотношения (5) следует
соотношение (4). Чтобы доказать обратное утверждение, достаточно
показать, что оператор U в соотношениях (6) удовлетворяет условию
UE = EU = U . Последнее, однако, следует из того, что FH ⊂ M,
GH ⊂ M.

Из предложения IV вытекает, что функции

D
(M)
M (F(M)) = DM (F ) при FE = F

и
D

(M)
M (F ′

(M)) = DM ′(F ′)

суть относительные размерности в M(M) и M ′
(M) соответственно. От-

сюда
V. Если M — конечно, то M(M) — фактор конечного класса.

2. Матричное описание факторов классов (I) и (II). Два кольца
M1 и M2 в пространствах H1 и H2 называются пространственно
изоморфными, если существует изометрическое отображение H1 на
H2, при котором M1 переходит в M2. Очевидно, всякий пространствен-
ный изоморфизм является также полным изоморфизмом; обратное, как
мы увидим ниже в п. 3 (сноска на с. 562), вообще говоря, неверно.
Покажем, как можно описать некоторые классы факторов с точностью
до пространственного изоморфизма.

Пусть M — фактор класса (I) или (II) и M — конечное подпро-

странство ηM . Положим n =
DM (H)

DM (M)
. В случае фактора M бесконеч-

ного класса n = ∞; в случае же фактора M конечного класса мы
предположим, что пространство M таково, что n — целое число. Тогда
пространство H можно представить в виде

H =
⊕
α

Mα, (1)

где Mα — взаимно ортогональные подпространства, эквивалентные
подпространству M, число которых равно n, причем в случае n = ∞
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число этих подпространств бесконечно 1). По определению эквива-
лентности, существуют частично изометрические операторы Uα ∈ M
с начальной областью Mα и конечной M.

Пусть
H = M ⊕ M ⊕ M ⊕ . . .

— прямая сумма того же числа пространств, совпадающих с M; опера-
тор U , определенный соотношениями

UMα = UαMα

изометрически отображает H на H; наша цель — выяснить, как опи-
сываются кольца M и M ′ в пространстве H.

Начнем с кольца M ′. Согласно предложению III п. 1 соответствие
A → A(Mα) есть симметричный изоморфизм между кольцами M ′

и (M ′)(Mα). Так как MαηM , то операторы A ∈ M ′ приводятся всеми
этими подпространствами. Поэтому в соответствии с разложением (1)
всякий оператор A ∈M ′ записывается в диагональной матричной фор-
ме

A ∼ ‖δαβAα‖,
где Aα — сужение оператора A на пространство Mα.

Пусть A0 — сужение оператора A ∈M ′ на пространство M.
При отображении U каждый из операторов Aα переходит в один

и тот же оператор A0 в пространстве M. Действительно, если f ∈ Mα,
то Aαf = Af . При отображении U элемент f переходит в Uαf ∈ M,
а оператор Aα — в оператор UαAαU∗

α. При этом

U∗
αUαf = PMα

f = f , Aαf = Af ;

следовательно,

UαAαU
∗
αUαf = UαAαf = UαAf = AUαf = A0Uαf ,

ибо в силу соотношений Uα ∈ M , A ∈ M ′ операторы Uα и A переста-
новочны.

Таким образом, при отображении U каждый из операторов A ∈M ′

изображается диагональной матрицей

A ∼ ‖δαβA0‖ (2)

с одинаковыми диагональными элементами A0, где A0 — сужение
оператора A на M.

В силу соотношения M = M ′′ кольцо M в пространстве H долж-
но состоять из всех (ограниченных, если они бесконечны) матриц
B ∼ ‖Bαβ‖, где Bαβ — операторы в M, перестановочные со всеми

1) Если H сепарабельно, то число подпространств Mα не более чем счетно;
вообще же оно может быть и несчетным.
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матрицами вида (2). Условие перестановочности этих матриц сводится
к равенствам

A0Bαβ = BαβA0,

следовательно, к условию Bαβ ∈ ((M ′)(M))
′. Согласно предложению II

п. 1 это последнее кольцо совпадает с (M(M))
′′ = M(M).

Таким образом доказана следующая теорема.
Те о р ем а 1. Пусть M — фактор класса (I) или (II), а MηM —

конечное подпространство такое, что

n =
DM (H)

DM (M)

— целое число в случае фактора M конечного класса 1). То-
гда кольцо M пространственно изоморфно кольцу всех матриц
A ∼ ‖Aαβ‖ порядка n (ограниченных при n = ∞), где Aαβ ∈ M(M).
При этом кольцо M ′ будет состоять из всех диагональных матриц
A ∼ ‖δαβA0‖, A0 ∈M ′

(M).

3. Описание факторов класса (I). Пусть H0 — произвольное ко-
нечномерное или бесконечномерное гильбертово пространство. Кольцо
всех ограниченных операторов в H0 обозначим через B0. Составим
прямую сумму

H = ⊕H0

в произвольном числе. Каждому ограниченному оператору A ∈ B0 в H0

поставим в соответствие диагональный оператор A(1) в H, определен-

ный матрицей ‖δpqA‖, δpq =

{
0, p �= q,

1, p = q.
Другими словами, оператор

A(1) определен в H равенством

A(1){fp} = {Afp}.
Очевидно, A(1) — ограниченный оператор в H с той же нормой, что и A.
Совокупность всех операторов A(1), A ∈ B0, обозначим B

(1)
0 . Так как

соответствие A ∼ A(1) есть полный изоморфизм 2) колец B0 и B
(1)
0 , то

B
(1)
0 — фактор. Всякий фактор, пространственно изоморфный кольцу

B
(1)
0 , мы будем называть прямым фактором 3).

1) Следовательно, M — произвольное конечное подпространство в случае
фактора M бесконечного класса.

2) Отметим, что изоморфизм A ∼ A(1) не будет пространственным. Дей-
ствительно, пространственный изоморфизм должен был бы также изоморфно

отображать B
′

0 на B
(1)′

0 , что невозможно, ибо B
′

0 = (α1), а B
(1)′

0 �= (α1).
3) Мюррей и фон Нейман дают другое, равносильное этому определение

прямого фактора, основанное на развитой ими теории прямого произведения
пространств. Не имея возможности, за недостатком места, остановиться на
этой теории, мы отсылаем читателя к статьям Мюррея и фон Неймана [1]
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Из этого определения непосредственно следует, что
I. Всякий прямой фактор вполне изоморфен кольцу B0.

Все подпространства пространства H0 присоединены к B0; они эк-
вивалентны относительно B0 тогда и только тогда, когда имеют одина-
ковую размерность, и относительная размерность совпадает с обычной
размерностью. В частности, подпространство конечно относительно B0

тогда и только тогда, когда оно конечномерно в обычном смысле.
Отсюда в стандартной нормировке DB0

(M) принимает значения 1, 2,
3, . . . , ∞, если H0 конечномерно, и 1, 2, 3, . . . , ∞, если H0 беско-
нечномерно. (Минимальным здесь будет, очевидно, любое одномерное
подпространство.) Так как функция D(M) инвариантна по отношению
к полному изоморфизму колец, то на основании I

II. Всякий прямой фактор принадлежит дискретному классу.

Мы покажем теперь, что верно также и обратное утверждение, т. е.
что всякий фактор дискретного класса является прямым фактором.
Для этого докажем сначала следующее предложение.

III. Пространство MM
f (f �= 0) минимально тогда и только то-

гда, когда MM
f ∩ MM ′

f = {αf}, так что пространства MM
f и MM ′

f
минимальны одновременно.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть MM ′

f минимально; положим E = EM
′

f ,

E′ = EMf . Тогда E ∈ M , E′ ∈ M ′; следовательно, операторы E и E′

перестановочны. Кроме того, Ef = f ; отсюда

M
M ′

f ∩ M
M
f = EM

M
f = {Eaf : A ∈M} = {EAEf : A ∈M}.

Пусть M — совокупность всех тех операторов из кольца M , кото-
рые удовлетворяют условию EB = BE = B. Очевидно, M — кольцо
и состоит из всех операторов EAE, A ∈ M . Поэтому MM ′

f ∩ MM
f =

= {Bf : B ∈M}. Если P — оператор проектирования из кольца M , то
EP = PE = P , т. е. P � E. В силу минимальности оператора E отсюда
следует, что либо P = 0, либо P = E. Таким образом (см. следствие 6

п. 2 § 34), M
P

= {0, E}, M = R(M
P
) = R(0, E) = (αE) и

M
M ′

f ∩ M
M
f = {αEf} = {αf}. (1)

Обратно, пусть соотношение (1) имеет место и пусть пространство
MM
f не минимально; тогда существует отличное от (0) и присоединен-

ное к кольцу M ′ подпространство N такое, что N � MM
f . Положим

N1 = MM
f � N; тогда N1 �= (0), N1ηM ′. Согласно основной лемме п. 2

§ 35, отсюда следует, что PNE �= 0, PN1
E �= 0, т. е.

N ∩ M
M ′

f �= (0), N1 ∩ M
M ′

f �= (0);

и фон Неймана [7], а также к монографии Диксмье [14], в которых она
изложена.
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с другой стороны, N ∩ MM ′

f ⊂ MM
f ∩ MM ′

f = {αf}, N1 ∩ MM ′

f ⊂ MM
f ∩

∩ MM ′

f = {αf}, так что f ∈ N ∩ MM ′

f , f ∈ N1 ∩ MM ′

f . Но последнее
невозможно, ибо эти подпространства взаимно ортогональны.

Из III вытекает, что
IV. Факторы M и M ′ одновременно принадлежат или не принад-

лежат классу (I).
Пусть теперь M — фактор класса (I), следовательно, M ′ — также

фактор класса (I). Пусть M — минимальное подпространство, при-
соединенное к M ′. Применим к фактору M ′ и подпространству M

теорему 1 п. 2. Тогда роль кольца M ′ играет M ′′ = M ; следовательно,
кольцо M состоит из всех диагональных матриц вида A ∼ ‖δpqA0‖, где
A0 ∈M(M) = (M ′

(M))
′.

Пусть F пробегает все операторы проектирования изM ′, удовлетво-
ряющие условию F � PM; согласно предложению IV п. 1 FM пробегает
тогда все операторы проектирования из (M ′)(M). Но в силу минималь-
ности пространства M относительно M ′ оператор F принимает только
два значения: F = 0 и F = PM; следовательно, кольцо (M ′)(M) не
содержит других операторов проектирования, кроме 0 и 1. Согласно
следствию 6 п. 2 § 34 отсюда заключаем, что (M ′)(M) = R(0, 1) = (α1).
Поэтому M(M) = ((M ′)(M))

′ = (α1)′ = B0, где B0 обозначает кольцо
всех ограниченных линейных операторов в пространстве M.

Тем самым доказана
Те о р е м а 2. Фактор тогда и только тогда принадлежит дис-

кретному классу, когда он прямой, следовательно, когда он вполне
изоморфен кольцу B0 всех ограниченных линейных операторов
в некотором конечномерном или бесконечномерном гильбертовом
пространстве H0. При этом если H0 конечномерно, то M — ко-
нечного класса In. Отсюда следует, что все факторы данного
конечного класса (In), n = 1, 2, . . ., и также все факторы класса
(I∞) в сепарабельном пространстве вполне изоморфны между собой,
так что в случае (In) и в сепарабельном случае (I∞) относительная
размерность образует полную систему инвариантов по отношению
к полному изоморфизму колец.

4. Структура факторов класса (II∞). Теорема 1 п. 2 дает возмож-
ность описать факторы класса (II∞) при помощи факторов класса (II1).
Именно, пусть M — фактор класса (II∞) и M — конечное подпро-
странство, присоединенное к кольцу M . Согласно предложению V п. 1
кольцо M(M) есть фактор класса (II1). Поэтому, применяя теорему 1
п. 2 к фактору M и подпространству M, получаем следующую теорему.

Те о р е м а 3. Всякий фактор M класса (II∞) пространствен-
но изоморфен кольцу всех ограниченных бесконечных матриц A ∼
∼ ‖Aαβ‖, где Aαβ — операторы из фиксированного фактора класса
(II1).

Эта теорема сводит изучение факторов класса (II∞) к изучению
факторов класса (II1).
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5. Пример фактора класса (II1). Задача изучения структуры
факторов класса (II1) до сих пор еще не разрешена. Имеются только
отдельные примеры и известно, что имеются неизоморфные факторы
класса (II1).

Мы приведем здесь наиболее простой пример фактора класса (II1).
Пусть G — счетная дискретная группа, удовлетворяющая условию 1):

при a ∈ e класс Ea всех элементов c−1ac, c ∈ G,

бесконечен.
(A)

Образуем гильбертово пространство H, элементами которого явля-
ются всевозможные системы f = {xa, a ∈ G} комплексных чисел xa,
удовлетворяющие условию ∑

a∈G

|xa|2 <∞,

причем скалярное произведение двух векторов f = {xa, a ∈ G} и g =
= {ya, a ∈ G} определяется формулой

(f , g ) =
∑
a∈G

xaya.

Введем в пространстве H операторы Ua0 , Va0 , a0 ∈ G, положив

Ua0{xa, a ∈ G} = {xaa0 , a ∈ G},
Va0{xa, a ∈ G} = {xa−1

0
a, a ∈ G}.

Очевидно, Ua0 , Va0 — унитарные операторы в H.
Пусть M1 — кольцо всех ограниченных линейных операторов A,

перестановочных со всеми операторами Va0 , а M2 — кольцо всех огра-
ниченных линейных операторов B, перестановочных со всеми операто-
рами Ua0 . Каждый оператор Ua0 перестановочен с каждым оператором
Vb0 ; поэтому

Ua0 ∈M1, Va0 ∈M2 для всех a0 ∈ G. (1)

Всякий ограниченный оператор A в H можно представить в виде
ограниченной числовой матрицы A ∼ ‖ηa, b‖a, b∈G. Если A ∈ M1, то,
как легко видеть, условие перестановочности с операторами Va0 дает
ηa0a,a0b = ηa, b. Положив здесь a0 = a−1, получим

ηa, b = ηe,a−1b = ηa−1b,

где введено обозначение ηc = φe, c.
Итак, матрица оператора A ∈M1 должна иметь вид

A ∼ ‖ηa−1b‖a, b∈G.

1) Примером такой группы является группа всех преобразований
x′ = ax + b, a > 0, с рациональными коэффициентами a, b.
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Аналогично, матрица оператора B ∈M2 должна иметь вид

B ∼ ‖ζab−1‖a, b∈G.

Докажем, что M ′
1 = M2 и M ′

2 = M1. Для этого заметим, что каждая
матрица η = ‖ηab−1‖ перестановочна с каждой матрицей ζ = {ζab−1‖.
Действительно,

ηζ =
∥∥∥∥∑

c

ηa−1cζcb−1

∥∥∥∥, ζη =
∥∥∥∑ ζzc−1ηc−1b

∥∥∥ .
Полагая в первой сумме c = ac′−1b, получаем∑

c

ηa−1cζcb−1 =
∑
c′

ηa−1ac′−1bζac′−1bb−1 =
∑

ηc′−1bζzc′−1 ;

следовательно, ηζ = ζη. Отсюда

M2 ⊂M ′
1, M1 ⊂M ′

2. (2)

С другой стороны, из соотношений (1) вытекает, что

M1 = {R(Va0 : a0 ∈ G)}′ ⊃M ′
2, (3)

M2 = {R(Ua0 : a0 ∈ G)}′ ⊃M ′
1. (4)

Сравнивая соотношения (3), (4) и (2), мы видим, что

M1 = M ′
2 = R(Uα0

: a0 ∈ G), M2 = M ′
1 = R(Va0 : a0 ∈ G).

Найдем пересечение M1 ∩M2. Если оператор A принадлежит этому
пересечению, то его матрица ‖ηa, b‖ должна удовлетворить обоим усло-
виям:

ηa0a,a0b = ηaa0, ba0 = ηa, b.

Из первого условия, как мы видели, следует, что ηa, b = ηa−1b. Приме-
нение второго дает тогда, что

ηa−1
0
a−1ba0

= ηa−1b,

т. е. что функция ηa, a ∈ G, постоянна на каждом классе Ea. С другой
стороны, в силу ограниченности матрицы ‖ηa, b‖ должно быть∑

c∈G

|ηc|2 =
∑
c∈G

|ηe, c|2 <∞. (5)

Так как согласно условию (A) класс Ea бесконечен при a �= e, то со-
блюдение условия (5) возможно только в том случае, когда постоянное
значение функции ηc на Ea равно нулю. Таким образом, ηc = 0 при
c �= e; следовательно, ηa, b = δa, bηe, где

δa, b =

{
1 при a = b,

0 при a �= b.
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Это означает, что кольцо M1 ∩M2 = M1 ∩M ′
1 = M2 ∩M2 состоит из

скаляров α1, т. е. что M1, M2 — факторы.
Докажем, что они — факторы класса (II1). Рассмотрим, например,

фактор M1. Каждому оператору A ∼ ‖ηa−1b‖ из M1 поставим в соот-
ветствие число

T (A) = ηe

и докажем, что полученная таким образом функция T (A) удовлетво-
ряет всем условиям теоремы 2 п. 2 § 37. Во-первых, очевидно, что
T (1) = 1, T (αA) = αT (A), T ((A+B) = T (A) + T (B), так что условия
1◦, 2◦, 3◦ теоремы 1 п. 2 § 37 выполнены. Далее, если A — положитель-
но определенный эрмитов оператор из M1, то A = B∗B, где B ∈ M1.
Пусть A ∼ ‖ηa−1b‖, B ∼ ‖ζa−1b‖; тогда

ηa−1b =
∑
c

ζc−1aζc−1b;

следовательно, при a = b = e

T (A) = ηe =
∑
c

‖ζc−1‖2 � 0,

причем знак равенства возможен только тогда, когда ζc ≡ 0, т. е. когда
A = 0. Условия 4◦ и 6′ тем самым проверены. Аналогично можно
доказать, что T (AB) = T (BA) для любых A, B ∈M1.

Таким образом, функция T (A) удовлетворяет всем условиям тео-
ремы 2 п. 2 § 37. Следовательно, согласно этой теореме M1 — фактор
конечного класса. С другой стороны, случай (In) здесь невозможен, ибо
M1 содержит бесконечное множество линейно независимых элемен-
тов Ua0 . Следовательно, M1 — фактор класса (II1). Аналогично можно
доказать, что M2 — фактор класса (II1).

Путем усложнения этой конструкции можно также построить при-
мер фактора класса (III) (см. фон Нейман [1]). Другое построение
примеров факторов классов (I) и (II), основанное на понятии прямого
произведения гильбертовых пространств в конечном или бесконечном
(даже несчетном) числе, дано в статье фон Неймана [7].

Еще более общий прием построения факторов класса (II) был затем
указан Райтом [1] и факторов классов (II) и (III) — в монографии
Диксмье [14].

6. Аппроксимативно конечные факторы класса (II1). Фактор
M называется аппроксимативно конечным, если существует после-
довательность факторов M1 ⊂ M2 ⊂ M3 ⊂ . . . ⊂ M конечных классов
(In1

), (In2
), (In3

), . . . такая, что R(M1,M2,M3, . . .) = M . Очевидно,
аппроксимативная конечность фактора есть инвариант при симметрич-
ном изоморфизме колец. Оказывается, что (Мюррей и фон Нейман
[1], теорема XIII) всякий фактор класса (II1) содержит подкольцо,
которое является аппроксимативно конечным фактором класса (II1).
С другой стороны, в той же статье показано, что существуют также
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не аппроксимативно конечные факторы класса (II1). Тем самым
показано, что существуют неизоморфные факторы класса (II1).

Дж. Шварц [1, 2] построил пример двух неизоморфных между со-
бой неаппроксимативно конечных факторов класса (II), а также пример
по крайней мере трех неизоморфных между собой факторов класса
(III); ранее Пукански [4] построил пример двух неизоморфных фак-
торов класса (III). Недавно Пауэрс [1*] построил континуум попарно
неизоморфных факторов класса (III).

7. Соотношение между классами факторов M и M ′. Выше мы
видели (см. IV п. 3), что M и M ′ одновременно принадлежат или не
принадлежат классу (I). Этот результат допускает следующее обобще-
ние (см. Мюррей и фон Нейман [1], I).

Те о р е м а 4. Факторы M и M ′ одновременно принадлежат или
не принадлежат классу (I), (II) или (III) и DM (MM ′

f ) = CDM ′(MM
f )

для любого f �= 0, где C — некоторая постоянная. При этом в слу-
чае фактора класса (I) C = 1, если нормировка функций DM и DM ′

стандартна. В случае факторов класса (I) для M и M ′ возможна
любая комбинация (In) и (Im), n, m = 1, 2, . . . , ∞; в случае же
факторов класса (II) для M и M ′ возможна любая из комбинаций
(II1) и (II1), (II1) и (II∞), (II∞) и (II∞) с любым положительным
значением постоянной C.

8. Соотношение между симметричным и пространственным
изоморфизмами. Фактору M класса (I) или (II) поставим в соответ-
ствие число

θ =
1

C

DM ′(H)

DM (H)
,

где C — постоянная, определенная теоремой 4 п. 7. Если DM ′(H)
и DM (H) не одновременно бесконечны, то θ определено и не зависит
от нормировки функций DM ′ и DM ; если же DM ′(H) и DM (H) оба

бесконечны, то под θ подразумеваем символ
∞
∞ . Оказывается (см.

Мюррей и фон Нейман [1], II теорема X), что два фактора M1 и M2

в сепарабельних пространствах H1 и H2 пространственно изоморф-
ны тогда и только тогда, когда факторы M1 и M ′

1 симметрично
изоморфны факторам M2 и M ′

2 соответственно, и θ для обоих
факторов M1, M2 одно и то же.

По поводу различных обобщений этого результата см. Диксмье [12,
14] и Гриффин [1].

9. Неограниченные операторы, присоединенные к фактору ко-
нечного класса. Пусть M — фактор конечного класса; обозначим
через UM совокупность всех замкнутых линейных операторов AηM
с областью определения D(A), плотной в H. Тогда любой (некомму-
тативный) многочлен от операторов из UM определен на плотном в H

множестве и допускает замыкание. Действия с этими замыканиями
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и переход к сопряженному оператору производятся по обычным прави-
лам матричной алгебры. Всякий симметрический оператор H ∈ UM —
самосопряженный, и если A1, A2 ∈ UM , A1 ⊂ A2, то A1 = A2. По поводу
доказательства всех этих результатов см. Мюррей и фон Нейман [1], I
теорема XV.

§ 39. Унитарные кольца и кольца со следом

1. Определение унитарного кольца. X называется унитарным
кольцом, если:

1) X — симметричное кольцо;
2) X — евклидово пространство;
3) (xy, z) = (y, x∗z) для любых x, y, z ∈ X;
4) (x, y) = (y∗, x∗) для любых x, y ∈ X;
5) для каждого x ∈ X оператор Uxy = xy непрерывен на X;
6) элементы вида xy, x, y ∈ X образуют плотное множество в X.
Очевидно, всякое гильбертово кольцо (см. п. 5 § 25) есть унитарное

кольцо; обратное, вообще говоря, неверно. Отличие состоит в том, что
унитарное кольцо не обязало быть нормированным кольцом с нормой
|x| =

√
(x, x), т. е. обязано удовлетворять неравенству |xy| � |x| |y|;

кроме того, унитарное кольцо может быть неполным.

2. Определение кольца со следом. Пусть M — слабо замкнутое
кольцо ограниченных линейных операторов в гильбертовом простран-
стве, содержащее единицу; обозначим через M+ совокупность всех
положительно определенных эрмитовых операторов из M . Следом на
M называется всякая функция T (H), определенная на M+, со значе-
ниями из интервала [0, +∞), удовлетворяющая условиям:

1) T (UHU−1) = T (H) для всех унитарных U ∈M ;
2) если H ∈M+ и T (H) = 0, то H = 0;
3) если H ∈ M+ и H есть сумма сильно сходящегося ряда опера-

торов Hα ∈M+, то T (H) =
∑
α
T (Hα).

Кольцо M , на котором задан след T (H), называется кольцом со
следом.

Примерами колец со следом являются факторы классов (I) и (II).

3. Унитарное кольцо, определенное следом. Пусть M — кольцо
со следом T (H). Оператор A из M называется конечным, если он есть
конечная линейная комбинация операторов M+ с конечным следом;
обозначим через M1 совокупность всех конечных операторов из M .

Оператор A из M называется нормируемым, если T (A∗A) < ∞;
обозначим через M2 совокупность всех нормируемых операторов из M .
Из соотношения 1) (A+ B)∗(A+ B) � 2(A∗A + B∗B) и свойств следа

1) A � B для эрмитовых операторов, как всегда, означает, что
(Af , f) � (Bf , f) для всех f ∈ H.
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мы заключаем, что M2 — подпространство в M ; отсюда легко следует,
что B∗A ∈ M1, если A, B ∈ M2. Поэтому можно определить в M2

скалярное произведение, положив (A, B) = T (B∗A). Мы приходим
к следующей теореме, подробное доказательство которой опускаем (см.
Годман [11]).

Те о р е м а 1. Пусть M — кольцо со следом T (H); тогда со-
вокупность M2 всех нормируемых операторов из M , снабженная
естественной инволюцией A→ A∗ и скалярным произведением

(A, B) = T (B∗A),

есть унитарное кольцо.

4. Канонический след в унитарном кольце. Оказывается, что
способ построения унитарного кольца по следу, описанный в п. 3, дает
возможность получить любое унитарное кольцо, точнее, всякое уни-
тарное кольцо можно включить в другое унитарное кольцо, полученное
описанным выше способом при помощи следа. Чтобы это доказать,
рассмотрим сначала некоторые простые свойства унитарного кольца.

Пусть X — унитарное кольцо. Обозначим через H пополнение
евклидова пространства X; тогда H — гильбертово пространство.
Из свойства 5 унитарного кольца (см. п. 1) вытекает, что оператор
Uxy = xy, x, y ∈ X, продолжается, и притом единственным образом,
до ограниченного линейного оператора в H; этот оператор в H снова
обозначим Ux.

Очевидно, соответствие x → Ux есть гомоморфизм, причем свой-
ство 3 из п. 1 означает, что этот гомоморфизм симметричен.

Обозначим через M(X) слабо замкнутое кольцо, порожденное опе-
раторами Ux.

Применяя свойство 4 из п. 1, легко показать, что оператор Vxy = yx
также ограничен на X и потому продолжается единственным образом
до ограниченного линейного оператора в H; этот оператор в H мы снова
обозначим Vx.

Элемент f ∈ H называется ограниченным, если существует ограни-
ченный линейный оператор Uf такой, что

Ufx = Vxf для всех x ∈ X.

Определим теперь в M+(X) след, положив

T (H) =

{
(f , f), если

√
H = Uf при некотором ограниченном f ∈ H,

+ ∞ в противном случае.

Мы предоставляем читателю доказательство того, что все аксиомы
следа (см. п. 2) будут выполнены (подробное доказательство см. Годман
[11]). Пользуясь каноническим представлением A = WH, получаем,
что оператор A из M(X) нормируем тогда и только тогда, когда A = Uf
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при некотором ограниченном f ∈ H, причем для двух нормируемых
A = Uf , B = Uϕ

T (B∗A) = (f , ϕ).

Мы приходим к следующей теореме.
Те о р е м а 2. Пусть X — унитарное кольцо, H — пополнение ев-

клидова пространства X, M(Х) — слабо замкнутое кольцо, порож-
денное операторами Ux, x ∈X. Тогда вM(X) существует и притом
только один след T (A), обладающий следующими свойствами:

1) оператор A ∈ M(Х) нормируем тогда и только тогда, когда
A = Uf при некотором ограниченном f ∈ H;

2) для любых двух нормируемых A = Uf , B = Uϕ

T (B∗A) = (f , ϕ);

в частности, (x, y) = T (U∗
yUx) для любых x, y ∈ X.

След T (H), определенный таким образом по данному унитар-
ному кольцу X, называется каноническим следом в X. Вообще
в M(X) может существовать и другой след; например, всякая функ-
ция T ′(H) = T (AH), где A — положительно определенный оператор
из центра кольца M(X), есть также след в M(X). Отсюда видно,
что для единственности следа в M(X) с точностью до постоянного
множителя н е о б х од и мо, чтобы кольцо M(X) было фактором. Уни-
тарное кольцо X называется неприводимым, если M(X) — фактор.
В силу результатов § 37 неприводимость есть не только необходимое,
но и достаточное условие для единственности следа с точностью до
постоянного множителя.

Следовательно, в случае неприводимого кольца канонический след
с точностью до множителя совпадает с относительным следом в M(X)
и теорема 2 дает непосредственный способ построения относительного
следа в M(X).

Те о р е м а 3. Пусть R — симметричное кольцо ограниченных
линейных операторов в гильбертовом пространстве и M = R′′;
предположим, что:

а) M есть замыкание кольца R в сильной топологии;
б) M есть фактор класса (I) или (II);
в) если S — относительный след в M , то S(A∗A) < +∞ для всех
A ∈ R.

Тогда кольцо R, снабженное естественной инволюцией A → A∗

и скалярным произведением (A, B) = S(B∗A), есть неприводимое
унитарное кольцо. При этом:

α). Пополнение H евклидова пространства R по скалярному
произведению (A, B) = S(B∗A) изоморфно пополнению унитарного
кольца M2, образованного из нормированных элементов кольца M .
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β). Кольцо 1) M(R) изоморфно кольцу M , причем изоморфизм M
на M(R) определяется тем, что он должен быть слабо непрерыв-
ным на единичном шаре кольца M и относить каждому A ∈ R
оператор UA ∈M(R), определенный на R равенством UAB = AB.

γ). Канонический след T на M(R) задается формулой

T (UH) = S(H) для всех H ∈M+(R),

где A→ UA — определенный выше изоморфизм кольца M на M(R).
Доказательство состоит в проверке того, что:
1) соответствие A → UA, определенное формулой UAB = AB, дей-

ствительно определяет изоморфизм кольца M на M(R);
2) R с инволюцией A → A∗ и скалярным произведением (A, B) =

= S(B∗A) удовлетворяет всем аксиомам унитарного кольца;
3) функция T (UH) = S(H), H ∈ MT (R), удовлетворяет всем акси-

омам следа и постоянный множитель, которым она может отличаться
от канонического следа, в данном случае равен единице.

Результаты § 33–38 принадлежат Мюррею и фон Нейману (см.
Мюррей и фон Нейман [1] и фон Нейман [1, 4, 8]), § 39 — Годману
[11]; теорема, близкая к теореме 3 § 39 (но только для факторов
конечного класса), имеется в статье Мюррея и фон Неймана [1], II.

В дальнейшем результаты Мюррея и фон Неймана получили разви-
тие в многочисленных работах. Из них наибольший интерес представ-
ляют работы Диксмье [2–13] (см. также монографию Диксмье [14],
где дано более подробное изложение материала этой главы и добавле-
ны многие новые результаты), Годмана [8, 11, 12], Капланского [17]
и Сигала [8–13]. В работах Диксмье понятие следа обобщается на
произвольные слабо замкнутые кольца (причем значениями следа яв-
ляются уже не числа, а операторы из центра кольца), и классификация
(классы I, II, III, конечные и др.) переносится на произвольные слабо
замкнутые кольца (не обязательно факторы). В статье Капланского
[17] дано аксиоматическое построение теории (см. также Диксмье
[11], Сакаи [5] и Рейд [1]). В работах Сигала развивается теория
некоммутативного интегрирования; кроме того, результаты § 33–38
применяются Сигалом в теории унитарных представлений групп.

Представляют также интерес работы Фаглида и Кейдисона [1–3],
в которых строится теория определителей в факторах конечного класса
(см. еще Паллю де ла Барьер [1]).

Результаты § 33–39 были применены Годманом [8, 11, 12] в разви-
той им теории характеров некоммутативных групп, являющейся обоб-
щением результатов Гельфанда и Наймарка [7]. Понятие коммутатив-
ного унитарного кольца, близкое к изложенному в этом параграфе,

1) Напомним (см. с. 570), что M(X) обозначает слабо замкнутое кольцо
операторов, порожденное операторами Ux, x ∈ X.
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и теория коммутативных унитарных колец были впервые даны в статье
Рохлина [1].

О приложениях теории вполне регулярных колец и слабо замкнутых
колец операторов к квантовой механике см., например, Борчерс [1, 2],
Допличер [1], Кастлер [1], Лупиас и Миракль-Соль [1] и Рюелль [1].

Аналогом слабо замкнутых колец операторов являются жордановы
алгебры. Так называется множество A ограниченных самосопряженых
операторов в гильбертовом пространстве, удовлетворяющее следующим
условиям:

1) A — вещественное линейное пространство;
2) A замкнуто в слабой операторной топологии;

3) если a, b ∈ A, то a ◦ b =
1

2
(ab+ ba) ∈ A.

Конечномерные жордановы алгебры изучены в работе Жордана, фон
Неймана и Вигнера [1]. В статье Стермера [2] дана классификация
жордановых алгебр, являющихся аналогом факторов класса In.



Гл а в а VIII

РАЗЛОЖЕНИЕ КОЛЬЦА ОПЕРАТОРОВ НА

НЕПРИВОДИМЫЕ КОЛЬЦА

§ 40. Постановка задачи; каноническая форма
коммутативного кольца операторов в гильбертовом

пространстве

1. Постановка задачи. Множество S ограниченных линейных опе-
раторов в гильбертовом пространстве H называется неприводимым,
если в H не существует замкнутого подпространства, отличного от (0)
и всего H и инвариантного относительно всех операторов A ∈ S; в про-
тивном случае S называется приводимым. В частности, симметричное
кольцо R ⊂ B(H) называется неприводимым или приводимым, если
оно — неприводимое или соответственно приводимое множество.

Если R — симметричное кольцо линейных операторов в к о н е ч н о-
м е р н ом гильбертовом пространстве H и если R приводимо, то в H

существует подпространство M, отличное от (0) и H, инвариантное
относительно всех операторов A ∈ R. Но тогда ортогональное допол-
нение H � M также инвариантно относительно всех операторов A ∈ R.
Операторы A ∈ R, рассматриваемые только на M, образуют кольцо RM

операторов в M, которое называется частью исходного кольца R в M.
Если RM приводимо, то можно снова разложить M на взаимно ортого-
нальные подпространства и то же можно сделать и с H�M. Так как H

конечномерно, то, повторяя это конечное число раз, мы придем к раз-
ложению H = M1 ⊕ . . .⊕ Mn пространства H на ортогональную сумму
конечного числа инвариантных относительно R подпространств, в каж-
дом из которых R (точнее, часть Rk = RMk

кольца R) неприводимо.
Мы будем говорить, что разложение H = M1 ⊕ . . .⊕ Mk осуществляет
разложение кольца R на неприводимые кольца Rk.

Отметим, что в соответствии с этим разложением всякий элемент
ξ ∈ H представляется в виде

ξ = {ξ1, ξ2, . . . , ξn}, ξk ∈ Mk, (1)

а оператор A ∈ R задается формулой

Aξ = {A1ξ1, A2ξ2, . . . , Anξn}, (2)

где Ak ∈ Rk (k = 1, 2, . . . , n).
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В случае б е с к о н е ч н о м е р н о г о пространства H предыдущее
рассуждение уже не проходит. Чтобы увидеть, как следует видоиз-
менить это рассуждение, рассмотрим случай замкнутого по норме
симметричного к ом м у т а т и в н о г о кольца R ограниченных линей-
ных операторов в произвольном гильбертовом пространстве H. Тогда
R изоморфно кольцу всех непрерывных функций a(t) на локально
бикомпактном пространстве 1) T . Предположим дополнительно, что
в H есть циклический вектор ξ0, так что совокупность всех векторов
Aξ0, A ∈ R, плотна в H. В этом случае H изометрично гильбертову
пространству L2

μ(T ) по некоторой мере μ и операторы A ∈ R переходят
при изометрическом отображении

ξ → ξ(t) (3)

в операторы умножения на непрерывные функции a(t), равные нулю на
бесконечности:

A{ξ(M)} = {a(t) ξ(t)} (4)

(см. I п. 4 § 17).
Формулы (3) и (4) можно рассматривать как непрерывный аналог

формул (1) и (2) соответственно; векторам ξk здесь отвечают отдельные
значения ξ(t), а операторам Ak — значения a(t) функций a. Так как
R коммутативно, то эти значения оказались уже не векторами, а чис-
лами; разумеется, то же самое было бы и раньше, если бы кольцо R
в конечномерном пространстве было коммутативным.

Мы можем поэтому сказать, что L2
μ(T ) есть непрерывная прямая

сумма (или прямой интеграл) одномерных пространств, а R есть пря-
мой интеграл колец операторов в одномерных пространствах (и по-
тому неприводимых). Возникает вопрос, нельзя ли это рассуждение
обобщить на произвольные, уже некоммутативные кольца операторов.
Естественно ожидать, что тогда получится прямой интеграл уже неод-
номерных пространств Ht, а R станет прямым интегралом колец Rt
в этих подпространствах, причем все или хотя бы почти все Rt будут
неприводимы.

Настоящая глава посвящена точной постановке и решению этого
вопроса.

Чтобы не усложнять изложение дополнительными трудностями, мы
ограничимся только случаем сепарабельного гильбертова простран-
ства; к тому же для несепарабельного случая соответствующая теория
еще не является завершенной 2).

Отметим также, что на протяжении всей этой главы термин «коль-
цо», если это не оговорено особо, будет обозначать симметричное

1) Мы изменяем здесь обозначения и пишем t и T вместо M и M.
2) См. по этому поводу статьи Адельсона-Вельского [1, 2], Дж. Тэйлора [1]

и диссертацию Педерсена [1].
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кольцо ограниченных линейных операторов в сепарабельном гильбер-
товом пространстве, содержащее единичный оператор 1.

Для решения поставленной задачи нам понадобятся некоторые до-
полнительные сведения о кольцах операторов, имеющие к тому же
самостоятельный интерес.

2. Лемма о сепарабельности.
Лем м а. Если H сепарабельно, то всякое множество S ⊂ B

сепарабельно в смысле сильной сходимости, т. е. существует после-
довательность An ∈ S такая, что всякий оператор A ∈ S является
сильным пределом 1) некоторой ее подпоследовательности.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Sn — подмножество тех операторов

A ∈ S, которые удовлетворяют условию |A| � n. Очевидно, S =
∞⋃
n=1

Sn,

следовательно, достаточно доказать, что каждое множество Sn сепара-
бельно. Так как множество Sn ограничено в смысле нормы оператора,
то достаточно доказать, что всякое ограниченное множество S сепара-
бельно.

Итак, пусть |A| � k для всех A ⊂ S. Выберем в H полную ор-
тонормальную систему ϕ1, ϕ2, . . .. Тогда каждый оператор A можно
представить в виде ограниченной матрицы A ∼ ‖ast‖, s, t = 1, 2, . . .,
таким образом, что

Af =
∞∑
s=1

(
∞∑
t=1

astxt

)
ϕs, если f =

∞∑
t=1

xtϕt.

В частности, Aϕt =
∞∑
s=1

astϕs, (Aϕt, ϕs) = ast.

Рассмотрим совокупность S всех операторов B ∼ ‖bst‖ таких, что
bst = 0 при s > n или t > n и bst рационально при s � n, t � n.
Эта совокупность является, очевидно, счетной, так что можно написать
S = {B1, B2, B3, . . .}. Если C ∼ ‖cst‖ — произвольный элемент коль-

ца B, то, выбирая B(p) ∼ ‖b(p)st } так, что bst = 0 при s > p или t > p,

bst рационально и |cst − b
(p)
st | < 1

p
, s, t = 1, 2, . . . , p, имеем B(p) ∈ S и

|(C −B(p))ϕt|2 =

∣∣∣∣∣
p∑
s=1

(cst − b
(p)
st )ϕs +

∞∑
s=p+1

cstϕs

∣∣∣∣∣
2

=

=

p∑
s=1

|cst − b
(p)
st |2 +

∞∑
s=p+1

|cst|2 < 1

p
+

∞∑
s=p+1

|cst|2 → 0, (1)

1) Этот результат сильнее соотношения {An}2 ⊃ S, ибо не всякая сильная
точка прикосновения последовательности {An} есть предел некоторой ее под-
последовательности.
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при p → ∞, t = 1, 2, 3, . . .. Эти операторы B(p) образуют подпоследо-
вательность последовательности S, так что, каков бы ни был оператор
C ∈ B, существует подпоследовательность {Bν1 , Bν2 , Bν3 , . . .} ⊂ S та-
кая, что |Bνn

ϕt − Cϕt| → 0 при n → ∞, t = 1, 2, 3, . . .. Рассмотрим
теперь такие операторы A ∈ S, что

|(A−Bn)ϕt| < 1

m
для t = 1, 2, . . . , m.

Если такие операторы A существуют, то один из них обозначим
через An,m. Совокупность всех операторов An,m есть счетное подмно-
жество S1 множества S; докажем, что оно обладает требуемым в тео-
реме свойством. Пусть A — произвольный оператор из S; пользуясь
соотношением (1), выберем nm = νpm

так, чтобы было

|(A−Bnm
)ϕt| < 1

m
для t = 1, 2, . . . , m.

Тогда существует оператор Am,nm
и по определению

|(Am,nm
−Bnm

)ϕt| < 1

m
для t = 1, 2, . . . , m,

так что
|(A−Am,nm

)ϕt| < 2

m
для t = 1, 2, . . . , m.

Таким образом, операторы Cm = Am,nm
из S1 образуют последователь-

ность, для которой
|(A− Cm)ϕt| → 0

при m → ∞, t = 1, 2, . . .. Поэтому также |(A − Cm) f | → 0 для ко-
нечных линейных комбинаций f элементов ϕt. Если поэтому g —
произвольный элемент пространства H, то, выбирая f так, чтобы было
|g − f | < ε

4k
, а затем номер N так, чтобы было |(A− Cm) f | < ε

2
при

m > N , имеем при m > N

|(A− Cm) g | � |(A− Cm) f | + |(A− Cm)(g − f)| <
<

ε

2
+ (|A| + |Cm|)|g − f | < ε.

Таким образом, последовательность Cm сильно сходится к операто-
ру A, и лемма доказана.

3. Каноническая форма коммутативного кольца. Пусть R —
симметричное кольцо ограниченных линейных операторов в сепара-
бельном гильбертовом пространстве H, содержащее единичный опе-
ратор 1, R — замыкание кольца R по норме оператора. Кольцо R
называется циклическим, если в H существует такой вектор ξ0, что
множество {Aξ0, A ∈ R} плотно в H; в этом случае вектор ξ0 называет-
ся циклическим вектором кольца R. Очевидно, цикличность кольца R
равносильна цикличности кольца R и циклические векторы у обоих
колец — одни и те же. Очевидно также, что цикличность кольца R
эквивалентна цикличности его тождественного представления A → A

19 Наймарк М.А.
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и ξ0 — циклический вектор для R тогда и только тогда, когда он —
циклический вектор этого представления. Поэтому если R — не цик-
лическое кольцо, то (см. п. 2 § 17) H есть ортогональная сумма

H =
⊕
k

Hk (1)

инвариантных относительно R подпространств Hk, на каждом из кото-
рых сужение Rk кольца R циклично. Мы будем говорить, что R есть
ортогональная сумма циклических колец Rk и писать

R =
⊕
k

Rk. (2)

При этом в силу сепарабельности пространства H индекс k пробегает
конечное или счетное множество (k = 1, 2, . . . , n или k = 1, 2, 3, . . .).

Будем в дальнейшем в этом пункте считать, что R коммутативно;
пусть ξ0k — циклический вектор кольца Rk в Hk и Ak — сужение на
Hk оператора A ∈ R. Обозначим через T бикомпактное пространство
максимальных идеалов t кольца R, через μk — меру на T , опре-
деленную интегралом fk(A) = (Aξ0k, ξ

0
k) на C(T ) (см. доказательство

предложения I п. 4 § 17).

I. Существует изометрическое отображение Uk пространства
Hk на L2

μk
(T ) = L2(fk), при котором операторы A ∈ R переходят

в операторы умножения на A(t), где A(t) — значение A на идеале
t ∈ T ; при этом {A(t): A ∈ R} = C(T ).

Для доказательства достаточно применить предложение I п. 4 § 17
к представлению A→ Ak кольца R.

II. Если P (Δ) — спектральная мера кольца R, то

μk(Δ) = (P (Δ) ξ0k, ξ
0
k) (3)

для каждого борелевского множества Δ ⊂ T .

До к а з а т е л ь с т в о. В силу I можно считать, что Hk = L2
μk

(T ),
и утверждение следует из формулы (3) п. 4 § 17, примененной
к сужению представления A → A на подпространство Hk и вектору
|ξ0k| = ξ0k(t) = 1 (см. сноску 2) на с. 293).

Пусть H̃ — прямая сумма пространств L2
μk

(T ):

H̃ =
⊕
k

L2
μk

(T );

H̃ состоит из всех последовательностей ξ̃ = {ξk(t)}, для которых ξ(t)
есть μk-измеримая функция и∑

k

∫
|ξk(t)|2 dμk <∞; (4)
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при этом операции сложения и умножения на число определяются
покомпонентно, а скалярное произведение — по формуле

(ξ̃, η̃) =
∑
k

∫
ξk(t) ηk(t) dμk при ξ̃ = {ξk(t)}, η̃ = {ηk(t)}. (5)

III. Если R коммутативно, то существует изометрическое
отображение U пространства H на H̃, при котором операторы
A ∈ R переходят в операторы Ã умножения на A(t):

Ã{ξ(t)} = {A(t) ξ(t)} при A ∈ R, {ξ(t)} ∈ H, (6)

и {A(t): A ∈ R} = C(T ).
Утверждение непосредственно следует из предложения I и формул

(1), (2), причем U = Uk на Hk.

Пусть снова P (Δ) — спектральная мера коммутативного коль-
ца R и ξ, η ∈ H. Вектор ξ будем называть подчиненным векто-
ру η и писать ξ ≺ η, если мера μξ(Δ) = (P (Δ) ξ, ξ) подчинена мере
μη(Δ) = (P (Δ) η, η); вектор ξ0 ∈ H будем называть максимальным,
если каждый вектор из H ему подчинен.

IV. Циклический вектор ξ0k максимален в Hk.

До к а з а т е л ь с т в о. В силу I и II мы можем считать, что

Hk = L2
μk

(T ), μξ0k(t) ≡ 1 и μk(Δ) = (P (Δ) ξ0k, ξ
0
k).

Если тогда η ∈ Hk, то η = ηk(t) ∈ L2
μk

(T ) и в силу (3) п. 4 § 17

μη(Δ) = (P (Δ) η, η) =
∫

Δ

|η(t)|2 dμk =
∫

Δ

|η(t)|2 dμξ0
k
.

Следовательно, μη ≺ μξ0
k
, т. е. η ≺ ξ0k.

V. В H существует максимальный вектор.

До к а з а т е л ь с т в о. Будем исходить из какого-нибудь разложения
(1)–(2); не нарушая общности, можно считать, что соответствующие
циклические векторы ξ0k нормированы (|ξ0k| = 1); кроме того, они вза-
имно ортогональны. Поэтому, если положить

ξ(1) = ξ01 +
1

2
ξ02 +

1

3
ξ0k + . . . , (7)

то ряд в правой части (если он бесконечен) будет сходиться
(
ибо∑

k

∣∣∣1
k
ξ0k

∣∣∣2 =
∑
k

1

k2
< ∞

)
и определять элемент ξ(1) ∈ H. Если теперь

η ∈ H, то в силу (1) η =
∑
k

ηk, ηk ∈ Hk, и в силу IV ηk ≺ 1

k
ξ2k, поэтому

η ≺ ξ(1).

19*
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VI. Циклические векторы ξ01, ξ
0
2, . . . в разложении (1)–(2) можно

выбирать так, чтобы ξ01 � ξ0j , j = 2, 3, . . . 1), следовательно, μ1 � μj ,
j = 2, 3, . . ..

До к а з а т е л ь с т в о. Достаточно в качестве ξ01 выбрать максималь-
ный вектор (см. V).

Суммируя предыдущие результаты, приходим к следующей теореме.
Те о р е м а 1. Всякое коммутативное симметричное кольцо R

ограниченных линейных операторов в сепарабельном гильберто-
вом пространстве пространственно изоморфно кольцу операторов
умножения

A{ξ3(t)} = {A(t) ξk(t)}
в гильбертовом пространстве H =

⊕
k
L2
μk

(T ), где T — бикомпактное

пространство максимальных идеалов кольца Ra(R, 1) 2),

μ1 � μj , j = 2, 3, . . . , (8)

— меры на T и A(t) ∈ C(T ). Если R замкнуто по норме оператора
и содержит единицу, то {A(t): A ∈ R} = C(T ).

Реализация кольца R, описанная в теореме 1, называется его кано-
нической формой.

Условия пространственного изоморфизма двух канонических форм
рассмотрены в монографии Диксмье [14], гл. II. Отметим еще, что
пространство T в канонической форме можно заменить отрезком дей-
ствительной оси (но A(t), вообще говоря, не будут тогда непрерывны);
это следует из общих результатов теории меры (см., например, Халмош
[1], гл. VIII) и может также быть получено непосредственно (см.,
например, Ахиезер и Глазман [1], гл. VI). Эти факты нам в дальнейшем
не понадобятся.

§ 41. Прямой интеграл гильбертовых пространств;
разложение кольца операторов в прямой интеграл

неприводимых колец

1. Прямой интеграл гильбертовых пространств. Пусть T —
произвольное бикомпактное 3) пространство, I — интеграл на T и μ —
соответствующая мера (см. п. 8 § 6).

1) Можно показать (см., например, Стоун [1] или Плеснер [2]), что ξ01 ,
ξ02 , . . . можно также выбрать таким образом, чтобы ξ01 � ξ02 � . . ., однако это
нам не понадобится.

2) Напомним, что Ra(R, 1) обозначает минимальное замкнутое по норме
оператора кольцо, содержащее R и 1.

3) Вместо бикомпактных пространств можно было бы рассматривать локаль-
но бикомпактные пространства T . Однако существенного обобщения таким
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Пусть почти каждой точке t ∈ T поставлено в соответствие неко-
торое сепарабельное гильбертово пространство Ht. Введем понятие
прямого интеграла пространств Ht по мере μ.

Рассмотрим сначала тот случай, когда все Ht имеют одну и ту же
размерность. Тогда каждое из них можно отождествить с одним и тем
же фиксированным гильбертовым пространством 1) H.

Рассмотрим функцию ξ = {ξt}, t ∈ T , значениями которой при почти
каждом t ∈ T являются векторы из H. Эта вектор-функция называется
измеримой, если для любого вектора h ∈ H числовая функция

f(t) = (ξt, h)

измерима (по мере μ) в обычном смысле.
Если ξ = {ξt} и η = {ηt} — две измеримые вектор-функции, то ска-

лярное произведение (ξt, ηt) является измеримой числовой функцией.
Это непосредственно следует из равенства

(ξt, ηt) =
∑
k

(ξt, ek)(ek, ηt),

где {ek} — фиксированная полная ортонормальная система в H.
Напомним (ср. п. 5 § 26), что в этом случае прямым интегралом

H =
∫

T

Ht dμ

пространств Ht по мере μ называется гильбертово пространство H всех
измеримых вектор-функций ξ = {ξt}, удовлетворяющих условию 2)

∫

T

|ξt|2 dμ <∞. (1)

Операции сложения векторов, умножения их на числа и скалярное
произведение определяются в H формулами

ξ + η = {ξt + ηt}, αξ = {αξt},
(ξ, η) =

∫

T

(ξt, ηt) dμ, (2)

где ξ = {ξt}, η = {ηt}.

образом не получится, так как можно заменить T пространством T∞ (см. п. 9
§ 2), считая H∞ = (0).

1) Прямые интегралы, которые получаются при различных отождествлениях
пространств Ht с фиксированным пространством H, мы не будем считать
существенно различными.

2) При этом, как обычно, две такие измеримые функции ξ = {ξt} и η = {ηt}
не считаются различными, если ξt �= ηt лишь на некотором множестве μ-меры
нуль.
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Часто удобна следующая «координатная запись» прямого интеграла.
Выберем в H некоторую полную ортонормальную систему векторов
{ek}. Пусть ξ = {ξt} — произвольная вектор-функция на T со значени-
ями из H. Положим

ak(t) = (ξt, ek).

Таким образом, каждой вектор-функции {ξt} отвечает последователь-
ность числовых функций ak(t). В силу VII п. 7 § 6 вектор-функция {ξt}
принадлежит прямому интегралу H пространств Ht = H в том и только
том случае, когда соответствующие числовые функции ak(t) ∈ L2

μ(T )
и удовлетворяют условию∑

k

∫

T

|ak(t)|2 dμ <∞.

При этом скалярное произведение вектор-функций ξ = {ξt} и η = {ηt}
из H записывается в виде

(ξ, η) =
∑
k

∫

T

ak(t) bk(t) dμ,

где ak(t) = (ξt, ek), bk(t) = (ηt, ek).
Очевидно, во всех предыдущих определениях и рассуждениях мож-

но T заменить любым его μ-измеримым подмножеством T ′ и аналогич-
но определить

∫
T ′

Ht dμ.

До сих пор мы предполагали, что все пространства Ht имеют
одинаковую размерность. Дадим теперь определение прямого интегра-
ла сепарабельных пространств Ht в общем случае. Обозначим через
n(t) размерность пространства Ht; таким образом, n(t) есть функция,
принимающая только значения 1, 2, . . . и ∞. Семейство пространств Ht

назовем μ-измеримым, если n(t) есть μ-измеримая функция. Так как
n(t) принимает не более счетного числа значений, то μ-измеримость
функции n(t) означает, что все пространство T разбивается на сумму
не более чем счетного числа попарно пересекающихся μ-измеримых
множеств Tn, на каждом из которых Ht имеет одну и ту же размер-
ность, так что на Tn каждое Ht можно отождествить с фиксированным
пространством размерности n. Вектор-функцию {ξt}, определенную
на T , со значениями, принадлежащими соответствующим гильберто-
вым пространствам, мы назовем μ-измеримой, если для каждого n эта
функция, рассматриваемая только на Tn, μ-измерима в указанном выше
смысле (см. с. 581). Прямой интеграл пространств Ht определяется как
совокупность всех μ-измеримых вектор-функций {ξt}, удовлетворяю-
щих условию ∫

T

|ξt|2 dμ <∞.
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Скалярное произведение двух таких вектор-функций ξ = {ξt} и η =
= {ηt} определяется по формуле

(ξ, η) =
∫

T

(ξt, ηt) dμ.

Как и выше, легко показать, что при этом прямой интеграл пространств
Ht становится гильбертовым пространством, которое мы снова обозна-
чим через ∫

T

Ht dμ.

Координатная запись прямого интеграла, указанная ранее для слу-
чая пространств Ht постоянной размерности, легко переносится на
общий случай. Каждое из пространств Ht, где n(t) = ∞, отожде-
ствим с пространством l2 последовательностей {x1, x2, . . .}, для кото-

рых
∞∑
k=1

|xk|2 < ∞; если же n(t) равно числу m, то мы отождествим

Ht с подпространством l2m ⊂ l2 всех векторов вида {x1, x2, . . . , xm,
0, 0, . . .}. Тогда каждый элемент из H =

∫
T

Ht dμ представляется в виде

последовательности {a1(t), a2(t), . . .} μ-измеримых функций, удовле-
творяющих следующим условиям:

1)
∑
k

∫

T

|ak(t)|2 dμ <∞;

2) ak(t) = 0 при k > n(t), если n(t) < ∞, а H есть совокупность
всех таких последовательностей 1).

Из этой координатной записи легко следует, что в H существует
такая последовательность векторов ϕn = {ϕn(t)}, что при каждом
фиксированном t векторы ϕn(t), n = 1, 2, . . . , n(t), образуют орто-
нормальный базис в Ht. Действительно, достаточно взять в качестве
вектора {ϕn(t)} последовательность {ϕn1(t), ϕn2(t), . . .}, где

ϕnk(t) =

{
1 при k = n, k � n(t),

0 в противном случае.

Пр и м е ры. 1. Пусть T состоит из конечного или счетного числа
точек, каждая из которых имеет меру 1. Будем рассматривать T как
локально бикомпактное пространство с дискретной топологией. Тогда
H есть обычная прямая сумма гильбертовых пространств (см. сноску 2)

на с. 581).
2. Пусть T — отрезок [0, 1] с обычной лебеговской мерой на нем

и каждой точке t этого отрезка отвечает одномерное пространство Ht.

1) Фон Нейман [10] и Диксмье [14] исходят из другого определения μ-
измеримости; однако затем они приходят к этой же координатной записи
прямого интеграла.
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Тогда H есть пространство L2(0, 1). Таким образом, реализацию гиль-
бертова пространства в виде пространства функций можно рассмат-
ривать как представление его в виде прямого интервала одномерных
пространств.

3. Пусть снова T — отрезок [0, 1] с лебеговой мерой, но теперь
Ht — пространство функций f(s) ∈ L2[0, 1]. Тогда H есть пространство
суммируемых в квадрате функций двух переменных t и s, 0 � t � 1,
0 � s � 1.

2. Разложение гильбертова пространства в прямой интеграл по
заданному коммутативному кольцу R. Пусть

H =
∫

T

Ht dμ

— прямой интеграл пространств Ht по мере μ и ϕ(t) = L∞ = L∞
μ (T ).

Каждая такая функция ϕ(t) определяет ограниченный оператор Lϕ в H

по формуле Lϕξ = {ϕ(t) ξt} для всех ξ = {ξt} ∈ H; при этом

|Lϕ| = ‖ϕ‖∞. (1)

Действительно,

|Lϕξ|2 =
∫

T

|ϕ(t)|2|ξt|2 dμ � ‖ϕ‖2∞
∫

T

|ξt|2 dμ; (2)

с другой стороны, так как Tε = {t: |ϕ(t)| > ‖ϕ‖∞ − ε} при ε > 0 —
множество положительной меры, то существует вектор-функция {ξt} ∈
∈ H, ξ �= 0, равная нулю вне Tε. Для этой функции

|Lϕξ|2 =
∫

T

|ϕ(t)|2|ξt|2 dμ =
∫

Tε

|ϕ(t)|2|ξt|2 dμ �

� (‖ϕ‖∞ − ε)2
∫

Tε

|ξt|2 dμ = (‖ϕ‖∞ − ε)2|ξ|2. (3)

Из (2) и (3) вытекает (1).

I. Всякий ограниченный оператор A в H перестановочный со
всеми операторами Lϕ, ϕ ∈ L∞, имеет вид A = {A(t)}, т. е.
A{ξt} = {A(t) ξt}, где A(t) — измеримая 1) операторная функция
и |A(t)| ∈ L∞, причем |A| = ‖ |A(t)| ‖∞.

До к а з а т е л ь с т в о. Если dimHt = const на T , то утверждение
совпадает с предложением IV п. 5 § 26. В общем случае H есть
прямая сумма H =

⊕
k

Hk конечного или счетного числа подпространств

Hk =
∫
Tk

Ht dμ, где dimHt = const на Tk. В соответствии с этим

1) Понятие измеримой операторной функции в общем случае определяется
аналогично тому, как это сделано в п. 5 § 26.
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A запишется в виде матрицы A ∼ ‖Ajk‖, где Ajk — ограниченный
оператор из Hk в Hj и Lϕ = ‖δjkLϕk

‖, где ϕk — сужение ϕ на Tk,
δjk = 1 при j = k и δjk = 0 при j �= k. Условие ALϕ = LϕA означает,
что AjkLϕk

= Lϕj
Ajk. Беря (при j �= k) ϕk = 1 и ϕj = 0, получим, что

Ajk = 0 при j �= k. Далее, AjjLϕj
= Lϕj

Ajj ; следовательно, в силу IV
п. 5 § 26 1) Ajj = {Aj(t)}, |Aj(t)| ∈ L∞

μ (Tj), причем |Ajj | = ‖ |Aj(t)| ‖∞.
Отсюда, полагая A(t) = Aj(t) на Tj , заключаем, что A = {A(t)}
и |A| = sup

j
|Ajj | = sup

j
‖ |Aj(t)| ‖∞ = ‖ |A(t)| ‖∞. Очевидно, что, обрат-

но, всякая измеримая операторная функция A = {A(t)}, удовлетворя-
ющая условию |A(t)| ∈ L∞, определяет по формуле A{ξt} = {A(t) ξt}
ограниченный оператор в H, перестановочный со всеми Lϕ.

Нетрудно также установить справедливость следующих утвержде-
ний: сумма и произведение измеримых операторных функций явля-
ются измеримыми операторными функциями. При этом если

A = {A(t)}, B = {B(t)}
и

A+B = C = {C(t)},
то для почти всех t

C(t) = C(t) +B(t).

Аналогично, если

AB = C = {C(t)} или A∗ = C = {C(t)},
то для почти всех t

C(t) = A(t)B(t)

или соответственно C(t) = (A(t))∗.

Операторы Lϕ образуют коммутативное кольцо R, содержащее на-
ряду с каждым оператором Lϕ и сопряженный оператор L∗

ϕ (определя-
емый комплексно-сопряженной к ϕ функцией ϕ).

II. Кольцо R замкнуто в смысле слабой топологии в B(H).
Действительно, достаточно показать, что R′′ = R (см. п. 1 § 34).

Но в силу I R′ состоит из всех операторов A = {A(t)}, где |A(t)| ∈ L∞.
Отсюда вытекает, что R ⊂ R1, и потому R′ ⊃ R′′. Следовательно,
R′′ состоит из операторов A = {A(t)}, где |A(t)| ∈ L∞. Но оператор
A = {A(t)} из R′′ должен быть перестановочным со всеми операторами
из R′, т. е. со всеми B = {B(t)}, |B(t)| ∈ L∞. Возьмем, в частности,
Bt = Bpq для всех 2) t ∈ Tj , где Bpq — оператор из B(Hj), матрица

1) Утверждение предложения IV п. 5 § 26 остается справедливым, если
заменить T любым его μ-измеримым подмножеством; это непосредственно
видно из доказательства.

2) Так как dim Ht = const на Tj , то можно считать, что Ht = Hj при t ∈ Tj .
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‖bpqjk‖ которого в некотором фиксированном ортонормальном базисе
есть

bpqjk =

{
0 при j �= p или k �= q,

1 при j = p и k = q

(см. доказательство теоремы 8 п. 5 § 26); мы получим, что A(t)Bpq =
= BpqA(t) при t ∈ Tj − Npqj , где μ(Npqj) = 0. Полагая Nj =

⋃
pq
Npaj ,

мы видим, что при t ∈ Tj −Nj

A(t)Bpq = BpqA(t) для всех p, q = 1, 2, 3, . . . , (4)

причем μ(Nj) = 0. Из (4) следует, что A(t) = ϕj1 при t ∈ Tj − Nj .
Полагая ϕ = ϕj при t ∈ Tj − Nj , получим, что ϕ ∈ L∞ и A = Lϕ.
Следовательно, R′′ ⊂ R. Так как, с другой стороны, R′′ ⊃ R, то R′′ = R.

Итак, каждому прямому интегралу гильбертовых пространств от-
вечает некоторое коммутативное слабо замкнутое кольцо R ограни-
ченных линейных операторов в H, содержащее единичный оператор.
Это кольцо мы будем называть кольцом данного разложения про-
странства H в прямой интеграл.

П р и м е ры. 1. H = H1 ⊕ H2 ⊕ . . . ⊕ Hn. Пространство T состоит
из n точек. Кольцо R изоморфно кольцу диагональных матриц n-го
порядка.

2. H — пространство L2(0, 1) функций на отрезке [0, 1] (т. е. прямой
интеграл одномерных пространств), R — кольцо всех существенно
ограниченных измеримых функций на отрезке [0, 1].

3. H — пространство L2([0, 1] × [0, 1]) функций двух переменных
t, s, 0 � t � 1, 0 � s � 1, представленное как прямой интеграл про-
странств L2(0, 1) функций одного переменного. Здесь, как и в приме-
ре 2, R — кольцо всех существенно ограниченных измеримых функций
на отрезке.

Покажем теперь, что справедливо обратное предложение, а именно:
Те о р е м а 1. Каждому коммутативному слабо замкнутому

кольцу R операторов в сепарабельном гильбертовом простран-
стве H, содержащему единичный оператор, отвечает разложение
пространства H в прямой интеграл и притом такое, что R есть
совокупность всех операторов вида 1) Lϕ, ϕ ∈ L∞, а T — биком-
пактно со счетной базой окрестностей.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть A1, A2, . . . — счетное подмножество
в R, плотное в сильной операторной топологии (см. лемму п. 2 § 40),
и R1 — замкнутое по норме оператора симметричное подкольцо
в B(H), содержащее единичный оператор, порожденное операторами
A1, A2, . . .. Тогда слабое замыкание кольца R1 совпадает с R. Пусть

1) Это означает, что существует изометрическое отображение простран-
ства H на прямой интеграл гильбертовых пространств, при котором R отобра-
жается на кольцо всех операторов Lϕ, ϕ ∈ L∞.
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T — пространство максимальных идеалов кольца R1. Так как R1 имеет
счетное число образующих A1, A

∗
1, A2, A

∗
2, . . ., то T — бикомпактное

пространство со счетной базой окрестностей (см. следствие в п. 5 § 11).
Согласно теореме 1 п. 3 § 40 существует изометрическое отображе-

ние U пространства H на прямую сумму H̃ =
⊕
k

L2
μk

(T ), при котором R1

отображается на кольцо R̃1 всех операторов

Ã{ξk(t)} = {A(t) ξk(t)}, A(t) ∈ C(T ), {ξk(t)‖ ∈ H̃, (5)

где A(t) — значение A на идеале t и μ1, μ2, . . . — меры на T ,
удовлетворяющие условию

μ1 � μj , j = 2, 3, . . . . (6)

Так как все меры μk подчинены мере μ1 (которую обозначим теперь μ),
то для каждого μ-измеримого множества Δ

μk(Δ) =
∫

Δ

ωk(t) dμ, (7)

где ωk ∈ L1
μ. Пространство H̃ состоит из (конечных или счетных)

последовательностей {ξk(t)} μ-измеримых функций, удовлетворяющих
условию ∑

k

∫

T

|ξk(t)|2 dμk <∞. (8)

В силу (7) это условие можно переписать в виде∑
k

∫

T

|ξk(t)|2ωk(t) dμ <∞ (9)

или, наконец, в силу VII п. 7 § 6 в виде
∫

T

{∑
k

|ξk(t)|2ωk(t)
}
dμ <∞. (10)

Положим Nk = {t: ωk(t) = 0}; множества Nk измеримы и определены
с точностью до множеств μ-меры нуль.

Пусть n(t) обозначает (конечное или бесконечное) число всех но-
меров k, для которых t /∈ Nk; n(t) есть сумма не более чем счетного
числа μ-измеримых функций 1− χk(t), где χk(t) — характеристическая
функция множества Nk. Поэтому n(t) — μ-измеримая функция. Пусть
k1(t) < k2(t) < . . . — все числа k, для которых t /∈ Nk. Тогда

ωk(t) = 0, если A отлично от всех kj(t). (11)
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Положим

xp(t) = ξkp(t)(t)
√
ωkp(t)(t) при

{
p � n(t), если n(t) <∞,

p = 1, 2, 3, . . . , если n(t) = ∞,
(12)

и
xp(t) = 0 при p > n(t), если n(t) <∞. (13)

Функция xp(t) μ-измерима при каждом p. Действительно, положим
Mk = T − Nk; при фиксированных p и k множество Tkp всех тех точек
t ∈ T , для которых kp(t) = k, есть

Mk ∩
⋃

(Mk1 ∩ . . . ∩ Mkp−1
),

где
⋃

берется по всем k1, . . . , kp−1, для которых k1 < . . . < kp−1 < k;
поэтому Tkp μ-измеримо. С другой стороны, xp(t) = ξk(t)

√
ωk(t) на Tkp,

и поэтому xp(t) μ-измерима на Tkp; следовательно, xp(t) μ-измерима
на T =

⋃
kp
Tkp. Далее, из (11) и (12) заключаем, что∑
p

|xp(t)|2 =
∑
p

|ξkp(t)(t)|2ωkp
(t) =

∑
k

|ξk(t)|2ωk(t)

и поэтому ∫

T

(∑
p

|xp(t)|2
)
dμ =

∫

T

{∑
k

|ξk(t)|2ωk(t)
}
dμ <∞. (14)

Следовательно, условие ∑
k

|xk(t)|2 <∞ (15)

может не выполняться лишь для точек t, образующих множество
μ-меры нуль.

Пусть Ht — совокупность всех числовых последовательностей {xp},
удовлетворяющих условиям:

1) xp = 0 при p > n(t), если n(t) <∞,
2)
∑
p
|xp|2 <∞.

Отметим, что все пространства Ht являются подпространствами гиль-
бертова пространства l2. Условия (13) и (14) означают, что построенная
выше вектор-функция x(t) = {x1(t), x2(t), . . .} принимает значения из
Ht при μ-почти каждом t ∈ T и∫

T

(∑
|xp(t)|2

)
dμ <∞. (16)

Обратно, каждая вектор-функция x(t) = {x1(t), x2(t), . . .} со значени-
ями из Ht, удовлетворяющая условию (16), может быть таким образом

получена из некоторой вектор-функции {ξk(t)‖ ∈ H̃.
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Достаточно положить

ξkp(t)(t) = xp(t) [ωkp(t)(t)]
−1/2,

ξk(t) = 0, если k отлично от всех kp(t).

Так как ωkp(t) �= 0, это определение законно; рассуждая, как выше,

убеждаемся, что ξk(t) измерима при каждом k и {ξk(t)} ∈ H̃. Отсюда
и из (14) следует, что {ξk(t)} → {xp(t)} есть изометрическое отобра-
жение.

Мы получили реализацию пространства H̃ в виде пространства всех
последовательностей μ-измеримых функций {x1(t), x2(t), . . .}, удовле-
творяющих условию (16) и, кроме того, условию

xk(t) = 0 при k > n(t), если n(t) <∞.

Но это и есть как раз координатная реализация прямого интеграла
пространств Ht (см. п. 1); следовательно,

H̃ =
∫

T

Ht dμ.

Докажем, наконец, что при таком разложении пространства H̃ коль-
цо R̃ совпадает с кольцом всех операторов Lϕ, ϕ ∈ L∞ = L+ μ∞(T ).

Согласно теореме 1 п. 3 § 40 R̃1 = {Lψ, ψ ∈ C(T )}, ибо R1, а значит,

и R̃1, замкнуто по норме оператора. С другой стороны, в силу V
п. 5 § 26 каждый оператор Lϕ, ϕ ∈ L∞

μ (T ), есть точка прикосновения
в слабой операторной топологии множества операторов Lψ, ψ ∈ C(T );
так как R̃ слабо замкнуто, то Lϕ ∈ R̃.

Итак,

R̃ = R̃1 = {Lψ: ψ ∈ C(T )}1 ⊃ {Lϕ: ϕ ∈ L∞
μ (T )}.

С другой стороны, в силу II

{Lϕ: ϕ ∈ L∞
μ (T )} ⊃ {Lψ: ψ ∈ C(T )}1;

следовательно, R̃ = {Lϕ, ϕ ∈ L∞
μ (T )}, и теорема доказана.

3. Разложение по максимальному коммутативному кольцу.
Условие неприводимости. В предыдущем пункте мы показали, что
каждое слабо замкнутое коммутативное кольцо R определяет разложе-
ние сепарабельного пространства H в прямой интеграл 1):

H =
∫

T

Ht dμ,

где T — бикомпактное пространство со счетной базой окрестностей.

1) Мы отождествили здесь H с H̃.
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При этом каждый оператор A, принадлежащий R′, т. е. перестановоч-
ный со всеми операторами из R, представляется в виде измеримой
операторной функции A = {A(t)}, причем A(t) для почти всех t пред-
ставляет собой ограниченный оператор в Ht. Тем самым всякое семей-
ство A операторов из R′ одновременно приводится к «диагональному»
виду: A = {A(t)}. Пусть A(t) — совокупность всех операторов A(t),
отвечающих A ∈ A при фиксированном t. Возникает вопрос, при каких
условиях семейство A(t) неприводимо для почти каждого t.

Ответ на этот вопрос дает следующая
Те ор ем а 2. Если R — максимальное коммутативное подкольцо

кольца A′, то семейство A(t) неприводимо для почти каждого t;
обратно, если A не более чем счетно и A(t) неприводимо для почти
каждого t, то R — максимальное коммутативное подкольцо в A′.

До к а з а т е л ь с т в о. Второе утверждение легко следует из предло-
жения I п. 2. Действительно, пусть A = {A1, A2, . . .} и R не максималь-
но в A′. Тогда в A′ существует оператор B, не принадлежащий кольцу
R и перестановочный со всеми операторами из R. Согласно предложе-
нию I п. 2 оператор B записывается в виде B = {B(t)}, причем опера-
тор B(t) отличен от кратного единицы на множестве положительной
меры; в противном случае мы имели бы {B(t)} = Lϕ ∈ R. По условию
B ∈ A′, т. е. перестановочен со всеми операторами Ak = {Ak(t)} из A.
Это означает, что

Ak(t)B(t) = B(t)Ak(t) при t ∈ T −Nk,

где μ(Nk) = 0. Пусть T1 — то множество положительной меры
в T − ⋃

k

Nk, на котором оператор B(t) не сводится к умножению на

число. Тогда для каждого t ∈ T1 семейство A(t) будет приводимо, ибо
все принадлежащие ему операторы Ak(t) перестановочны с оператором
B(t), не кратным единице.

Доказательство первого утверждения мы проведем сначала для
случая, когда все Ht имеют одинаковую размерность; в этом случае
их можно отождествить с фиксированным пространством H. Само
доказательство для этого случая мы проведем в несколько шагов.

1). В пространстве S всех операторов A в H с нормой � 1
можно ввести такую метрику, что отвечающая ей сходимость
эквивалентна слабой сходимости операторов.

Действительно, пусть {ϕn} — полная ортонормальная система в H.
Положим для A, B ∈ S,

ρ(A, B) =
∞∑

n,m=1

1

2
n+m |(Aϕn, ϕm) − (Bϕn, ϕm)|. (1)

Очевидно, соотношение ρ(A(n), A) → 0 эквивалентно соотношениям

(A(n) ϕp, ϕq) → (Aϕp, ϕq) для p, q = 1, 2, . . . . (2)
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А ввиду условия |A(n)| � 1 соотношения (2) эквивалентны слабой
сходимости последовательности A(n) к A.

2). Пусть Λ — топологическое произведение пространств T и S.
В T существует такое множество N μ-меры нуль, что

а) T −N — борелевское подмножество в T ;
б) множество Q всех пар (t, B) из Λ таких, что t ∈ T −N и

A(t)B = BA(t) (3)

для всех A = {A(t)} ∈ A — борелевское множество в Λ.
Выберем в H фиксированный ортонормальный базис {ϕn}. В этом

базисе операторы A(t), B определяются матрицами A(t) ∼ ‖apq(t)‖,
B ∼ ‖bpq‖, где apq(t) — измеримые функции от t. Изменив, если
нужно, каждую функцию apq(t) на множестве Npq μ-меры нуль, мы
можем считать эти функции борелевскими и T −Npq борелевским (см.
добавление II); тогда всюду, за исключением множества N =

⋃
p, q
Npq

μ-меры нуль, все функции apq(t) будут борелевскими, причем T −N —
борелевское множество.

Условие (3) эквивалентно системе равенств∑
j

apj(t) bjq =
∑
j

bpj ajq(t), p, q = 1, 2, . . . . (4)

При фиксированных p и q левая и правая части (4) являются боре-
левскими функциями в Λ, ибо apj(t) есть борелевская функция, не
зависящая от B, а bpq = (Bϕq, ϕp) есть даже непрерывная функция
от B в S, не зависящая от t. Но тогда множество Qpq тех точек
(t, B), t ∈ T − N , B ∈ S, для которых выполнено равенство (4), есть
борелевское множество. Поэтому Q =

⋂
p, q
Qpq есть также борелевское

множество.

3). Существует счетное множество {Bn(t)} измеримых опера-
торных функций таких, что для почти каждого фиксированного t
множество всех операторов Bn(t) порождает кольцо (A(t))′.

Выберем в S счетную базу окрестностей Un; это можно сделать
в силу 1), леммы п. 2 § 40 и предложения IV п. 13 § 2. Пусть Un —
совокупность всех пар (t, B), t ∈ T −N , B ∈ Un. Очевидно, Un — боре-
левское множество в Λ. Следовательно, и пересечение Qn = Q ∩ Un —
борелевское множество в Λ.

Пусть Tn — совокупность тех t, для которых существует такой
оператор B, что (t, B) ∈ Qn. Как проекция борелевского множества
Tn — аналитическое множество и, следовательно, измеримо. На осно-
вании теоремы Лузина–Янкова (см. добавление III) существует такая
измеримая операторная функция Bn(t), определенная для всех t ∈ Tn,
что {t, Bn(t)} ∈ Qn.
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Доопределим функцию Bn(t), считая ее равной нулю при t /∈ Tn;
очевидно, она при этом останется измеримой. Докажем, что построен-
ное семейство {Bn(t)}, n = 1, 2, . . ., будет искомым.

По самому построению Bn(t) перестановочна с любым A(t) для
почти всех t; следовательно, для почти всех t

Bn(t) ∈ (A(t))′. (5)

Докажем, что для каждого фиксированного t ∈ T −N операторы Bn(t),
n = 1, 2, . . ., порождают кольцо (A(t))′. Для этого достаточно показать,
что при t ∈ T −N каждый оператор из (A(t))′, по норме не превосходя-
щий единицы, есть слабая точка прикосновения множества операторов
Bn(t), т. е. что каждая слабая окрестность в S ∩ (A(t))′ содержит хотя
бы один оператор Bn(t). Так как непустые пересечения Un ∩ (A(t))′

образуют базу окрестностей в S ∩ (A(t))′, то достаточно доказать, что
каждая такая окрестность содержит хотя бы один оператор Bn(t).

Пусть при некотором t = t0 ∈ T −N

Un ∩ (A(t0))
′ /∈ ∅.

Это означает, что множество пар вида

{t0, B},
принадлежащих Qn, не пусто, т. е. что t0 ∈ Tn. Но тогда по построению
функции Bn(t)

Bn(t0) ∈ Un ∩ (A(t0))
′,

что и требовалось.
Теперь мы уже можем доказать достаточность условия, сформули-

рованного в теореме.
Неприводимость семейств A(t) для почти каждого t означает, что

для почти всех t кольцо (A(t))′ состоит только из операторов умноже-
ния на числа. Для установления этого факта в свою очередь достаточно
показать, что каждая из построенных выше операторных функций
{Bn(t)} представляет собой оператор вида Lϕn

(т. е. оператор умноже-
ния на скалярную функцию).

Но в силу (5) оператор Bn = {Bn(t)} перестановочен со всеми
операторами A = {A(t)} из A, т. е. принадлежит A′. С другой стороны,
он (как и всякий оператор, представимый в виде операторной функ-
ции) перестановочен со всеми операторами из R. Но тогда он должен
принадлежать R, так как иначе, в противоречие с условием теоремы,
R не было бы максимальным коммутативным подкольцом в кольце A′.
Теорема полностью доказана для того случая, когда все Ht имеют
одинаковую размерность (конечную или бесконечную).

Рассмотрим теперь общий случай. Тогда все пространство T разби-
вается на сумму конечного или счетного числа измеримых множеств
Tn таких, что при t ∈ Tk пространства Ht имеют одну и ту же
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размерность k; тогда при t ∈ Tk можно считать все пространства Ht

совпадающими с фиксированным пространством H размерности k.
Положим

Hk =
∫

Tk

Ht dμ;

тогда прямой интеграл
H =

∫

T

Ht dμ

можно представить в виде

H =
⊕
k

Hk.

Все операторы семейства A будут приводиться каждым пространством
Hk, т. е. будут иметь вид⎛⎝ A1 0 0 · · ·

0 A2 0 · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . .

⎞⎠ ,

где Ak — оператор в пространстве Hk.
Аналогичным образом операторы из R представятся в виде⎛⎝ Lϕ1

0 0 · · ·
0 Lϕ2

0 · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

⎞⎠ ,

где Lϕk
— оператор умножения на функцию ϕk ∈ L∞

μ (Tk).
Пусть Ak обозначает совокупность всех Ak, A ∈ A. Очевидно,

операторы Lϕk
, рассматриваемые как операторы в Hk, образуют мак-

симальное коммутативное подкольцо в A′
k. По доказанному выше для

почти всех t ∈ Tk множество A(t) операторов Ak(t) = A(t), A ∈ A,
неприводимо. Так как T =

⋃
k

Tk, то отсюда следует неприводимость

семейства A(t) для почти каждого t. Теорема доказана.

З а м е ч а н и е. Беря в качестве A произвольное слабо замкнутое
кольцо операторов, а в качестве R — его центр и проводя аналогичные
рассуждения, мы получим разложение кольца A в прямой интеграл

слабо замкнутых колец Ã(t), порожденных множествами A(t); при этом

кольца Ã(t) являются факторами, т. е. удовлетворяют условию Ã(t) ∩
∩ (Ã(t))′ = (α1). Этот результат был получен фон Нейманом (см. фон
Нейман [10]). Подробнее см. в монографии Диксмье [14].

4. Разложение унитарного представления локально бикомпакт-
ной группы на неприводимые представления. В этом пункте мы,
используя полученный в п. 3 критерий неприводимости, установим сле-
дующую теорему.
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Те о р е м а 3. Пусть g → Ug — действующее в сепарабельном
гильбертовом пространстве H непрерывное унитарное представле-
ние локально бикомпактной группы G со счетной базой окрестно-
стей. Тогда существует такое разложение

H =
∫

T

Ht dμ (1)

пространства H в прямой интеграл и для почти каждого t ∈ T та-
кое неприводимое непрерывное унитарное представление g → Ur(t)
группы G, что

Ug = {Ug (t)} (2)

для всех g ∈ G.

До к а з а т е л ь с т в о. Докажем сначала утверждение для цикли-
ческого представления. Пусть g → Ug — циклическое непрерывное
унитарное представление группы G и ξ0 ∈ H — соответствующий
циклический вектор. Представление g → Ug определяет симметричное
представление x→ Ax кольца L1(G) по формуле

Ax =
∫
x(g )Ug dν(g ),

где ν — левоинвариантная мера на G.
Так как в G есть счетная база окрестностей {Un} с бикомпактным

замыканием, то L1(G) сепарабельно; действительно, множество всех
конечных линейных комбинаций характеристических функций χUn

с рациональными коэффициентами образует счетное плотное в L1(G)
множество.

Пусть {xn} — произвольное счетное плотное в L1(G) множество.
Мы можем считать, что это множество вместе с каждыми двумя
векторами xn и xm содержит их разность xn − xm; в противном случае
можно было бы к этому множеству просто присоединить все такие
разности.

Согласно теореме 2 семейству операторов Axn
отвечает разложение

пространства H в прямой интеграл

H =
∫

T

Ht dμ,

обладающее следующими свойствами:
1) каждый из операторов Axn

представляется в виде

Axn
= {Axn

(t)};
2) для почти каждого t ∈ T семейство операторов Axn

(t), n = 1, 2,
3, . . ., неприводимо в H.

При этом
|Axn

| = ‖ |Axn
(t)| ‖∞;
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следовательно, для почти каждого t ∈ T

|Axn
(t)| � |Axn

|.
Пусть Tn — множество тех точек t, для которых |Axn

(t)| > |Axn
|;

выбрасывая все множества Tn, n = 1, 2, . . ., μ-меры нуль, а также те t
(также образующие множество μ-меры нуль), для которых хотя бы одна
из функций Axn

(t) не определена или для которых семейство Axn
(t),

n = 1, 2, . . ., приводимо, мы получим множество T ′, отличающееся
от T множеством μ-меры нуль и обладающее следующими свойствами:

а) Axn
(t) определены для каждого t ∈ T ′ и всех n = 1, 2, . . .;

б) |Axn
(t)| � |Axn

| для каждого t ∈ T ′ и всех n = 1, 2, . . .;
в) для каждого t ∈ T ′ семейство Axn

(t), n = 1, 2, . . ., неприводимо
в Ht.

Из свойства б) заключаем, что

|Axn
(t)| � |Axn

| � ‖xn‖1, (3)

и потому при t ∈ T ′ можно определить Ax(t) для всех x ∈ L1(G). Дей-
ствительно, для каждого x ∈ L1(G) существует подпоследовательность
{xnk

}, сходящаяся к x по норме. Из (3) следует, что

|Axn
(t) −Axm

(t)| � ‖xn − xm‖1
(так как xn − xm также входят в {xn}), и потому последовательность
Axnk

(t) сходится по норме оператора к некоторому оператору в Ht,
который и обозначим Ax(t). Легко видеть, что Ax(t) не зависит от вы-
бора подпоследовательности xnk

→ x. Как предел последовательности
измеримых функций Axnk

функция Ax(t) также измерима.
Из равенств

Aαx = αAx, Ax+y = Ax +Ay, Axy = AxAy, Ax∗ = (Ax)
∗

следует, что каждое из равенств

Aαx(t) = αAx(t), Ax+y(t) = Ax(t) +Ay(t),

Axy(t) = Ax(t)Ay(t), Ax∗(t) = (Ax(t))
∗ (4)

может не иметь места лишь на множестве точек μ-меры нуль. Пусть
{αn} — множество всех рациональных комплексных чисел. Обозначим
через Tm,n множество всех точек t ∈ T ′, в которых не выполняется по
крайней мере одно из равенств

Aαnxm
(t) = αnAxm

(t), Axn+xm
(t) = Axn

(t) +Axm
(t),

Axnxm
(t) = Axn

(t)Axm
(t), Ax∗

n
(t) = (Axn

(t))∗.
(5)

В силу сказанного выше Tn,m есть множество μ-меры нуль, и на
T ′′ = T ′ − ⋃

n,m
Tn,m, отличающемся от T множеством меры нуль, вы-

полняются все соотношения (5). Но тогда, беря в соотношениях (5)
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надлежащие подпоследовательности последовательностей {αn}, {xn},
{xm} и переходя к пределу, получаем, что равенства (4) имеют место
для каждого t ∈ T ′′ при любых x, y ∈ L1(G) и любых комплексных α.
Но это означает, что при t ∈ T ′′ соответствие x → Ax(t) есть сим-
метричное представление кольца L1(G). Это представление неприво-
димо, ибо уже семейство операторов Axn

(t), n = 1, 2, . . ., неприво-
димо. Построим теперь соответствующие неприводимые представле-
ния g → Ug (t) группы G. Пусть ξ0 = {ξ0(t)} — циклический вектор
и T0 — множество тех точек t ∈ T ′′, в которых Ax(t) ξ0(t) = 0 для всех
x ∈ L1(G). Как пересечение множеств Tn = {t: t ∈ T ′′, Axn

(t) ξ0(t) = 0}
оно μ-измеримо. Докажем, что μ(T0) = 0. Если μ(T0) > 0, то векторы
Axξ0, x ∈ L1(G), ортогональны ко всем таким векторам η = {η(t)‖
из H, для которых η(t) = 0 при t /∈ T0, а это противоречит циклич-
ности вектора ξ0. Полагая T ′′′ = T ′′ − T0, мы видим, что при t ∈ T ′′′

вектор ξ0(t) — циклический для операторов Ax(t), ибо представление
x → Ax(t) неприводимо. Следовательно, векторы ξn(t) = Axn

(t) ξ0(t)
образуют плотное множество в Ht при t ∈ T ′′′.

Введем оператор Ug (t) в Ht, полагая Ug0(t)Ax(t) = Axg0
(t) ξ0(t) при

t ∈ T ′′′ и продолжая его по непрерывности с векторов Ax(t) ξ0(t) на
все Ht. В силу теоремы 1 п. 2 § 29 g → Ug (t) — непрерывное унитар-
ное представление группы G в Ht, причем Ax(t) =

∫
x(g )Ug (t) dν(g ),

и потому представление g → Ug (t) неприводимо. Далее, {Ug (t) ξn(t)} =
= {A(xn)g (t) ξ0(t)} есть измеримая вектор-функция от t; так как при
любом ξ = {ξ(t)} вектор-функция есть предел некоторой последова-
тельности вектор-функций {Ug ξnk

(t)}, т. е.
∫

T

|Ug (t) ξ(t)− Ug (t) ξnk
(t)|2 dμ =

∫

T

|ξ(t) − ξnk
(t)|2 dμ→ 0,

то вектор-функция {Ug (t) ξ(t)} также измерима и ∈ H, т. е. операторная
функция {Ug (t)} измерима при каждом фиксированном g ∈ H. Остает-
ся показать, что Ug = {Ug (t)}. Для этого достаточно установить, что
для любых ξ = {ξ(t)}, η = {η(t)} из H

(Ug ξ, η) =
∫

T

(Ug (t) ξ(t), η(t)) dμ.

Но при ξ = ξn = {Axn
(t) ξ0(t)}, η = ξm = {Axm

(t) ξ0(t)} это равенство
непосредственно проверяется, ибо

(Ug ξn, ξm) = (A(xn) g (t) ξ0, Axm
ξ0) =

=
∫

T

(A(xn) g (t) ξ0(t), Axm
(t) ξ0(t)) dμ =

∫

T

(Ug (t) ξn(t), ξm(t)) dμ,

а для любых ξ, η оно отсюда получается предельным переходом по
некоторым подпоследовательностям ξnk

→ ξ, ξn′

k
→ η. Тем самым тео-

рема доказана для циклических представлений.
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Пусть теперь g → Ug — произвольное непрерывное унитарное пред-
ставление в пространстве H и x→ Ax — соответствующее представле-
ние кольца L1(G). Тогда это представление есть прямая сумма не более
чем счетного числа циклических непрерывных унитарных представле-

ний g → U
(k)
g . Это означает, что H =

⊕
k

Hk и Ug = Ug{ξk} = {U (k)
g ξk},

где g ∈ U
(k)
g — циклические непрерывные унитарные представления.

По доказанному выше существуют разложения в прямой интеграл

Hk =
∫

Tk

Hk
t dμk

и неприводимые непрерывные унитарные представления g → U
(k)
g (t),

определенные для почти каждого t ∈ Tk, такие, что U
(k)
g = {U (k)

g (t)}.
Положим T ′ =

⋃
k

Tk и определим топологию в T ′, считая базой

окрестностей всевозможные открытые множества всевозможных Tk.
Очевидно, T ′ локально бикомпактно; положим далее T ∈ T ′, если T ′

бикомпактно, и T ∈ T ′ ∪ ∞ (см. п. 9 § 2), если T ′ не бикомпакт-
но. Тогда T бикомпактно. Определим далее меру μ на T , считая

μ(Δ) =
∑
k

1

2
k
μ(Δ ∩ Tk) и μ(∞) = 0, если T = T ′ ∪∞. Положим теперь

Ht = H̃k
t , Ug (t) = U

(k)
g (t) для t ∈ Tk, где H̃k

t совпадает с Ht, но

скалярное произведение в нем задается формулой (ξ̃, η) = 2k(ξ, η). Мы
получим тогда разложение H =

∫
T

Ht dμ и соответствующее разложение

Ug = {Ug (t)}, удовлетворяющие всем поставленным требованиям.

З а м е ч а н и я. 1. Разложение на неприводимые представления за-
висит от выбора максимального подкольца в (Ug )′ и потому, вооб-
ще говоря, неоднозначно. Неоднозначен, вообще говоря, даже список
неприводимых представлений, на которые разлагается данное унитар-
ное представление группы G (см., например, Макки [6] и [9]), если G

не типа I (см. ниже п. 5). С другой стороны, центральные разложения
(см. ниже п. 5) по самому своему определению однозначны.

2. Фактическое разложение заданного представления (если это
разложение однозначно) может представить значительные трудности.
Гельфанд и Граев [3] разработали метод разложения на неприводимые
представления, применимый к многим конкретным случаям. Случай
тензорного произведения двух произвольных неприводимых представ-
лений группы всех комплексных унимодулярных матриц второго по-
рядка полностью разобран М. Наймарком [13, 15]; некоторые слу-
чаи тензорного произведения неприводимых унитарных представлений
группы всех вещественных унимодулярных матриц второго порядка
рассмотрели Пукански [5] и Ромм [1].
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5. Центральные разложения и факторпредставления. Представ-
ление 1) g → Ug группы G в гильбертовом пространстве H называется
факторпредставлением, если кольцо R(Ug , g ∈ G) (см. п. 1 § 34) есть
фактор. Оно называется представлением класса (I), (II) или (III),
если этот фактор соответственно класса (I), (II) или (III). Группа G

называется группой класса (I), если все ее факторпредставления —
класса (I). Например: все комплексные полупростые группы Ли типа I
(Хариш-Чандра [1, 4]). Заменив в доказательстве теоремы 3 разло-
жение семейств {Axn

} на неприводимые представления разложением
по центру кольца {Axn

}′ (см. замечание в конце п. 3), мы получим
разложение H =

∫
T

H(t) dμ, Ug = {Ug (t)} (называемое центральным),

в котором почти каждое g → Ug (t) есть факторпредставление. Ги-
шарде [2] показал, что если в центральном разложении почти все
представления g → Ug (t) неприводимы, то они почти все попарно неэк-
вивалентны. Независимо более общий результат получил М. Наймарк
[16, 17], доказавший, что в центральном разложении произвольного
унитарного представления почти все факторпредставления g → Ug (t)
попарно дизъюнктны 2); если, в частности, эти представления типа I, то
они кратны попарно неэквивалентным неприводимым представлениям.
Этот же результат, независимо и несколько позже получил Эрнест [1].

6. Представления в пространстве с индефинитной метрикой.
Пусть в гильбертовом пространстве H наряду с обычным скалярным
произведением (ξ, η) введено еще индефинитное скалярное произведе-
ние

[ξ, η] = (Jx, y), где J = P −Q,

P , Q — операторы проектирования, причем P + Q = 1; положим
κ = min (dimP , dimQ). Пространство H с обоими скалярными про-
изведениями (ξ, η), [ξ, η] называется пространством Πκ, в частности
пространством Понтрягина 3), если κ < ∞. Представление x → Ax
кольца R с инволюцией называется J-симметричным, если Ax∗ =
= (Ax)

+, где при A ∈ B(H) оператор A+ определяется равенством

1) В дальнейшем, если это не оговорено, термин «представление группы G»
означает непрерывное унитарное представление локально бикомпактной груп-
пы G.

2) Два унитарных представления называются дизъюнктными, если никакая
часть (т. е. сужение на инвариантное подпространство) любого из них не экви-
валентна никакой части другого представления. Два унитарных представления
называются квазиэквивалентными, если никакая часть любого из них не
дизъюнктна с другим (оба определения принадлежат Макки [6]).

3) Понтрягин [5] впервые начал изучение пространств Πκ при κ < ∞ в свя-
зи с некоторыми задачами теории дифференциальных уравнений, возникшими
в работах Соболева. Дальнейшее развитие теория операторов в пространствах
Πκ , κ � ∞, получила в работах Иохвидова и М. Крейна [1], Гинзбурга
и Иохвидова [1], Иохвидова [1], М.Л. Бродского [1], Г. Лангера [1] и др.
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[Aξ, η] = [ξ, A+η]; представление g → Ug группы G называется J-уни-
тарным, если [Ug ξ, Ugη] = [ξ, η] для всех ξ, η ∈ Πκ. В работах М. Най-
марка [23, 24] исследована структура непрерывных J-симметричных
представлений колец с инволюцией и J-унитарных представлений
групп в пространстве Понтрягина. Эти представления, вообще говоря,
уже не разлагаются в прямой интеграл неприводимых представлений
(например, неунитарное представление может быть приводимым, но не
вполне приводимым). Тем не менее удается получить формулы для
таких представлений; в этих формулах также участвуют разложение
в прямой интеграл и неприводимые представления группы G, но более
сложным образом, чем в теоремах 2 и 3 пп. 3 и 4. Аналогично выводу
этих теорем предварительно исследуется структура J-симметричных
(если A ∈ R, то A+ ∈ R) коммутативных подколец операторов в Πκ,
κ < ∞ (М. Наймарк [22, 25]). При этом исследовании существенную
роль играет следующий результат (М. Наймарк [20]): для каждого
коммутативного J-симметричного семейства ограниченных опера-
торов в пространстве Πκ, κ < ∞, κ = dimP , в Πκ существует κ-
мерное неотрицательное подпространство, инвариантное относи-
тельно всех операторов семейства.

Этот результат является перенесением на семейства операторов
теоремы Понтрягина–М. Крейна–Иохвидова (см. Иохвидов и Крейн
[1]); J-унитарные представления в Πκ, κ <∞, группы унимодулярных
матриц второго порядка над различными полями исследованы в работе
Исмагилова [1].

Результаты § 40 и пп. 1–3 § 41 принадлежат, в основном, фон
Нейману [10]; отметим, что эта статья фон Неймана, опубликованная
в 1949 г., фактически была им закончена в 1938 г. Близкое к фоннейма-
новскому изложение было затем дано в статье Наймарка и Фомина [4].
Другое, независимое от фон Неймана изложение имеется в статьях
Адельсона-Вельского [1, 2]; близкие результаты получил независимо
Годман [7]. Более полное изложение этих вопросов дано в книге
Диксмье [14]; автор следовал Диксмье в изложении добавления III.

Теорема 3 п. 4 для счетных дискретных групп была впервые полу-
чена А.Н. Колмогоровым (доложена на заседании Московского Мате-
матического общества 4 февраля 1944 года) без использования тео-
рии фон Неймана, затем для общих групп, в несколько ослабленной
формулировке, — Маутнером [2] на основе результатов фон Неймана;
далее Маутнер [3] доказал утверждение теоремы 3 п. 4 для групп Ли,
и Годман [10] в реферате на эту статью Маутнера привел изложенное
здесь доказательство и тем самым показал, что в действительности
утверждение теоремы 3 п. 4 справедливо для любой локально биком-
пактной группы со счетной базой.

В дальнейшем Маутнер [8] показал, что функция Ug (t) является
также измеримой на G × T относительно меры μ× ν (см. также Сигал
[11] и Сакаи [1]).
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Дальнейшее развитие теория прямых интегралов представлений
получила в работах Макки ([7], см. также обзор Макки [9]). В этих
работах Макки бикомпактное пространство T заменяется простран-
ством (мы снова обозначим его T ) классов эквивалентных между
собой неприводимых унитарных представлений локально бикомпактной
группы G (так называемым дуальным пространством группы G), ко-
торое, как показал Макки, можно сделать борелевским пространством
и притом так, что отображения t → Ug (t) становятся борелевскими
(см. добавление II). Теория наиболее проста, когда T стандартно (это
означает, что T борелевски изоморфно борелевскому подмножеству M
сепарабельного метрического пространства). Последнее, как показал
Глимм [3], имеет место тогда и только тогда, когда G — группа типа I.
Аналогичную теорию Макки построил для симметричных представле-
ний колец с инволюцией. Эти исследования продолжены и обобщены
в работах Глимма [2, 3], Диксмье (см. Диксмье [20]), Фелла [1–3],
Эрнеста [1], Эфроса [1] и других авторов, причем рассмотрены также
различные топологии в дуальном пространстве T . В частности, Дикс-
мье [18] показал, что для вполне регулярного кольца R следующие
условия эквивалентны:

1) дуальное пространство T стандартно;
2) борелевская структура на T счетно отделима (т. е. в T существует

счетный набор борелевских подмножеств, отделяющих точки на
T );

3) борелевская структура на T порождается открытыми множества-
ми;

4) R есть GCR-кольцо в терминологии Капланского [13] (R назы-
вается CCR-кольцом, если при любом неприводимом представ-
лении x → Ax кольца R все операторы Ax вполне непрерывны,
и GCR-кольцом, если в R есть композиционный ряд {Iα} дву-
сторонних идеалов, в котором все факторкольца Iα+1/Iα являют-
ся CCR-кольцами). Отметим, что теорию разложений в прямой
интеграл с использованием обобщенных функций на группе раз-
работали Г.И. Кац [2] и Морен [1].

Отметим также работу Васильева [1], в которой изучены симмет-
ричные кольца, все неприводимые симметричные представления кото-
рых конечномерны.



Добавление I

ЧАСТИЧНО УПОРЯДОЧЕННЫЕ МНОЖЕСТВА

И ЛЕММА ЦОРНА

Множество X называется частично упорядоченным, если для
некоторых пар его элементов определено соотношение x ≺ y, обладаю-
щее следующими свойствами:

1) x ≺ x;
2) если x ≺ y и y ≺ z, то x ≺ z;
3) если x ≺ y и y ≺ x, то x = y.
Вместо x ≺ y пишем также y � x.
Частично упорядоченное множество X называется направленным

книзу, если для каждых x, y ∈ X существует элемент z ∈ X такой,
что z ≺ x, z ≺ y; аналогично определяются множества, направленные
кверху. Отображение α→ xα направленного множества A в произволь-
ное множество X называется сетью в X с множеством индексов A
и обозначается {xα}α∈A или просто {xα}. Частично упорядоченное
множество X называется линейно упорядоченным, если для любых
двух различных x, y ∈ X либо x ≺ y, либо y ≺ x. Элемент x0 ∈ X
называется максимальным 1) в X, если не существует элемента x ∈ X,
x �= x0, удовлетворяющего условию x � x0. Элемент x называется
верхней границей множества A ⊂ X, если x ≺ x0 для всех x ∈ A.

Следующая лемма, равносильная аксиоме выбора Цермело (см.,
например, Биркгоф [1], гл. III, § 6), имеет многие применения в функ-
циональном анализе и других областях математики.

Л емм а Ц орн а. Если в частично упорядоченном множестве X
каждое линейное упорядоченное подмножество имеет в X верхнюю
границу, то X содержит максимальный элемент.

Очевидно, в формулировке этой леммы можно верхнюю границу
заменить нижней, и тогда максимальный элемент — минимальным.

1) Это понятие отличается от понятия наибольшего элемента. Элемент x0 ∈
∈ X называется наибольшим в X, если x ≺ x0 для всех x ∈ X. Наибольший
элемент максимален, но обратное, вообще говоря, неверно.



Добавление II

БОРЕЛЕВСКИЕ ПРОСТРАНСТВА

И БОРЕЛЕВСКИЕ ФУНКЦИИ

Пусть T — произвольное множество. Борелевской структурой
на T называется семейство � подмножеств множества T , удовлетворя-
ющее следующим условиям:

1). Если конечное или счетное число множеств Bj ∈ � , то также⋂
j
Bj ∈ � и

⋃
j
Bj = � ;

2). Если B ∈ � , то T −B ∈ � ;
3). ∅ ∈ � .
Каждое из множеств B ∈ � называется борелевским. Множество

T вместе с борелевской структурой � на нем называется борелевским
пространством. Каждое борелевское множество B0 борелевского про-
странства T является борелевским пространством, если считать его
борелевской структурой совокупность всех B ⊂� , содержащихся в B0.

Если F — произвольное семейство подмножеств множества T ,
то существуют семейства подмножеств, содержащие F и удовлетво-
ряющие условиям 1)–3), например совокупность всех подмножеств
множества T . Пересечение всех таких семейств, содержащих F , есть
минимальное семейство, удовлетворяющее условиям 1)–3) и содер-
жащее F ; оно называется борелевской структурой, порожденной
семейством F .

Пусть T1 и T2 — два борелевских пространства. Отображение f
множества T1 в T2 называется борелевским, если f−1(B2) — борелев-
ское множество в T1 для каждого борелевского множества B2 из T2.
Взаимно однозначное отображение f пространства T1 на T2 называется
борелевским изоморфизмом, если f и f−1 — борелевские отображе-
ния. Два борелевских пространства T1 и T2 называются борелевски
изоморфными, если существует борелевский изоморфизм T1 на T2.

Борелевская структура � топологического пространства T называ-
ется порожденной топологией этого пространства, если � порождена
семейством всех его замкнутых множеств; из условий 2) и 3) следует,
что замкнутые множества можно заменить открытыми. В дальней-
шем под борелевской структурой в топологическом пространстве T
мы всегда будем понимать борелевскую структуру, порожденную его
топологией.

Важным примером является пространство B(H) со слабой опера-
торной топологий (см. п. 1 § 33).
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В дальнейшем в этом добавлении мы рассматриваем тот случай,
когда T — локально бикомпактное хаусдорфово пространство.

Если I — интеграл на T и μ — соответствующая мера, то μ-изме-
римые множества образуют семейство M , удовлетворяющее условиям
1)–3) и содержащее все открытые множества (см. п. 9 § 6); но � есть
минимальное семейство, удовлетворяющее условиям 1–3 и содержащее
все открытые множества; поэтому � ⊂M , т. е. борелевские множества
измеримы относительно любого интеграла I.

Вещественная функция f называется борелевской, если при любом
вещественном a множество {t: f(t) > a} борелевское 1). Комплексная
функция f называется борелевской, если Re f и Im f — борелевские
функции. Из этих определений следует, что предложения II–VII п. 10
§ 6 сохраняют силу, если в них измеримые множества и измеримые
функции заменить соответственно борелевскими множествами и бо-
релевскими функциями. Кроме того, вещественные функции, полуне-
прерывные сверху или снизу, являются борелевскими, ибо в случае
(например) полунепрерывной снизу функции f множество {t; f(t) > a}
открыто.

Пусть теперь I — интеграл на T , μ — соответствующая мера и L1 =
= L1(I). Применяя к функции f ∈ L1(I) предложение IX, п. 7 § 6,
заключаем:

Для каждой функции f ∈ L1(I) существует такое множество
N ⊂ T μ-меры нуль и такая борелевская функция z, что f(t) = z(t)
для всех t ∈ T −N .

1) Нетрудно доказать, что это определение является частным случаем дан-
ного выше определения борелевского отображения, когда T2 = R1 с обычной
топологией. Доказательство мы предоставляем читателю.



Добавление III

АНАЛИТИЧЕСКИЕ МНОЖЕСТВА

Пусть N — множество всех натуральных чисел; с расстоянием
ρ(m, n) = |m − n| при m, n ∈ N оно является полным сепарабельным
метрическим пространством. Тогда NN (см. п. 15 § 2) — метрическое
пространство всех последовательностей m = {mk}, mk ∈ N , с рассто-
янием

ρ(m, n) =
∞∑
k=1

1

2
k

|mk − nk|
1 + |mk − nk| , m = {mk}, n = {nk} ∈ N.

В силу II и III п. 15 § 2 NN — полное сепарабельное метрическое
пространство.

I. Всякое полное сепарабельное метрическое пространство X
есть непрерывный образ пространства NN .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для каждого ε > 0 существует покрытие
пространства X счетным множеством замкнутых шаров диаметром < ε

(см. VI п. 13 § 2). Построим такое покрытие для ε1 =
1

2
и занумеруем

как-нибудь шары этого покрытия; шар с номером m1 обозначим через
f(m1). Далее, каждый шар f(m1) покроем счетным числом замкнутых

шаров диаметра < ε2 =
1

22
и занумеруем как-нибудь все эти шары.

Пересечение с f(m1) шара с номером m2 обозначим через f(m1, m2).
Продолжая это построение, мы каждому набору {m1, . . . , mp} отне-

сем замкнутое множество f(m1, . . . , mp) с диаметром <
1

2
p . Каждой

точке m = (m1, m2, . . .) ∈ NN будет тогда отвечать последователь-
ность f(m1) ⊃ f(m1, m2) ⊃ . . . замкнутых множеств с диаметрами → 0.
Поэтому существует в точности одна точка x, общая для всех этих
множеств (см. II п. 13 § 2), которую обозначим через ϕ(m). Таким
образом мы построили отображение ϕ: NN → X. Ясно, что каждая
точка x ∈ X таким образом получается. Итак, X = ϕ(NN ).

Если для m, n ∈ NN расстояние ρ(m, n) <
1

2
p+1

, то m1 = n1, . . .

. . . , mp = np. Это означает, что точки x = ϕ(m) и y = ϕ(n) принадлежат

одному и тому же множеству f(m1, . . . , mp) диаметра <
1

2p , и потому

ρ(x, y) <
1

2
p . Тем самым доказано, что отображение ϕ непрерывно.
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II. Всякое бикомпактное хаусдорфово пространство T со счет-
ной базой метризуемо и притом так, что при введенной метри-
ке оно становится полным сепарабельным метрическим простран-
ством.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть {Uk} — счетная база в T . Рассмотрим
всевозможные пары P = {Uk, Uj}, удовлетворяющие условию Uk ⊂ Uj ,
и занумеруем их как-нибудь в виде последовательности P1, P2, . . ., так
что Pn = {Ukn

, Ujn}, Ukn
⊂ Ujn . Так как T нормально, то, согласно

лемме Урысона, для каждой пары Pn существует непрерывная на T
вещественная функция fn(t), удовлетворяющая условиям

0 � fn(t) � 1, fn(t) = 0 на Ukn
,

fn(t) = 1 на T − Ujn (1)

(см. I и II п. 8 § 2). Каждой точке t ∈ T поставим в соответствие

последовательность x = {x1, x2, . . .}, где xn =
1

n
fn(t), и положим

x = ϕ(t). В силу (1)
∞∑
n=1

x2n < ∞, так что x ∈ l2. Следовательно, ϕ

есть отображение пространства T в сепарабельное метрическое (и даже
гильбертово) пространство l2 (см. пример 3 п. 1 § 4). Это отображение
взаимно однозначно. Действительно, пусть t1 �= t2. Тогда существует
такая окрестность Uj точки t1, что t2 /∈ Uj . В силу нормальности про-
странства T существует окрестность Uk точки t1 такая, что Uk ⊂ Uj .
Но в таком случае (Uk, Uj) есть одна из пар Pn. Пусть (Uk, Uj) = Ps.
В силу (1) fs(t1) = 0, ибо t1 ∈ Uk ⊂ U j и fs(t2) = 1, ибо t2 /∈ Uj .

Поэтому, полагая ϕ(t1) = x(1) = {x(1)
k }, ϕ(t2) = x(2) = {x(2)

k }, имеем

x
(1)
s = 0, x

(2)
s =

1

s
, откуда

[ρ(x(1), x(2)]2 =
∞∑
k=1

|x(1)
k − x

(2)
k |2 � |x(1)

s − x(2)
s | =

1

s2
�= 0 и x(1) �= x(2).

Докажем непрерывность отображения ϕ. Пусть t0 ∈ T и ε > 0.

Выберем номер n1 так, чтобы
∞∑

k=n1+1

1

k2
<

ε2

8
, а затем окрестность U(t0)

так, чтобы

|fk(t) − fk(t0)| < ε√
2 c

при k = 1, 2, . . . , n1,

где c2 =
∞∑
k=1

1

k2
. Тогда при t ∈ U(t0)

[ρ(ϕ(t), ϕ(t0))]
2 =

n1∑
k=1

1

k2
|fk(t) − fk(t0)|2 +

∞∑
k=n1+1

|fk(t) − fk(t0)|2 <

<
ε2

2c2

n1∑
k=1

1

k2
+ 4

∞∑
k=n1+1

1

k2
<

ε2

2
+

ε2

2
= ε2
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и, следовательно, ρ(ϕ(t), ϕ(t0)) < ε. Этим доказана непрерывность
отображения ϕ. Но тогда ϕ — гомеоморфизм, ибо T бикомпактно
(см. V п. 7 § 2). Поэтому ϕ(T ) замкнуто в l2 (II п. 7 § 2) и, следо-
вательно, есть полное сепарабельное (см. IV п. 13 § 2) метрическое
пространство, гомеоморфное пространству T .

Пусть теперь X — полное сепарабельное метрическое пространство.
Множество A ⊂X называется аналитическим (или суслинским), если
оно является непрерывным образом некоторого полного сепарабельного
метрического пространства P . Пустое множество будем по определе-
нию считать аналитическим.

Из этого определения непосредственно следует, что:
1) всякое замкнутое подмножество в X есть аналитическое мно-

жество;
2) непрерывный образ (в полном сепарабельном метрическом про-

странстве) аналитического множества есть аналитическое
множество.

Кроме того:
3) всякое открытое множество U в X есть аналитическое мно-

жество.

До к а з а т е л ь с т в о. Положим F = X − U и для x, y ∈ U

ρ′(x, y) = ρ(x, y) +
∣∣[ρ(x, F )]−1 − [ρ(y, F )]−1

∣∣,
где

ρ(x, F ) = inf
z∈F

ρ(x, z).

Так как F замкнуто, то ρ(x, F ) > 0 при x ∈ U . Действительно, в про-
тивном случае существует последовательность zn ∈ F , для которой
ρ(x, zn) → 0. Но тогда, вопреки условию, x ∈ F . Очевидно, ρ′ удо-
влетворяет всем аксиомам расстояния, так что U с расстоянием ρ′

есть метрическое пространство; обозначим его U ′. Так как ρ � ρ′, то
тождественное отображение U ′ на U непрерывно.

Покажем, что U ′ полно. Пусть {xn} — фундаментальная после-
довательность в U ′. Так как ρ � ρ′, то {xn} фундаментальна в X,
следовательно, сходится в X к некоторому x ∈ X (напомним, что X
полно). С другой стороны, в силу (1) числа ρ(xn, F ) ограничены снизу
положительной константой, ибо множество ρ′(xn, xm), n, m = 1, 2, . . .,
ограничено; поэтому x ∈ U . Пусть ε > 0; существует такой номер n0,
что

ρ′(xm, xn) = ρ(xm, xn) + |ρ(xm, F )−1 − ρ(xn, F )−1| < ε

при n, m > n0. Переходя в этом неравенстве к пределу при m → ∞
и фиксированном n � n0, получим, что

ρ′(x, xn) = ρ(x, xn) +
∣∣[ρ(x, F )]−1 − [ρ)xn, F )]−1

∣∣ � ε.

Таким образом, xn → x в U .
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Остается показать, что U ′ сепарабельно. Так как X сепарабельно,
то в U содержится плотная последовательность {zn}. Она будет плотна
и в U ′. Действительно, пусть x ∈ U ′. Существует подпоследователь-
ность {znk}, для которой ρ(znk

, x) → 0. Но тогда 1) ρ(znk
, F ) → ρ(x, F ),

и следовательно, ρ′(znk
, x) → 0.

Наконец:
4) объединение и пересечение конечного или счетного семейства

аналитических подмножеств Aj полного сепарабельного мет-
рического пространства X есть аналитическое множество.

Действительно, пусть Aj = fj(Pj), где Pj — полные сепарабельные
метрические пространства с метрикой ρj(x, y), которые можно считать
попарно непересекающимися, а fj — непрерывные отображения Pj в X.
Тогда P =

⋃
j
Pj — также полное сепарабельное метрическое простран-

ство, если наделить его расстоянием ρ(x, y) = 1 при x ∈ Pj , y ∈ Pk,
j �= k, и ρ(x, y) = max{ρj(x, y), 1} при x, y ∈ Pj , полагая f(x) = fj(x)
при x ∈ Pj , получим, что f

(⋃
j
Pj
)

=
⋃
j
Aj , f — непрерывное отобра-

жение P в X и, следовательно,
⋃
j
Aj — аналитическое множество.

Далее, если пересечение множеств Aj пусто, то оно по определению
аналитично. Пусть

⋂
j
Aj �= ∅ и P ′ =

∏
j
Pj — топологическое произве-

дение пространств Pj . Тогда P
′ — полное сепарабельное метрическое

пространство (см. II и III п. 15 § 2). Пусть Q — множество всех
{xn} ∈ P ′, для которых fm(xm) = fn(xn) при всех m, n. Тогда Q
замкнуто в P ′ и потому — также полное сепарабельное метрическое
пространство. Полагая pm({xn}) = xm и обозначая через f сужение
fm · pm на Q, заключаем, что f не зависит от m, f непрерывно
и f(Q) =

⋂
j
Aj . Следовательно,

⋂
j
Aj аналитично.

Пусть теперь � — борелевская структура в X, рассматриваемом
как топологическое пространство, и A — семейство всех аналитических
множеств в X, дополнения которых также аналитичны 2). В силу 4)
семейство A удовлетворяет условиям 1)–3), сформулированным в до-
бавлении II (напомним, что ∅ ∈ A), а в силу 1) и 3) A содержит все

1) Из неравенства треугольника

ρ(x, z) � ρ(x, y) + ρ(y, z)

при фиксированных x, y ∈ U и произвольном z ∈ F следует, что

ρ(x, F ) � ρ(x, y) + ρ(y, F ),

откуда ρ(x, F ) − ρ(y, F ) � ρ(x, y). Меняя ролями x и y, заключаем, что
|ρ(x, F ) − ρ(y, F )| � ρ(x, y). В частности, |ρ(xn, F ) − ρ(x, F )| � ρ(xn, x) → 0
при n → ∞.

2) Отметим, что дополнение к аналитическому множеству может не быть
аналитическим.
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замкнутые (и все открытые) множества в X. Так как � — минималь-
ное семейство, удовлетворяющее всем этим условиям, то � ⊂ A 1), сле-
довательно, всякое борелевское множество в X есть аналитическое
множество, поэтому непрерывный образ борелевского множества
есть аналитическое множество.

Пусть F — бикомпактное топологическое пространство. Обозначим
через Kσδ всякое множество в F вида B1 ∩B2 ∩B3 ∩ . . ., где каждое Bk
есть объединение не более чем счетного числа компактных множеств.

Отметим, что в полном сепарабельном метрическом пространстве
компактность совпадает с бикомпактностью (см. сноску на с. 61).

III. Если аналитическое множество A в полном сепарабельном
метрическом пространстве X предкомпактно, то существуют
компактное метрическое пространство F , множество B ⊂ F типа
Kσδ и непрерывное отображение пространства F в X такие, что
A = f(B).

До к а з а т е л ь с т в о. Заменяя пространство X множеством A, мож-
но считать, что X компактно. Пусть g — непрерывное отображение
пространства NN на A. Обозначим через R вещественную прямую

с присоединенной бесконечно удаленной точкой и через R
N

тополо-
гическое произведение счетного числа экземпляров пространства R.

Так как R бикомпактно, то R
N

бикомпактно 2) (см. IV п. 1 § 2). Про-
странство NN можно рассматривать как подпространство компактного

метрического пространства R
N
.

Пусть Qn ⊂ R — объединение отрезков Ikn длины 1/n с центрами
в целых точках k; положим Gn = Qn × Qn × . . . × Qn × R × R × . . .
. . . (n раз Qn). Тогда каждое Gn есть объединение счетного числа за-

мкнутых множеств Ink1 × . . .× Inkn
×R ×R× . . . в R

N
и
⋂
n
Gn = NN .

Пусть B — график g в NN ×X, B — его замыкание в компактном

пространстве F = R
N ×X и f — проектирование пространства F на

X. Тогда A = f(B). Так как B замкнуто в NN ×X (ибо g непрерывно),
то B = B ∩ (NN ×X). Следовательно,

B = [B ∩ (G1 ×X)] ∩ [B ∩ (G2 ×X)] ∩ . . . ,

причем каждое B ∩ (Gn ×X) есть объединение счетного числа замкну-
тых и потому компактных множеств в F .

IV. Всякое аналитическое множество A в бикомпактном хау-
сдорфовом пространстве X со счетной базой измеримо (относи-
тельно любого интеграла I на X).

1) Можно показать, что A = � , но нам это не понадобится.
2) R

N
также полное метрическое компактное пространство в силу II.
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До к а з а т е л ь с т в о. В силу II X можно считать полным сепара-
бельным метрическим пространством. Так как A содержится в ком-
пактном X, то A предкомпактно. В силу III существуют компактное
метрическое пространство F , его непрерывное отображение f в X
и семейство компактных множеств Bn,p, n, p = 1, 2, . . ., в F таких, что
A = f(B), где B = B1 ∩B2 ∩ . . . и Bn = Bn, 1 ∪Bn, 2 ∪ . . ..

Очевидно, можно считать, что Bn, 1 ⊂ Bn, 2 ⊂ . . . для каждого n.
Пусть μ — мера, определенная данным интегралом, μ — соответ-

ствующая внешняя мера, т. е. μ(C) = I(ξC) для произвольного мно-
жества C ⊂ X (см. п. 5 § 6). Докажем, что для каждого a < μ(A)
существует такое компактное множество C ⊂ B, что μ(f(C)) � a.
Поскольку f(C) компактно, предложение IV будет доказано.

Для построения множества C покажем, что существует такая по-
следовательность индексов p1, p2, . . ., что множество C = B ∩ B1,p1 ∩∩ . . . ∩ Bn,Pn

удовлетворяет условию μ(f(Cn)) > a для каждого n.
Пусть Bi,pi

уже определено при i < n. Так как Cn−1 ⊂ B ⊂ Bn,
то Cn−1 = (Cn−1 ∩ Bn, 1) ∪ (Cn−1 ∩ Bn, 2) ∪ . . .; следовательно (см. (3)
п. 5 § 6), μ(f(Cn−1 ∩ Bn,k)) → μ(f(Cn−1)) при k → ∞, и потому
μ(f(Cn−1 ∩Bn,pn

)) > a при некотором pn.
Положим теперь C = B1,p1 ∩ B2,p2 ∩ . . .; C не пусто и компактно

как пересечение убывающей последовательности непустых компактных
множеств B1,p1 ∩ . . .Bn,pn

; следовательно, f(C) компактно и есть пе-
ресечение множеств f(B1,p1 ∩ . . . ∩Bn,pn

) 1). Отсюда

μ(f(C)) = lim
n→∞

μ(f(B1,p1 ∩ . . . ∩Bn,pn
)) �

� lim
n→∞

μ(f(B ∩B1,p1 ∩ . . . ∩Bn,pn
)) = lim

n→∞
μ(f(Cn)) � a.

Кроме того, так как Bn,pn
⊂ Bn, то C =

⋂
n
Bn,pn

⊂ ⋂
n
Bn = B.

Вернемся теперь к пространству NN и упорядочим его лексикогра-
фически 2). Тогда

1) Действительно, полагая Qn = B1,p1
∩ . . . ∩ Bn,pn , имеем: Q =

∞⋂
n=1

Qn

и f(Q) ⊂
∞⋂

n=1

f(Qn). Обратно, если x ∈
∞⋂

n=1

f(Qn), то для каждого n суще-

ствует tn ∈ Qn ⊂ F такое, что x = f(tn). Так как F компактно, то суще-
ствует подпоследовательность tnk

, сходящаяся к некоторому t0 ∈ F . Очевидно,

t0 ∈
∞⋂

n=1

Qn = Q и f(t0) = lim
k→∞

f(tnk
) = x, так что x ∈ f(Q). Тем самым

доказано, что f(Q) =
∞⋂

n=1

f(Qn).

2) Это означает, что мы будем считать m < n (m, n ⊂ N), если m1 < n1 или
m1 = n1, m2 < n2, . . ., вообще, если при некотором целом k � 1 mj = nj при
j � k и mk+1 < nk+1.

20 Наймарк М.А.
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V. Всякое непустое замкнутое множество F в NN имеет наи-
меньший элемент.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть p1 — наименьшее из чисел n1, для
которых (n1, n2, n3, . . .) ∈ F при некоторых n2, n3, . . .; далее, пусть
p2 — наименьшее из чисел n2, для которых (p1, n2, n3, . . .) ∈ F
при некоторых n3, . . .. Повторяя это построение, получим точку
p = (p1, p2, . . .) ∈ NN , которая не больше любого n ∈ F . Кроме того,
из построения видно, что p — точка прикосновения множества F ,
и потому p ∈ F .

Пусть T , S — топологические пространства, T локально биком-
пактно, I — интеграл на T , μ — соответствующая мера. Отображение
s = f(t) из пространства T в S будем называть μ-измеримым, если
оно определено на μ-измеримом множестве T ′ ⊂ T и прообраз каждого
открытого множества из S есть μ-измеримое множество в T .

Отсюда непосредственно следует
VI. Если f1 — непрерывное отображение пространства S в про-

странство S1, а f — измеримое отображение пространства T в S,
то отображение f1 · f пространства T в S1 измеримо.

В частности, проектирование p(t, s) = s есть непрерывное отобра-
жение пространства T × S на S; поэтому

VII. Отображение f пространства T в S измеримо, если изме-
римо отображение t→ {t, f(t)} пространства T в T × S.

VIII. Пусть Q — счетное множество всех точек в NN , все коор-
динаты которых, начиная с некоторой, равны нулю. Тогда каждое
открытое множество U в NN есть объединение интервалов [m, n),
где m, n ∈ Q.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть p = (p1, p2, . . .) ∈ U . Тогда существует
такой индекс k, что все точки q = (p1, . . . , pk, qk+1, . . .) ∈ U . Полагая
m = (p1, . . . , pk, pk+1, 0, 0, . . .), n = (p1, . . . , pk, pk+1 + 1, 0, . . .), мы
видим, что p ∈ [m, n) ⊂ U .

IX. Пусть T , X — полные сепарабельные метрические простран-
ства, T бикомпактно, T ′ ⊂ T и каждой точке t ∈ T поставлено
в соответствие подмножество Xt ⊂ X, непустое при t ∈ T ′, так,
что совокупность A всех пар {t, x}, t ∈ T , x ∈ Xt, для которых Xt не
пусто, есть аналитическое множество в T ×X. Тогда существуют
μ-измеримое множество T ′′ ⊂ T , содержащее T ′, и μ-измеримое
отображение множества T ′′ в X такие, что f(t) ∈ Xt для всех
t ∈ T ′′.

До к а з а т е л ь с т в о. В силу VII достаточно построить μ-измеримое
множество T ′′ ⊃ T ′ и такое μ-измеримое отображение ϕ множества
T ′′ в A ⊂ T ×X, что p1ϕ(t) = t, где p1 — проектирование на первую
компоненту: p1(t, x) = t. Но A есть непрерывный образ пространства
NN : A = ρ(NN ), поэтому g = p1 · ψ есть непрерывное отображение
пространства NN на некоторое множество T ′′ ⊃ T ; T ′′ аналитично
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и потому, согласно IV, измеримо. В силу VI нам достаточно построить
такое μ-измеримое отображение h множества T ′′ на NN , чтобы g · h
было тождественным отображением на T ′′. Тогда ϕ = ψ · h будет удо-
влетворять поставленным требованиям. Так как g непрерывно, то для
любого t ∈ T ′′ множество g−1({t}) не пусто и замкнуто в NN ; пусть
h(t) — его наименьший элемент (см. V). Тогда g · h — тождественное
отображение на T ′′, и остается доказать, что h μ-измеримо. Для это-
го достаточно показать, что h−1(U) измеримо для любого открытого
множества U ⊂ NN . Согласно VIII вместо этого достаточно устано-
вить, что измеримо каждое множество h−1{m: m < n} для каждого
n ∈ NN 1). Но это множество совпадает с g{m: m < n}; как непрерыв-
ный образ открытого множества {m: m < n} из NN оно аналитично
и поэтому μ-измеримо.

Предложение IX является частным случаем теоремы Лузина–Янко-
ва (см., например, Янков [1] или Арсенин и Ляпунов [1]).

1) Действительно, для любых m, n ∈ NN выполняется одно из соотношений
m = n, m < n, m > n, и потому при m < n

{p: m � p < n} = {p: p < n} − {p: p < m}.

20*
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2. Les algébres à inverse continu. — C.R. Paris 238 (1954), 640–641.
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Math. Acad. Serbe Sci. 10 (1956), 53–58.
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tion. — Ann. École Norm. Sup. 83 (1966), 1–52.

Гл е з е р (G l a e s e r G .)
1. Sur le théorème du prolongement de Whitney. — C.R. Acad. Sci. Paris 245

(1957), 617–619.
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math. 1964–1965, 17, 30 (1966), 291-01—291-10.
К а х а н и С а л ем (K a h a n e J . P . , S a l em R .)
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groups. — Tôhoku Math. J. 15 (1963), 182–186.
3. A new group algebra for locally compact groups. I, II. — Amer. J. Math.
86 (1964), 467–492; Canad. J. Math. 17 (1965), 604–615.

4. The representation lattice of a locally compact group. — Illinois J. Math.
10, 1 (1966), 127–133.



666 Список литературы

5. The big group algebra. — Тезисы докл. на Матем конгр., Москва, 1966,
сер. Функциональный анализ, 11.

Э фр о с (E f f r o s E . G .)
1. A decomposition theory for representations of C∗-algebras. — Trans. Amer.

Math. Soc. 107, 1 (1963), 83–106.
2. Order ideals in a C∗-algebras and its dual. — Duke Math. J. 30, 3 (1963),

391–411.
3. The Borel space of von Neumann algebras on a separable Hilbert space. —

Pacif. J. Math. 15, 4 (1965), 1153–1164.
Юд (Yo o d B .)

1. On ideals in operator rings over Banach spaces. — Bull. Amer. Math. Soc.
53 (1947), 281.

2. Banach algebras of bounded functions. — Duke Math. J. 16 (1949), 151–
163.

3. Transformations between Banach spaces in the uniform topology. — Ann.
Math. 50 (1949), 486–503.

4. Banach algebras of continuous functions. — Amer. J. Math. 73 (1951),
30–42.

5. Topological properties of homomorphisms between Banach algebras. —
Amer. J. Math. 76 (1954), 155–167.

6. Difference algebras of linear transformations on a Banach space. — Pacif.
J. Math. 4 (1957), 615–636.

7. Periodic mappings on Banach algebras. — Amer. J. Math. 77 (1955), 17–28.
8. Faithful representations of normed algebras. — Pacif. J. Math. 10, 1 (1960),

345–363.
Я н ко в В .

1. Об униформизации A и B множеств. — ДАН СССР 30 (1941), 591–592.

До п ол н е н и я п ри кор р е к т у р е

Б а де и Кё р т и с (B a d e W. G . , C u r t i s P . C .)
1∗. Embedding theorems for commutative Banach algebras. — Pacif. J. Math.

18, 3 (1966), 391–409.
В о вд е н (Vowd en B . J .)
1∗. On the Gelfand–Neumark theorem. — J. London Math. Soc. 42, 4 (1967),

725–731.
Го рдо н (G o r d o n H .)
1∗. The maximal ideal space of a ring of measurable functions. — Amer. Math.

J. 88, 4 (1966), 827–843.
Го р и н Е . А . , Л и н В . Я .
1∗. Об одном условии на радикал банаховой алгебры, обеспечивающем силь-

ную разложимость. — Математич. заметки 2, 6 (1967), 589–592.
Гр а мш (G r am s c h B .)
1∗. Eine Idealstruktur Banachscher Operatorenalgebra. — J. reine and angew.

Math. 225 (1967), 97–115.
Джон с о н (J o h n s o n B . E .)
1∗. A commutative semisimple annihilator Banach algebra which is not dual. —

Bull. Amer. Math Soc. 73, 3 (1967), 407–409.
2∗. The uniqueness of the (complete) norm topology. — Bull. Amer. Math. Soc.

73, 4 (1967), 537–539.



Список литературы 667

Домбр е (D h omb r e s J .)
1∗. Caracterisation d’une classe de transformation semi-multiplicatives. — C.R.

Acad. Sci., Paris 264 (1967), A–113–116.
Ду н к а н (D u n c a n J .)
1∗. The continuity of the involution on Banach’-algebras. — J. London. Math.

Soc. 41, 4 (1966), 701–706.
Мюл л и н с (Mu l l i n s R . E .)

1. The essential set of function algebras. — Proc. Amer. Math. Soc. 18,
2 (1967), 271–273.

П ау э р с (Powe r s R . T .)
1. Representations of uniformly hyperfinite algebras and von Neumann

rings. — Ann. Math. 86, 1 (1967), 138–171.
П е л ч и н с к и й (Pe l c z y n s k i A .)

1. Uncomplemented function algebras with separable. — Math. J. 33, 3 (1966),
605–612.

Ра дж и с в а р а и Ра о К . (R a j e swa r a , R a o K . V.)
1. On a generalised corona problem. — J. Analyse Math. 18 (1967), 277–278.

Ре й н уо т е р (Re i nwa t e r J .)
1. A remark on regular Banach algebras. — Proc. Amer. Math. Soc. 18,

2 (1967), 255–256.
Э йд л и н
1∗. О топологической характеристике пространства максимальных идеалов

банаховой алгебры. — Вестн. Ленингр. ун-та 13 (1967), 173–174.



Именной указатель

Адельсон-Вельский Г.М., 575, 599,
612

Айдельгайт (Eidelheit М.), 612
Аким Э.Л., 619
Акутович (Akutowic E. J.), 612
Аллан (Allan G. R.), 612
Аллен (Allen N. S.), 612
Анастасио (Anastasio S.), 612
Анзаи (Anzai H.), 612
Араки (Araky Н.), 612
Аренс (Arens R.), 206, 272, 278, 284,

419, 612, 613
Аренсон Е.Л., 281, 613
Арсенин В.Я., 611, 613
Аурора (Aurora S.), 613
Ахиезер Н.И., 302, 580, 613

Баде (Bade W.G.), 246, 613, 666
Банах (Banach S.), 34, 92, 100, 613
Баргман (Bargman V.), 613
Баум (Baum L.Е.), 614
Бауэр (Bauer H.), 614
Бейд (Beid G.А.), 614
Беккер (Becker Н.), 614
Берберян (Berberian S.К.), 614
Березанский Ю.М., 331, 614
Березин Ф.А., 621
Берксон (Berkson Е.), 614
Берлинг (Beurling А.), 614
Бинген (Bingen F.), 615
Биркгоф Г., 601, 615
Бишоп (Bishop Е.), 281, 282, 284,

615
Блер (Blair А.), 615
Блюм (Blum Е.К.), 243, 616
Болус (Bolus М.), 408, 616
Боненблуст (Bonnenblust Н. F.), 36,

616
Бонсолл (Bonsall F. F.), 419, 616
Борчерс (Borchers Н. J.), 573

Бохнер (Bochner S.), 616
Браудер (Browder А.), 284, 616
Бредон (Bredon G.Е.), 430, 616
Брело (Brelot М.), 284, 616
Бродский М.Л., 598, 617
Броконьер (Broconnier J.), 617
Бруаз (Broise М.), 617
Брюа (Bruhat F.), 617
Бук (Buck R.), 617
Бурбаки (Bourbaki N.), 39, 61, 114,

181, 279, 617
Буржен (Bourgin D.G.), 617
Бэр (Bear Н. S.), 617

Валбрук (Waelbroeck L.), 243, 615,
617

Варопулос (Varopoulos N. Th.), 221,
618

Васильев Н.Б., 600, 618
Вейерштрасс (Weierstrass К.), 52,

618
Вейль А. (Weil А.), 354, 517, 618
Вейль Г. (Weil Н.), 518, 647
Вендель (Wendel J.), 440, 618
Вермер (Wermer J.), 282–284, 618,

623, 625, 630, 638
Вернер (Werner S.), 495, 618
Верников И.X., 619
Вигнер (Wigner F.), 573, 629, 662
Видав (Vidav I.), 419, 619
Видом (Widom Н.), 619
Виленкин Н.Я., 331, 452, 619, 621
Вилсон (Willson А. В.), 620
Вильфсон (Wilfsohn А.), 620
Винер (Wiener N.), 13, 228, 264, 495,

620, 639, 649
Витушкин А. Г., 283, 620
Вовден (Vowden В. J.), 666
Вот (Vaught R. L.), 419, 634
Вудс (Woods Е. S.), 612



Именной указатель 669

Вулих Б. З., 620
Вулфсон (Wolfson К.), 620

Гальперин (Halperin I.), 620
Гамелин (Gamelin Т.), 620
Ганнинг (Gunning R.), 620
Гарднер Л. (Gardner L. Т.), 620
Гарднер М. (Gardner М.), 658
Гарнет (Garnet J.), 621
Гельфанд И.М., 13–14, 206, 210,

236, 238, 248, 268, 271, 272, 277,
284, 331, 346, 354, 419, 448, 452,
471, 517, 572, 597, 614, 621, 622

Генин (Guenin М.), 622
Герглотц (Herglotz G.), 485, 622
Герц (Herz С. S.), 622, 638
Герштейн (Herstein I.N.), 622
Гика (Ghika А.), 622
Гильберт (Hilbert D.), 551, 636
Гинзбург Ю.П., 622
Гиршфельд (Hirschfeld R.), 622
Гишарде (Fuichardet A.), 598, 622
Глазман И.М., 302, 580, 613
Глезер (Glaeser G.), 246, 623
Гликсберг (Glicksberg I.), 623
Гликфельд (Glickfeld В.W.), 623
Глимм (Glimm J.), 408, 600, 623
Глисон (Gleason А.М.), 624
Годман (Godemant R.), 14, 354, 455,

476, 517, 570, 572, 599, 624
Голди (Goldie А.W.), 419, 616
Голдман (Goldman М.), 624
Голема (Golema К.), 624
Голодец В.Я., 624
Гольдхабер (Goldhaber J. К.), 624
Гончар А.А., 625
Гордон (Gordon Н.), 666
Горин Е.А., 283, 625
Гофман (Hoffman К.), 280, 283, 625
Гохберг И.Ц., 243, 349, 625
Граев М.И., 331, 452, 517, 597, 614,

621, 625
Грамш (Gramsch В.), 626, 666
Гринлиф (Greenleaf F. Р.), 440, 626
Гриффин (Griffin Е.), 568, 626
Гров (Grove L. С.), 626
Гротендик (Grothendick А.), 626
Грушин В. В., 626
Гулик (Gulic S. L.), 626

Гуляницкий (Hulanicki), 626
Гурарий В.П., 626
Гуревич А., 626

Даниэль (Daniell Р. J.), 627
Данфорд (Dunford N.), 302–304,

354, 627
ван Данциг (van Dantzig D.), 627
Дарсоу (Darsow W.F.), 627
Дельсарт (Delsarte J.), 518, 627
Дени (Deny Y.), 627
Джеветт (Jewett R. I.), 408, 627
Джекобсон (Jacobson N.), 245, 284,

627
Джерисон (Jerison М.), 627
Джилмен (Gillman L.), 627
Джонсон (Johnson В. Е.), 376, 666
Диксмье (Dixmier J.), 419, 518, 557,

563, 567, 568, 572, 580, 583, 593,
599, 628, 632

Диткин В.А., 266, 628
Домар (Domar Y.), 628
Домбре (Dhombres J.), 667
Домрачева Г.И., 628
Донохью (Donoghue W.F.), 628
Допличер (Doplicher S.), 629
Дуади (Douady А.), 419, 628
Дьедонне (Dieudonné J. А.), 279, 629
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Фомин С.В., 599, 635, 644
Форелли (Forelli Р.), 659
Фрейндлих (Freundlich М.), 658
Фринк (Frink О.), 54, 663
Фриш (Frisch J.), 658
Фудзивара (Fujiwara К.), 659
Фукамия (Fukamiya М.), 272, 326,

419, 659
Фюрстенберг (Furstenberg Н.), 659

Хаар (Haar А.), 659
Халилов З.И., 659
Халмош (Halmos Р.R.), 181, 580,

659
Хан (Hahn Н.), 34, 659
Хариш-Чандра (Harish-Chandra),

517, 598, 659
Хартман (Hartman S.), 660
Хаузнер (Hausner А.), 660
Хаусдорф (Hausdorff F.), 57, 61
Хебле (Heble М.Р.), 660
Хейдер (Heider L. J.), 660
Хелгасон (Helgason S.), 660
Хелемский А.Я., 246, 660
Хельсон (Helson Н.), 660
Хенриксен (Henriksen М.), 627, 635,

661
Хиа Дао-Хинг (Xia Dao-Xing (Hsia

Tao-Hsing)), 661
Хилле (Hille Е.), 14, 661
Хинрич (Hinrich L.Н.), 661
Хирота (Shirota Т.), 664
ван Хов (van Hove L.), 661
Холладэй (Holladay J. С.), 661

Хонго (Hongo Е.), 661
Хохшильд (Hochschild G.), 661
Хургин Я.И., 661
Хьюит (Hewitt Е.), 518, 661, 665

Цаанен (Zaanen А.), 662
Целлер-Мейер (Zeller-Meier G.),

662
Цернер (Zerner М.), 662
Цесельский (Cieselsky Z.), 662
Цорн (Zorn М.), 601, 662
Цудзи (Tzuji К.), 662
Цукерман (Zuckerman Н.), 662
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Автоморфизм, 248, 311
Аддитивная группа вещественных

чисел, 420, 433, 479, 484, 486
— — комплексных чисел, 420, 433
— — целых чисел, 480, 484
Аксиома отделимости, 44
Аксиомы гильбертова пространства,

107
— замыкания, 40
— инволюции, 216
— метрического пространства, 56
Аннулятор идеала, 214
— — левый, правый, 375, 382
— множества, 87, 89
Антигомоморфизм колец, 197

База окрестностей точки, 39, 41
— топологического пространства, 39
Базис линейного пространства, 17
Бикомпактное расширение хаусдор-

фова пространства, 279, 280
Борелевская структура, 602

Вектор, 16
— инвариантный, 453
— максимальный, 579
— нормированный, 116
—, подчиненный вектору, 579
— циклический, 285, 304, 577, 579
Вектор-функция аналитическая, 89
— — в банаховом пространстве,

106–107
— измеримая, 180, 410
—, локально принадлежащая коль-

цу, 399
—, непрерывная относительно коль-

ца, 399
— эрмитова, 403
Винеровская пара колец, 240, 253
Внутренность множества, 39

Гиперплоскость, 24

— опорная, 38, 80

Главная единица, 523, 524, 528

— топологических пространств, 43,

45

Гомоморфизм групп, 420

— групповых колец, 440

— колец, 196, 225

— — канонический, 197

— непрерывный, 199, 212

— симметричный, 218, 374

Граница выпуклого множества, 29

— кольцевая, 249, 257, 284

— — вполне симметричного кольца,

257

— — регулярного кольца, 262

— минимальная, 282–284

— множества, 41

График оператора, 123

Группа, 420

— бикомпактная, 423, 432, 498, 507

— вещественных матриц вида∥∥∥∥ λ−1 μ

0 λ

∥∥∥∥, 433
— вращений окружности, 421, 481,

499

— G2, 449, 450

— дискретная, 422, 436, 498

— кольцевая, 517

— коммутативная, 420

— конечная, 434

— линейных преобразований пря-

мой, 421, 447, 448

— локально бикомпактная, 423, 433,

498

— Лоренца собственная, 449, 450

— преобразований множества, 421

— топологическая, 422
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Группа унимодулярная, 432
— характеров, 481
Групповое кольцо, 434
— — L1(G), 435, 436
— — локально бикомпактной груп-

пы, 439, 440, 493
— — — — коммутативной группы,

478
— — R(G2), 455

Диаметр множества, 57
Дизъюнктные представления, 598
Достаточная система мультиплика-

тивных полунорм, 278
— — полунорм, 70–72

Единица кольца, 184

Жорданова алгебра, 573

Закон умножения сферических
функций, 501

Замыкание идеала, 201, 202
— кольца равномерное, 49
— множества, 40, 66
— оператора, 124
— подкольца, 199

Идеал аннуляторного кольца,
376–382

— вполне непрерывных операторов,
182, 187, 347, 349

— вполне симметричного кольца,
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— гильбертова кольца, 390
— группового кольца, 439
— группового кольца коммутатив-

ной группы, 476, 478, 494, 498
— двусторонний, 188, 218
— — максимальный, 188
— — регулярный, 189
— — симметричный, 218
— замкнутый максимальный, 202,

377
— — минимальный, 377
— If

l , 289, 360
— кольца B(H), 347
— — вектор-функций, 396, 397

Идеал левый (правый), 187
— — максимальный, 188, 202

— — регулярный, 188

Идеал левый регулярный макси-

мальный, 189

— минимальный, 265, 266, 377

— — примарный, 265, 268, 277

— несобственный, 187

— приводящий, 309, 310, 356

— примарный, 246, 266, 267

— примитивный, 198, 260, 261
— симметричный, 218

Идемпотент, 377

— неприводимый, 381, 386

Изометричные пространства, 57, 120

Изоморфизм борелевский, 602

— групп, 420

— групповых колец, 440

— колец, 196, 198, 248

— — изометрический, 213, 256

— — непрерывный, 199
— — полный, 222, 271–273

— — пространственный, 560, 568,

580

— — симметричный, 218, 310, 311,

322, 323, 370

— — топологический, 199, 213, 248,

311

— линейных пространств, 18

— топологических линейных про-
странств, 66

Инвариантность класса фактора от-

носительно симметричного изо-

морфизма, 549, 550

Инволюция, 217, 218, 248, 271, 273

Интеграл, 141, 332, 333

—, абсолютно непрерывный относи-

тельно другого интеграла, 168

— векторной функции по мере, 180

— верхний, 144–146
— на группе инвариантный, 424, 431

— — — левоинвариантный, 424, 430

— — — правоинвариантный, 424,

430

— на прямом произведении про-

странств, 174

— ограниченный, 168
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Интеграл операторной функции по
мере, 181

— повторный, 176
— по Лебегу, 162
Интегральная формула Коши, 106

Каноническое разложение замкну-
того оператора, 339, 340

Квадратная блок-алгебра, 515
Квазиэквивалентные унитарные

представления, 598
Класс факторов бесконечный, 549
— — вполне бесконечный, 549
— — дискретный, 549
— — конечный, 549
— — непрерывный, 549
— эквивалентных векторов, 20
Клин, 87, 358
Кольцо, 49, 182
— A, 208, 232, 251, 254, 258, 280,

283, 326
— A(X), 183, 186
— аналитических функций на про-

странстве максимальных идеа-
лов, 244

— аннуляторное, 375, 376, 379, 382
— — полупростое, 380, 383
— — простое, 384, 386, 387
— банахово, 210
— без единицы, 184, 233, 267, 269,

331
— B(X), 183, 186
— B(H), 203, 219, 271, 285, 346,

355, 375
— вектор-функций вполне регуляр-

ное, 400
— —, замкнутое относительно умно-

жения на функции, 396, 398, 405
— — R(T , Rt), 395, 396
— — C(T , R), 398, 400
— — C∞(T , Rt), 395, 399
— вполне непрерывных операторов,

182, 187, 347, 349, 362, 392, 394
— — регулярное, 269, 323, 325, 368,

372, 418
— — симметричное, 355, 356, 366,

372, 419
— — — коммутативное, 254, 256,

274, 331, 338

Кольцо гильбертово, 389, 391
— групповое, 434
— — конечной группы, 434
— Dn(a, b), 229, 258, 268, 277
— Дирихле, 283
— дуальное, 376, 379, 384, 385, 394
— — вполне регулярное, 394
— W , 184, 208, 223, 227, 254, 258,

277
— Wm, 258, 277
GCR-кольцо, 600
— коммутативное, 182, 326
— мультинормированное, 278, 279
— нерадикальное, 195
— нормальное, 258, 263
— нормированное, 207
— — симметричное, 221
— операторов, алгебраически непри-

водимое, 317
— — неприводимое, 195, 317, 574
— — приводимое, 574
— — циклическое, 577
— полупростое, 194, 310, 362, 368
— приведенное, 309, 312, 356, 362
— примарное, 267
— примитивное, 198
— простое, 188
— радикальное, 195
— регулярное, 258, 263, 274, 284
— с вещественными образующими,

267
— с единицей, 184
— с конечным числом образующих,

235, 284
— с непрерывным квазиобратным,

206
— — обратным, 201
— — одной образующей, 235
— с радикалом, 246
—, сильно аппроксимирующее еди-

ницу, 221
— — разложимое, 246
— симметричное, 216, 271
— скаляров, 528
— слабо замкнутое, 523, 526–528
— — — минимальное, 523
— — —, сопряженное к множеству,

523
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GCR-кольцо со следом, 569, 571
— топологическое, 199
— унитарное, 569, 571
— — неприводимое, 571
— функций, 49, 227
— — равномерно замкнутое, 49
— X(A), 390–392
— C(X), C(T ), 183, 186, 208, 219,

228, 231, 232, 254, 258, 271, 276,
280–284

— C0(T ), 273, 278, 369, 370
— Ĉ(T ), 278
CCR-кольцо, 536
Коммутант, 200, 523, 526
Конус, 86, 87, 358, 371
Координаты вектора, 18
Коэффициенты Фурье вектора, 116
Критерий вполне симметричности,

254, 366, 369, 419

Лемма Урысона, 47
— Цорна, 601
— Шура, континуальный аналог,

415
— — обобщенная, 341
Линейная комбинация векторов, 17
— независимость векторов, 17
— — подпространств, 20
Линейная оболочка инвариантных

подпространств, 28
— — множества, 19
— — — замкнутая, 67

Матрица оператора, 22, 139–141
Матричные элементы неприводи-

мого унитарного представления
бикомпактной группы, 511, 512

Мера дифференцируемая, 457
— комплексная, 173
— множества, 154
— — внешняя, 147
— на группе инвариантная, 432
— — — левоинвариантная, 424, 430
— — — правоинвариантная, 424,

430
— спектральная, 293, 302, 303
Метрика, 56
Многочлен от оператора, 26

Многочлен тригонометрический на
группе, 471, 475

Множество аналитическое, 604,
606–608

— антисимметрии, 281
—, аппроксимирующее единицу,

221, 437, 477, 495
— бикомпактное, 43, 45
— борелевское, 293, 602
— второй категории, 60
— выпуклое, 28, 29, 68
— — в конечномерном простран-

стве, 80
— — в сопряженном пространстве,

81
— — поглощающее, 29, 68
— — — симметричное, 36
— замкнутое, 40
— — определяющее, 249
— — — минимальное, 249
— измеримое, 157
— компактное, 61
— линейно упорядоченное, 601
— локально нулевое, 158
— меры нуль, 154
— нигде не плотное, 59
— нулевое, 148
— ограниченное, 94
— открытое, 38
— первой категории, 59
— плотное, 41
— предкомпактное, 61
— пустое, 38
— симметричное, 36
— слабой аналитичности, 281
— совершенное, 41, 266
— суммируемое, 154
— частично упорядоченное, 601
— — — направленное, 601
Мультипликативная группа веще-

ственных чисел, 421
— — комплексных чисел, 421

Неравенство Беппо Леви, 111
— Бесселя, 117
— Коши–Буняковского, 108, 164,

220
— М. Крейна, 461
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Норма, 35, 90
— в факторпространстве, 91
— вполне регулярная, 269
— ограниченного оператора, 99
— регулярная, 307, 312, 313
— — минимальная, 311, 312, 322
— симметричная, 349
Нормировка относительной размер-

ности, 545
— — — стандартная, 549
Носитель интеграла, 333
— меры, 333
— функции, 142

Область значений оператора, 21
— определения оператора, 21
Обобщенный нуль, 308
Оболочка идеала, 260
Образ множества, 42
Общий вид линейного оператора из

Cm в Cn, 27
— — — функционала в C(a, b), 23
— — — — в Cm, 78
Окрестность точки, 39
Оператор, 21
— вполне непрерывный, 103–105,

298
— единичный, 25
— замкнутый, 124, 339
— изометрический, 120
— интегральный, 23
— конечномерный, 104
— конечный, 569
— линейный, 23
— неособенный, 340
— нормируемый, 557, 569
— нулевой, 24
— обратный, 26, 27
— ограниченный, 98, 129–132
— положительно определенный,

129, 298, 339
—, присоединенный к кольцу, 529,

568
— проектирования, 133–137, 286,

302, 347, 348
— — бесконечный, 535
— — конечный, 535
— самосопряженный, 128, 305

Оператор сдвига, 24
— симметрический, 128
— сопряженный, 91, 125
— спектральный, 302
— — скалярного типа, 303
— унитарный, 120
— частично изометрический, 138
— эрмитов, 127, 298
Операция обобщенного сдвига, 503
— — — коммутативная, 503
— — — нормальная, 503
Описание замкнутых идеалов

в Dn(a, b), 277
— — — в полном вполне регулярном

коммутативном кольце, 277
— — — в C M, 275
— максимальных идеалов с помо-

щью положительных функцио-
налов, 360

— факторов, 562–564
Опорное многообразие, 83–84
— — минимальное, 84
— — размерности нуль, 83
Ортогональное дополнение, 110, 286
Ортогональные векторы, 110, 115
— множества, 110
Ортонормальные векторы, 116
Относительная размерность, 542,

544, 547
— эквивалентность пространств,

531
Относительный след, 550–554, 557
Отображение борелевское, 602
— взаимно однозначное, 42
— гильбертовых пространств, 120
— единичное (тождественное), 42
— изометрическое, 57
— множеств, 42
— на, 42
— непрерывное, 42
— — в точке, 42
— нормированных пространств, 91
— обратное, 42
— топологических пространств, 42

Перестановочные операторы, 286
Подгруппа, 422
— топологическая, 424
— — замкнутая, 424
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Подкольцо, 182
— замкнутое, 199, 200
— — минимальное, 200
— кольца C(T ), 280, 281
— — — антисимметричное, 280
— — — максимальное, 283
— — — симметричное, 280
— максимальное коммутативное,

183, 185, 200
— — — симметричное, 218, 356
— минимальное, 182, 185, 200
— симметричное, 355
Подпространство гильбертова про-

странства, 110
— инвариантное, 28, 285, 343
— линейного пространства, 19
— минимальное, 19
— нормированного пространства, 91
— присоединенное к фактору, 529,

535–538, 540
— топологического пространства, 41
— — — замкнутое, 67, 68
Покрытие множества, 43
Поле комплексных чисел, 205, 386
Полное множество представлений,

319
— — — группового кольца, 446
— — — группы, 446
Положительно определенная функ-

ция, 461
— — — интегрально, 466–467
— — — на коммутативной группе,

484
— — — непрерывная, 463–465, 467,

469
— — — нормированная, 470
— — — относительно обобщенного

сдвига, 504
— — —, подчиненная данной, 468
— — — сферическая, 454, 458,

500–501
— — — элементарная, 468, 470, 478
Положительный функционал, 219,

220, 222, 288, 289, 292, 306, 323,
327, 331, 338, 359

— — вырожденный, 464
— — неразложимый, 317, 318, 325,

360

Положительный функционал норми-
рованный, 318, 359, 360

— —, подчиненный данному, 314,

316, 317

— — регулярный, 464, 465

Полунорма, 35–37, 69

— мультипликативная, 278

Пополнение вполне регулярного

кольца, 269

— метрического пространства, 59

— нормированного кольца, 207
— предгильбертова пространства,

109

— симметричного кольца, 222, 311

— — — вполне регулярное, 323

— топологического линейного про-

странства, 90

Последовательность сходящаяся, 41

— фундаментальная, 57

Предел индуктивный колец, 203

— — пространств, 244
— последовательности, 41

Представитель класса эквивалент-

ных векторов, 20

— смежного класса группы по под-

группе, 422

Представление бикомпактной груп-

пы, 507, 510, 512

— в пространстве с индефинитной

метрикой, 598
— вполне симметричного кольца,

364, 365

— гильбертова кольца, 508

— группового кольца, 441, 442

— — — вырожденное, 442

— — — неприводимое, 446

— — — циклическое, 464

— группы вырожденное, 441

— — единичное, 452

— — унитарное, 441, 442, 493
— — — непрерывное, 441, 445, 446,

463, 464, 467

— — — слабо измеримое, 441

— — — слабонепрерывное, 441, 445,

446

— кольца, 285

— — B(H), 346, 349, 352, 353
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Представление кольца вполне
непрерывных операторов, 350,
352

— — непрерывное, 285
— — регулярное левое, правое, 197,

198
— — симметричное, 285, 288
— — циклическое, 285, 287, 289,

292
—, кратное неприводимому, 344, 346
— неприводимое, 304–306, 317, 344,

346
— нормированного кольца регуляр-

ное, 213
— полного вполне регулярного ком-

мутативного кольца, 292, 293
— спектральное, 292, 296
— элемента фундаментальное, 368
Представляющая алгебра группы,

514, 516
— группа блок-алгебры, 516
Преобразование множества, 421
— Фурье, 499
— Фурье, 486, 488
Приближение функций полиномами,

50, 52, 282–284
Приводимость, 137
Принадлежность оператора слабо

замкнутому кольцу, 527
Принцип минимакса, 551
Присоединение единицы, 185, 206,

208
— — топологическое, 201
Проблема короны, 281
Продолжение линейного функцио-

нала, 33–38, 103
— ограниченного оператора, 98
— положительного функционала,

221, 308, 332, 362, 363
Проекция вектора на подпростран-

ство, 112
— множества, 53, 396
— точки, 53
Произведение мер, 175
— оператора на число, 24
— операторов, 25
— отображений, 42
— представлений тензорное, 513

Произведение характеров, 481
Прообраз множества, 42
Пространство банахово (полное нор-

мированное), 92, 96
— бесконечномерное, 17
— борелевское, 602
— бэровское нульмерное, 56
— вполне регулярное хаусдорфово,

281
— гильбертово, 109
— дуальное, 600
— конечномерное, 17, 72–74, 93
— L(G), 424
— L1, 149
— �

1
, 149

— l2, 94, 110
— l2a, 120
— L2 вещественное, 165
— L2 комплексное, 166
— L2

G, 506
— L2(f), 292
— L∞, 167
— линейное (векторное), 16
— — вещественное, 16
— — комплексное, 16
— локально бикомпактное, 48
— — выпуклое полное, 90
— максимальных идеалов, 230, 232,

234, 261, 262
— — — регулярного кольца, 261,

262
— — регулярных идеалов вполне

симметричного коммутативного
кольца, 256

— — — — локально бикомпактное,
233

— метризуемое, 57, 605
— метрическое, 56
— — полное, 58, 63
— нормальное, 46
— нормированное, 91
— R

n, 17
— паракомпактное, 279
— предгильбертово, 107
— представления, 285
— — циклическое, 285
— Rn, 17
— рефлексивное, 103
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Пространство секвенциально пол-
ное, 90

— сепарабельное, 41, 63, 604
— — метрическое, 60
— сопряженное, 77, 103
— — второе, 103
— топологическое, 38
— — бикомпактное, 43–45, 605
— — линейное, 65
— — — локально выпуклое, 66
— — — нормируемое, 93
— — связное, 245
— тривиальное, 19
— хаусдорфово (отделимое), 44, 45,

605
— Cn, 17
— C(a, b), 17
— C ′(a, b), 22
Процесс ортогонализации системы

векторов, 118
Прямая сумма идеалов, 244, 384
— — подпространств, 122, 287
— — представлений, 286
— — — попарно неэквивалентных,

343
Прямой интеграл гильбертовых про-

странств, 411, 580
— — представлений, 415

Равенство операторов, 22
Равномерная аппроксимация непре-

рывных функций на группе, 472,
475, 479, 480, 499

Радикал, 193, 195, 310
— вполне симметричного кольца,

361
— нормированного кольца, 209
— симметричного кольца, 219, 221,

224
Разбиение единицы, 259
— — локально конечное, 279
Разложение гильбертова простран-

ства в прямой интеграл, 584,
586, 589

— кольца в прямую сумму идеалов,
244, 246

— — операторов на неприводимые,
574

Разложение гильбертова простран-
ства центральное, 598

— унитарного представления груп-
пы на неприводимые, 593

Размерность гильбертова простран-
ства, 120

— оператора проектирования, 347
Ранг оператора, 557
Расширение интеграла, 143
— максимального идеала, 253
Расширение максимальных идеалов,

251–253
— оператора, 22
— представления, 364, 365
Реализация коммутативного вполне

регулярного кольца, 271–274,
372

— — кольца, 232, 234, 244
— — — операторов, 580
Регулярная часть множества поло-

жительно определенных функ-
ций, 470, 474

Резольвента, 204, 211
Решетка, 49
Ряд, абсолютно сходящийся в ло-

кально выпуклом пространстве,
97

— , — — в нормированном про-
странстве, 96

Свертывание, 435
Сдвиг, 29, 66
— левый, 423
— обобщенный, 503
— правый, 422
Семейство множеств борелевское,

293
— функций нормальное, 258
— — регулярное, 257, 258
Серии представлений (группы G2)

основная, дополнительная, 450,
452

Сеть, 90, 601
— фундаментальная, 90
Симметрично нормируемые идеалы,

349
Система аналитических образую-

щих кольца, 244
— векторов ортогональная, 116
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Система векторов ортонормальная,
117

— — — полная, 117
— идемпотентов неприводимая, 381,

386
— образующих кольца, 234
Скалярное произведение, 107
— — в факторпространстве, 109
След в унитарном кольце, 569
— канонический, 569, 571
Смежный класс группы по подгруп-

пе, 422
Собственное значение оператора, 27
— подпространство оператора, 27
Собственный вектор оператора, 27
Совместный спектр, 242, 275
Соотношения ортогональности, 512
Спектр, 204, 205, 356, 371, 372
— вещественный, 357, 371
— кольца, 244
— левый, 360, 365
— системы элементов, 244
— функции, 269
Спектральная теорема, 296, 299
— функция оператора, 297, 302
Спектральное разложение операто-

ра, 297, 299
Спектральный радиус, 212, 227, 240,

361, 363, 365
Сравнение подпространств, 532–535
— топологий, 39
Степень оператора, 25
Структурное пространство вполне

регулярного кольца, 415, 417
— — кольца, 260, 261, 284
Сужение оператора, 22
Сумма операторов, 24
— подпространств, 19
— — ортогональная, 121
— циклических колец ортогональ-

ная, 578
Сфера, 57

Тауберовы теоремы, 493, 495
Теорема Банаха об обратном опера-

торе, 100
— Бишопа, 281
— Бохнера, 484

Теорема Вейерштрасса, 52
— Винера, 228
— — тауберова, 493, 495
— И.М. Гельфанда и С. Мазура,

205
— И.М. Гельфанда и М.А. Наймар-

ка, 271
— И.М. Гельфанда и Д.А. Райкова,

471
— Герглотца, 485
— Годмана, 475
— Калкина, 347
— Коши, 106
— М.Г. Крейна, 86
— Крейна–Мильмана, 85
— П. Леви, 239
— Лиувилля, 89
— Планшереля для коммутативной

группы, 485, 488
— — для операции обобщенного

сдвига, 504
— Радона–Никодима, 168
— Д.А. Райкова, 366, 484
— Ф. Рисса, 113
— Стоуна, 51
— —, некоммутативное обобщение,

408
— Сухомлинова, 36
— Тихонова, 54
— Фубини, 176
— Хаара, 430
— Хана–Банаха, 34
— Хаусдорфа, 61
— Г.Е. Шилова, 266
— двойственности М. Г. Крейна, 516
— Л.С. Понтрягина, 491
— о полноте всех неприводимых

представлений, 319
— об аппроксимации положительно-

го функционала неприводимы-
ми, 319

Топологизация множества макси-
мальных идеалов, 229, 261

Топологическое произведение мет-
рических пространств, 62

— — пространств, 53–55
— тело с непрерывным обратным,

205
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Топология, 38
— в группе характеров, 482
— в кольце B(H) равномерная, 522
— — — сильная, 519–521
— — — сильнейшая, 522
— — — слабая, 203, 414, 519, 520
— дискретная, 422
— индуцированная, 41
— локально выпуклая, 69
—, определенная метрикой, 57
—, равномерная на компактах, 321
— сильная, 91
— слабая, 52
Точка внутренняя, 28
— граничная, 29
— предельная, 41
— прикосновения, 41
— регулярная, 204, 211
— спектра, 204
— экстремальная, 84
Тригонометрическая проблема мо-

ментов, 485

Условие (Д) (Диткина), 266, 495,
496

— регулярности кольца, 261
— — — достаточное, 267

Фактор, 528, 547
— аппроксимативно конечный, 567
— класса In, 549, 550, 553, 556,

560–564
— — I∞, 549, 550, 557, 560, 562, 564
— — II1, 549, 550, 553, 556, 560,

562, 564–567
— — II∞, 549, 550, 557, 560, 562
— — III, 549, 564
— прямой, 562
Факторизация, 529
— парная, 529
Факторкольцо, 188, 195, 225, 277,

278, 373
— кольца B(H), 375
Факторпредставление, 598
Факторпространство, 21
— полного нормированного про-

странства, 97
Форма билинейная, 114

Форма билинейная ограниченная,
115

— эрмитова, 108
— — положительно определенная,

108
Формула Планшереля для биком-

пактной группы, 512
Функционал, 22
— Минковского, 31, 38, 69
— вещественно линейный, 23
— вещественный, 219
— комплексно линейный, 23
— линейный, 23
— — непрерывный, 74–76
— — ограниченный, 102
— — — в гильбертовом простран-

стве, 113
— — положительный (относительно

конуса), 86
— положительный, 219
— элементарный, 215, 516
Функция аналитическая, 236–239
— — целая, 236
— борелевская, 603
— измеримая, 158
— — существенно ограниченная,

167, 412
— интегрально положительно опре-

деленная, 466
— локально аналитическая, 242
— , — принадлежащая идеалу, 260,

264
— , — — кольцу, 260
— , — — семейству, 259, 260
— множества характеристическая,

147
— на максимальных идеалах, 226,

227
— непрерывная вещественная, 46
— — на совместном спектре, 275
— нормально многозначная, 243,

284
— нулевая, 147
— операторная измеримая, 181, 412,

584, 591
— положительно определенная, 461
— полунепрерывная сверху, 143
— полунепрерывная снизу, 143
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Функция суммируемая, 151
— — по Лебегу, 162
— сферическая, 454, 458, 500–501

Характер группы, 477, 478, 499
— неприводимого представления,

511, 512

Центр кольца, 187, 200
— — L2(G), 506
— слабо замкнутого кольца, 528
Центрированная система множеств,

44

Часть представления, 285, 344

Шар замкнутый, 57, 93
— открытый, 57

Эквивалентность векторов (по моду-
лю), 20

— мер, 168
— норм, 102
— представлений, 285, 288, 341,

342, 344, 346, 409
— — группового кольца, 446
— — группы, 446
— функций, 148

Эквивалентность функций локаль-
ная, 159

Элемент вещественный, 267
— группы единичный, 420
— — обратный, 420
— единичный по идеалу, 188
— квазиобратный, 186, 192, 369
— — левый, правый, 186, 192
— максимальный, 601
— наибольший, 601
— обобщенный нульстепенный, 193,

194, 227, 303
— обратный, 187, 226
— — левый, правый, 185, 187
— ограниченный, 308, 570
—, положительный относительно

функционала, 333, 338
— сопряженный, 217
—, эквивалентный нулю, 289
— эрмитов, 217, 275, 357, 370
ε-сеть, 61
Эрмитовы компоненты элемента,

217

Ядро гомоморфизма, 196, 213, 420
— интегрального оператора, 23, 28
— множества примитивных идеалов,

260
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